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ЭНЕРГО-ВРЕМЕННОЙ КРИТЕРИЙ ОПТИМИЗАЦИИ
В ЗАДАЧЕ ГОМАНА

А.С. Смирнов, Б.А. Смольников

Дается новая постановка классической задачи астродинамики — за-
дачи Гомана — об оптимизации двухимпульсного перехода космического
летательного аппарата между двумя компланарными круговыми орби-
тами. В качестве критерия оптимизации принят энерго-временной по-
казатель качества, равный произведению суммарного прироста харак-
теристической скорости и длительности перехода. Приводится подроб-
ное решение этой задачи, в результате которого установлена зависи-
мость оптимального значения величины безразмерной начальной ско-
рости от соотношения между радиусами начальной и конечной орбит.
На основе построенного решения сделаны численные оценки эффектив-
ности предложенного режима межорбитального перехода и проведено
их сопоставление с аналогичными оценками для гомановского режима.
В результате данных оценок можно сделать вывод о целесообразности
использования энерго-временного критерия и в других задачах орби-
тальной космической навигации, для которых характерны высокая и
даже сверхвысокая длительность планируемого перехода.

1. Введение

Известно, что впервые задача о баллистическом переходе кос-
мического летательного аппарата (КЛА) между двумя концентри-
ческими круговыми орбитами была поставлена и решена немецким
инженером В. Гоманом в 1925 г. [1–5]. Предложенное им решение
оказывается вполне естественным и представляет собой полуэллип-
тическую траекторию, соприкасающуюся с начальной и конечной
орбитами в точках A и B подачи импульсного приращения орби-
тальной скорости ΔVA и ΔVB (рис. 1). Довольно долгое время счи-
талось, что этот гомановский полуэллипс минимизирует суммар-
ный прирост характеристической скорости независимо от соотно-
шения радиусов орбит RA и RB. Однако в 1959 г. было показано
(Хелькер и Зильбер) [1, 5] (до них в 1937 г. аналогичное выска-
зывание было сделано известным советским популяризатором кос-
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Рис. 1. Гомановская траектория Рис. 2. Секущая траектория

монавтики А.А.Штернфельдом), что гомановский двухимпульс-
ный переход является оптимальным только для RB/RA < 11.94
(в этом диапазоне лежат орбиты всех планет вплоть до Сатурна).
Если же RB/RA > 11.94, то более выгодным является трехимпульс-
ный биэллиптический переход ACD. Однако в этом случае неболь-
шой выигрыш в суммарной величине характеристической скорости
ΔV = ΔVA + ΔVC + ΔVD сопровождается, как правило, кратным
возрастанием длительности перехода, что резко снижает его цен-
ность и не позволяет считать его оптимальным в реальном, а не
формальном смысле [2]. К сожалению, и гомановский двухимпульс-
ный переход при RB/RA < 11.94 также является весьма длитель-
ным, так как движение КЛА в окрестности точки B сравнительно
медленное и заметно затягивает общую продолжительность перехо-
да. В связи с этим некоторые авторы [3] предлагают отказаться от
гомановских полуэллипсов и использовать двухимпульсные пере-
ходы по секущему эллипсу, показанному на рис. 2. Ясно, что в этой
схеме за счет увеличения суммарного импульса VΣ время перехода
может быть сведено к сколь угодно малой величине [6]. Однако при
этом не совсем понятно, какими соображениями следует руковод-
ствоваться при конкретном выборе секущего эллипса.
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2. Формирование критерия оптимизации

Из сказанного следует, что основными показателями эффектив-
ности перехода между двумя круговыми орбитами являются тре-
буемый ресурс характеристической скорости JV = VΣ и предопре-
деляемая им продолжительность перехода Jτ = τAB. При этом яс-
но, что увеличение первого критерия JV в определенных пределах
позволяет снизить второй критерий Jτ и наоборот. Таким образом,
для достижения максимальной эффективности перехода желатель-
но минимизировать оба критерия JV и Jτ совместно, т. е. с учетом
их влияния друг на друга. Формально такую минимизацию целе-
сообразно проводить не раздельно, а путем синтеза (объединения)
частных критериев JV и Jτ в некоторую «композицию», отража-
ющую их функциональное поведение, т. е. возрастающую при их
росте и убывающую при их уменьшении. Конкретный вид такой
композиции может быть различным, и он сильно зависит от про-
фессиональной компетенции самого исследователя, анализирующе-
го рассматриваемую оптимизационную задачу. Не углубляясь здесь
в детали так называемого «композиционного исчисления», намечен-
ного в 1910 г. итальянским математиком и механиком В. Вольтерра,
назовем здесь два простейших класса алгебраических композиций:

а) аддитивные композиции, представляющие собой линейную
свертку исходных частных критериев Ji: J =

∑
λiJi;

б) мультипликативные композиции, которые можно предста-
вить в виде произведения исходных критериев Ji: J =

∏
Ji.

Класс аддитивных композиционных критериев нашел довольно
широкое применение в теории оптимального управления, несмотря
на свой существенный недостаток— необходимость подбора весо-
вых коэффициентов λi [7]. Этого недостатка лишены мультипли-
кативные композиционные критерии (МКК), позволяющие более
гибко синтезировать и корректировать результирующий критерий.

В рассматриваемой оптимизационной задаче естественно синте-
зировать именно мультипликативный композиционный критерий

JAB = JV Jτ = VΣτAB , (1)

который имеет физический смысл энерго-временного критерия
(ЭВК) эффективности, и к тому же уже давно используется в зада-
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чах наземной транспортной логистики при проектировании даль-
них маршрутов судовых и автомобильных перевозок, авиарейсов
и пр. Поэтому его целесообразно применять и в задачах космиче-
ской навигации, где вопросы минимизации как длительности меж-
орбитального перехода, так и расхода бортовых энергоресурсов
имеют крайне важное значение. По своей размерности предлага-
емый критерий (1) определяет некоторую «длину пути», преодоле-
ваемую КЛА между начальным и конечным состояниями, и имен-
но ее целесообразно использовать для оценки качества дальних,
т. е. межпланетных переходов в задачах астродинамики. Кстати, в
последнее время подобный ЭВК используется и в задачах техни-
ческой механики, где требуется, например, гасить свободные ко-
лебания элементов конструкций пассивным [8] или активным [9]
способом. Стоит также отметить, что МКК нашли применение в
1960-е гг. и в задачах динамического программирования [10].

Чтобы убедиться в адекватности построенного МКК, следует
проделать численные расчеты, выявляющие роль каждого из пар-
циальных критериев JV и Jτ в поведении оптимизируемой траекто-
рии перехода. Возвращаясь к выражению (1), нужно иметь в виду,
что в качестве дуги AB может использоваться как дуга эллипса, так
и дуга параболы или гиперболы, касательная к начальной орбите
в точке A. Учитывая, что параболическая траектория является по-
граничной между эллиптической и гиперболической, ограничимся
рассмотрением лишь этих двух дуг, выбирая в качестве параметра
семейства дуг величину начальной скорости VA в точке A. Уравне-
ние конического сечения, как известно, есть

r =
p

1 + e cosψ
, (2)

где p— параметр, e— эксцентриситет, r—радиальное расстояние
КЛА от центра притяжения, а ψ— его истинная аномалия на пе-
реходной орбите. Согласно [6], имеем следующую зависимость эле-
ментов орбиты от начальных условий движения:

p =
R2

AV
2
A cos2 α

μ
, e =

√
1 +

(
V 2
A − 2μ

RA

)
p

μ
, (3)

где α— угол наклона вектора начальной скорости VA к местному го-
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ризонту, а μ— гравитационный параметр притягивающего центра.
Учитывая, что в рассматриваемой схеме перехода α = 0, и вводя
вместо VA безразмерную величину начальной скорости

ν =
VA
VAc

, VAc =

√
μ

RA
, (4)

где VAc — скорость на начальной круговой орбите, запишем

p = ν2RA, e = ν2 − 1. (5)

При введенных обозначениях уравнение (2) примет вид

r =
ν2RA

1 + (ν2 − 1) cos θ
. (6)

Задача состоит в том, чтобы найти такое значение начального им-
пульсного прироста ΔVA = VA − VAc = VAc(ν − 1), при котором
достигается минимум ЭВК (1), т. е.

JAB = (ΔVA +ΔVB) τAB = min
ν
. (7)

Здесь ΔVB —импульсное приращение скорости в точке B, необхо-
димое для перевода КЛА с переходной дуги AB на круговую ко-
нечную орбиту радиуса RB.

3. Прирост характеристической скорости

Для вычисления начального ΔVA и конечного ΔVB прираще-
ний орбитальной скорости обратимся к схеме перехода КЛА меж-
ду двумя круговыми орбитами, приведенной на рис. 1. Полагаем,
что в точке A исходной орбиты КЛА, имеющий круговую скорость
VAc, получает прирост скорости ΔVA, переходя после этого на дугу
траектории с начальной скоростью VA = VAc+ΔVA. В зависимости
от величины ΔVA эта дуга может быть эллиптической, параболи-
ческой или гиперболической, и целью дальнейшего исследования
является выбор той из них, на которой достигается минимум крите-
рия (1). Рассматривая в качестве главной управляющей величины
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значение ΔVA, выразим через нее все прочие кинематические ха-
рактеристики процесса, т. е. VB, ΔVB , и, наконец, его общую энер-
гетическую затрату ΔV = ΔVA +ΔVB, также зависящую от ΔVA.
Для этого воспользуемся интегралами энергии и момента количе-
ства движения, устанавливающими зависимость величин VB, ΔVB
от VA и ΔVA [5]:

V 2
B = V 2

A +
2μ

RB
− 2μ

RA
= V 2

A + 2V 2
Bc − 2V 2

Ac. (8)

Учитывая, что V 2
Bc = ρV 2

Ac, где ρ = RA/RB — соотношение радиусов
начальной и конечной орбит, и переходя к безразмерным значениям
всех скоростей путем деления их на VAc, найдем отсюда:

ṼB =
VB
VAc

=
√
ν2 + 2(ρ− 1), (9)

где тильда «∼» означает указанное обезразмеривание скоростей.
Далее возводя в квадрат тождество ΔṼ B = Ṽ Bc − Ṽ B, получаем:

ΔṼ 2
B = Ṽ 2

Bc + Ṽ 2
B − 2ṼBcṼB cosβ, (10)

где β — угол между Ṽ B и Ṽ Bc. Из интеграла момента следует, что
ṼB cosβ = νρ, так что значение ΔṼB примет вид:

ΔṼB =
√
ν2 + 3ρ− 2

(
1 + νρ3/2

)
. (11)

В результате суммарный прирост скорости перехода будет:

ΔṼΣ = ΔṼA +ΔṼB = ν − 1 +
√
ν2 + 3ρ− 2

(
1 + νρ3/2

)
. (12)

Для удобства дальнейших сопоставлений найдем аналогичное
выражение для гомановского перехода, когда дуга AB представля-
ет собой полуэллипс. Тогда, согласно (6), имеем:

ν2 =
2

1 + ρ
. (13)

Полагая, что в этом случае β = 0, вместо (11) получим:

ΔṼBh =
√
ρ− ρ

√
2

ρ+ 1
, (14)
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так что суммарный прирост скорости будет следующим:

ΔṼh =
√
ρ+ (1 − ρ)

√
2

ρ+ 1
− 1. (15)

Как показали А.А.Штернфельд, а затем Р.Хелькер и Р. Зильбер
[5], эта зависимость неожиданно оказалась немонотонной, достигая
максимума ΔṼhmax ≈ 0.536 в точке ρ = 0.064, а затем стремясь при
ρ→ 0 к значению ΔṼh =

√
2− 1 ≈ 0.414.

4. Время перехода по секущей траектории

Для формирования второго сомножителя в критерии (7) необ-
ходимо рассмотреть два альтернативных варианта переходной ор-
биты— эллиптический и гиперболический, выбрав из них тот, ко-
торый отвечает минимуму принятого ЭВК. В первом варианте для
вычисления безразмерного времени перехода τ̃AB, отнесенного к
периоду обращения TA по начальной круговой орбите

τ̃AB =
τAB

TA
, TA =

2πR
3/2
A√
μ

, (16)

следует воспользоваться уравнением Кеплера для эллиптической
дуги AB [11]:

τ̃AB =
a3/2√
μTA

(EB − e sinEB) =
1

2π(2− ν2)3/2
(EB − e sinEB) , (17)

где a = RA/(1 − e)— большая полуось эллипса перехода, а EB —
эксцентрическая аномалия точки B (рис. 3), связанная с истинной
аномалией θB этой точки известным соотношением [12]:

tg
EB

2
=

√
1− e

1 + e
tg
θB
2

=

√
2− ν2

ν
tg
θB
2
. (18)
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Рис. 3. Истинная и эксцентрическая аномалия

Остается выразить θB через RB посредством уравнения (6). Имеем:

cos θB =
ρν2 − 1

ν2 − 1
, sin θB =

ν

ν2 − 1

√
[ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ),

tg
θB
2

=
sin θB

1 + cos θB
= ν

√
1− ρ

ν2(1 + ρ)− 2
,

tg
EB

2
=

√
(2− ν2)(1− ρ)

ν2(1 + ρ)− 2
,

(19)

после чего получаем

sinEB =
2 tg EB

2

1 + tg2 EB

2

=

√
(2− ν2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ(ν2 − 1)
. (20)

Последнее из этих выражений наглядно показывает ход измене-
ния эксцентрической аномалии EB в рассматриваемом диапазоне
варьирования ν2:

2

1 + ρ
≤ ν2 ≤ 2. (21)

На левом конце данного интервала траекторией перехода является
гомановский полуэллипс, и ему отвечает согласно (19) tgEB/2 =
∞, т. е. EB = π. На правом краю при ν2 = 2 переход осуществляется
по параболе, которой отвечает tgEB/2 = 0, т. е. EB = 0. Значению
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EB = π/2 отвечает, очевидно, tgEB/2 = 1, т. е. согласно (19)

ν2 = 2− ρ. (22)

Промежуточное значение ν2 необходимо знать для расчета време-
ни перехода согласно уравнению Кеплера (17). Действительно, со-
гласно (20) мы можем выразить угол EB, входящий в уравнение
Кеплера, в следующем виде:

EB =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

π − arcsin

√
(2− ν2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ(ν2 − 1)
,

2

1 + ρ
≤ ν2 ≤ 2− ρ

arcsin

√
(2− ν2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ(ν2 − 1)
, 2− ρ ≤ ν2 ≤ 2

.

(23)
Именно эти главные значения должны фигурировать в общем вы-
ражении

EB = arcsin

√
(2 − ν2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1 − ρ)

ρ(ν2 − 1)
. (24)

В результате длительность перехода по эллиптической дуге AB вы-
разится как

τ̃AB =
1

2π(2− ν2)3/2

[
arcsin

√
(2− ν2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ(ν2 − 1)
−

−
√
(2 − ν2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ

]
.

(25)
Чтобы найти длительность параболического перехода, следует пе-
рейти к пределу ν2 → 2, в результате чего получим

τ̃p = lim
ν2→2

τ̃AB(ν) =
1

3π
√
2

√
1− ρ

ρ

2ρ+ 1

ρ
. (26)

Ясно, что это минимальное время перехода на классе эллиптиче-
ских дуг AB. Максимальное же время достигается на другом конце
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интервала изменения ν, т. е. на гомановском полуэллипсе:

τ̃h =
1

4
√
2

(
ρ+ 1

ρ

)3/2

. (27)

Представляет интерес сопоставление продолжительности парабо-
лического τ̃p и гомановского τ̃h переходов. Запишем их отношение:

Kτ (ρ) =
τ̃h
τ̃p

=
3π

4

ρ+ 1

2ρ+ 1

√
ρ+ 1

1− ρ
. (28)

На рис. 4 видно, что чем ближе радиусы начальной и конечной
орбит (т. е. чем больше ρ), тем это различие больше, причем при
ρ=0 имеем Kτ =3π/4 ≈ 2.36. Видно также, что при увеличении ρ
от 0 до примерно 0.5 величина Kτ практически не меняется. Отно-
шение потребных приростов при этом оказывается равным

KV (ρ) =
ΔṼh

ΔṼp
=

√
ρ+ (1− ρ)

√
2

ρ+1 − 1
√
2− 1 +

√
3ρ− (2ρ)3/2

. (29)

Рис. 4. Сопоставление параметров
параболической траектории с гомановской
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График данной зависимости также представлен на рис. 4. Из него
хорошо видно, что при малых ρ эти приросты различаются не столь
существенно, как соответствующие им длительности перехода, хотя
с увеличением ρ они начинают различаться все сильнее. Эти сопо-
ставления лишний раз свидетельствуют о том, что при небольших
значениях ρ (т. е. при перелетах на дальние расстояния) гоманов-
ский переход уж точно нельзя считать эффективным для практи-
ческого использования и для отыскания оптимальной траектории
перелета более целесообразно использовать в качестве критерия эф-
фективности компромиссный критерий типа (7).

Перейдем теперь к диапазону 2 ≤ ν2 < ∞, в котором следует
получить иное выражение для τ̃AB, отвечающее гиперболической
дуге переходной траектории. В этом случае имеем:

a =
RA

ν2 − 2
, τ̃AB =

1

2π(2− ν2)3/2
(e shHB −HB),

tg
HB

2
=

√
ν2 − 2

ν
tg
θB
2

=

√
(ν2 − 2)(1− ρ)

ν2(1 + ρ)− 2
,

shHB =

√
(ν2 − 2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ(ν2 − 1)
.

(30)

Выражение для безразмерного времени перехода τ̃AB примет
вид

τ̃AB =
1

2π(ν2 − 2)3/2

[√
(ν2 − 2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ
−

− arsh

√
(ν2 − 2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ(ν2 − 1)

]
.

(31)

5. Анализ критерия оптимизации

Используя найденные выражения (12) и (25) для ΔṼΣ и τ̃AB,
получаем для критерия (7) следующее выражение:
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JAB =
ν − 1 +

√
ν2 + 3ρ− 2

(
1 + νρ3/2

)
2π(2− ν2)3/2

×

×
[
Arcsin

√
(2− ν2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ(ν2 − 1)
−

−
√
(2 − ν2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ

]
,

(32)

пригодное на интервале (21). Что же касается интервала 2 ≤ ν2 <
∞, то для него величина ЭВК будет

JAB =
ν − 1 +

√
ν2 + 3ρ− 2

(
1 + νρ3/2

)
2π(ν2 − 2)3/2

×

×
[√

(ν2 − 2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ
−

− arsh

√
(ν2 − 2) [ν2(1 + ρ)− 2] (1− ρ)

ρ(ν2 − 1)

]
.

(33)

Посредством (32) и (33) можно изучить поведение JAB в диапазоне

2

1 + ρ
≤ ν2 <∞. (34)

Так, на левом конце этого диапазона при ν2 → 2/(1 + ρ) имеем
согласно (32):

JAB

(√
2

1 + ρ

)
=

(1 + ρ)
[√

2(1− ρ) +
√
1 + ρ

(√
ρ− 1

)]
4
√
2ρ3/2

. (35)

В точке ν =
√
2, где происходит «стыковка» выражений (32) и (33),

получаем

JAB(
√
2) =

√
2− 1 +

√
3ρ− (2ρ)3/2

3
√
2πρ3/2

(1 + 2ρ)
√
1− ρ . (36)

Наконец, при ν → ∞ имеем JAB → ∞. Ясно, что функция JAB(ν)
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Рис. 5. Зависимость безразмерной начальной скорости
от отношения радиусов начальной и конечной орбит:

1 — оптимальная по ЭВК траектория, 2 — гомановская траектория

Рис. 6. Сопоставление параметров оптимальной
по ЭВК траектории с гомановской
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должна иметь точку минимума в диапазоне (34). Численное иссле-
дование зависимости JAB(ν) при различных ρ позволяет построить
график зависимости оптимального значения ν∗ от ρ (рис. 5).

Из него видно, что при ρ < 0.115 (что отвечает RB/RA > 8.696)
оптимальной оказывается гиперболическая траектория, а при
ρ > 0.115 (RB/RA < 8.696)— эллиптическая. Видно также, что
при значениях ρ, больших примерно 0.5 (при отношении радиусов
орбит, меньшем двух), график практически не отличается от го-
мановского перехода. Таким образом, при перелетах на небольшие
расстояния гомановский переход оказывается почти оптимальным
и в смысле энерго-временного критерия качества (7).

На рис. 6 представлены зависимости τ̃h/τ̃∗ и ΔṼh/ΔṼ∗, по кото-
рым видно, насколько больше время перелета и насколько меньше
суммарный прирост скорости в гомановском варианте по сравне-
нию с оптимальным по ЭВК при заданном значении ρ.

6. Заключение

Резюмируя результаты проведенного исследования, можно за-
ключить, что использование в качестве критерия эффективности
межорбитального перехода предложенного компромиссного крите-
рия типа «время— энергия» исключает появление бесконечно уда-
ленных точек в составе оптимальной траектории и дает более реа-
листичную основу для поиска оптимума как посредством примене-
ния ЭВК, так и путем «конструирования» иного многофакторно-
го критерия качества. Такой мультипликативный критерий может
учитывать, например, необходимость обхода опасных зон, лежащих
на траектории межорбитального перехода, а также факторы, обу-
словленные целями и задачами планируемого перехода. Исходя из
подобных соображений, возможно, стоит пересмотреть и конкрети-
зировать критерии качества для многих квазиоптимальных режи-
мов и траекторий межорбитальных переходов, которым посвящена
обширная космическая литература [13–15].
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ДИНАМИЧЕСКОЕ РАЗРУШЕНИЕ СТЕРЖНЯ
В ВОЛНОВОМ ПОЛЕ КЛЕЙНА—ГОРДОНА

Л.А.Игушева

Рассматривается модель взаимодействия стержня постоянного по-
перечного сечения с упругой окружающей средой. В рамках задачи об
ударе рассмотрены распространение и отражение волны от свободной
границы стержня конечной длины. В задаче отражения волны от сво-
бодного конца стержня показана возможность эффекта откольного раз-
рушения. В нескольких частных случаях найдены зависимости порого-
вого значения амплитуды возмущающей силы от критического време-
ни разрушения стержня и от длительности воздействия внешней силы.
Обнаружен целый диапазон оптимальных частот воздействия, при ко-
торых происходит откольное разрушение стержня.

1. Введение

Модель взаимодействия элементов инженерных конструкций с
упругой окружающей средой может быть применима во многих об-
ластях. Например, в настоящее время является актуальным изу-
чение нанокомпозитов с включениями в виде волокон. Благодаря
связи между матрицей полимера и включениями такие нанокомпо-
зиты обладают удивительными механическими характеристиками,
в частности высоким пределом прочности и большим значением
модуля Юнга. Современные наноматериалы являются перспектив-
ными в авиастроении. Например, они обладают антистатическими
свойствами и могут защищать самолет от ударов молний. В макро-
мире одним из примеров является установка свай в строительстве.
При этом очень важно знать, какие напряжения и перемещения
возникают в свае, т. к. это позволит рассчитать нагрузки, которые
сможет выдержать конструкция.

Существуют различные модели, описывающие взаимодействие
деформируемых тел с окружающей их средой.
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Л.И.Слепян [1] исследует бесконечный стержень на упругом
основании, на который действует сосредоточенная нагрузка, и по-
казывает, что при наличии упругого основания существенные де-
формации локализуются вблизи приложения нагрузки. Кроме то-
го, Л.И.Слепян рассматривает влияние окружающей среды— иде-
альной сжимаемой жидкости на распространение нестационарных
волн в упругом теле. Показано, что окружающая среда влияет на
волновые процессы, происходящие в упругом теле при продольных
колебаниях, а именно, в жидкость излучаются волны давления,
уносящие часть энергии упругой волны, т. е. имеет место дисси-
пация энергии.

В книге Л.В.Никитина [2] проанализировано множество за-
дач, связанных с динамикой упругих стержней, на которые дей-
ствуют силы сухого внешнего трения. В случае внешнего сухого
трения учтены удар с постоянным напряжением по полубесконеч-
ному стержню, удар с постоянной скоростью по полубесконечно-
му стержню, удар с постоянной скоростью по конечному стерж-
ню и др. Найдены решения этих задач. Кроме этого, рассмотре-
на динамика стержня, заключенного в обойму. В данной задаче
сила контактного трения прямо пропорциональна продольной де-
формации в стержне. Найдено решение этого уравнения в случае,
когда на конце стержня задано сжимающее напряжение. Отдель-
но обсужден частный случай, когда происходит удар по стержню,
осуществляемый мгновенным приложением на его конце сжимаю-
щего напряжения, которое впоследствии поддерживается постоян-
ным.

В статье В. Г. Баженова [3] разбирается экспериментальная ме-
тодика определения силы сопротивления внедрению деформируе-
мого ударника в мягкую грунтовую среду в обращенной постанов-
ке. Также моделируется осесимметричная задача о взаимодействии
цилиндрического тела с мягкой грунтовой средой, заключенной в
деформируемую оболочку.

В работе А.Аллена [4] исследуется динамика проникания снаря-
да в песок. Экспериментальные данные сравниваются с двумя тео-
ретическими моделями взаимодействия снаряда конической формы
с песком: классической модели проникания Робина—Эйлера и но-
вой модели.
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В статье [5] рассматривается задача о проникании в грунт
упруго-деформируемого индентора. Сила сопротивления проника-
нию задается квадратичной зависимостью от скорости проникания.
Деформированное состояние в пределах каждого участка предпо-
лагается однородным.

Как показано выше, взаимодействие деформируемых тел
с окружающей средой встречается повсеместно в современном ми-
ре, и есть различные модели описания этого взаимодействия. В дан-
ной работе мы будем обсуждать взаимодействие стержня с упругой
средой.

2. Объект исследования, постановка задачи

Стержень с постоянным поперечным сечением совершает про-
дольные колебания. Со стороны среды на стержень действуют силы
сопротивления прямо пропорциональные перемещению (рис. 1).

Рис. 1. Элемент стержня в упругой окружающей среде

Мы вычислим перемещения и напряжения, возникающие в
стержне при динамическом нагружении. Затем рассмотрим распро-
странение и отражение волны от свободной границы стержня ко-
нечной длины. Проанализируем возможность возникновения явле-
ния откола в стержне, находящемся в упругой окружающей среде.
Найдем зависимость поведения стержня от частоты возмущающей
нагрузки. Рассмотрим несколько частных случаев распростране-
ния и отражения волны в зависимости от нагружающей силы. По-
строим зависимость пороговой амплитуды нагружения от периода
возмущающей силы. Для определения порогового значения ампли-
туды нагружения в данной работе используется критерий инкуба-
ционного времени разрушения, предложенный Ю.В.Петровым [6].
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3. Вывод уравнения

Составим уравнение продольных колебаний стержня в упругой
среде, аналогично классическому случаю, рассмотренному в книге
Ю.Н.Работнова [7], когда на стержень не действуют силы сопро-
тивления.

Рис. 2. Элемент стержня (а), элемент стержня после деформации (б )

На рис. 2, а показан элемент стержня, который в недеформиру-
емом состоянии был заключен между сечениями mn и pq с коорди-
натами x и x+ dx соответственно. Фиксируя момент времени t, ко-
гда сечение mn занимает положение m′n′, сечение pq—положение
p′q′, обозначим перемещение левого сечения, первоначальная коор-
дината которого была x, через u. Смещение u является функцией
двух переменных — времени t и координаты в недеформирован-
ном состоянии x, поэтому смещение сечения с координатой x + dx
будет u + ∂u

∂xdx. На рис. 2, б изображен элемент m
′n′p′q′ отдельно.

Обозначим напряжение, действующее в сечении m′n′ через σ, тогда
напряжение, действующее в сечении p′q′, будет σ+ ∂σ

∂xdx. Вдоль все-
го элемента будет действовать сила сопротивления равная −kudx,
где k—коэффициент пропорциональности сил сопротивления.

Составим уравнение движения элемента m′n′p′q′

ρSdx
∂2u

∂t2
= S

∂σ

∂x
dx− kudx. (1)
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Используя закон Гука, получим

ρSdx
∂2u

∂t2
= SE

∂2u

∂x2
dx− kudx. (2)

Поделив уравнение на ρS, получим

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
+ b2u = 0, (3)

где a =
√

E
ρ , b

2 = k
ρS .

Дифференциальное уравнение (3), описывающее продольные
колебания стержня на упругом основании, называется уравнением
Клейна—Гордона (обобщенное волновое уравнение).

4. Решение уравнения Клейна — Гордона
для полубесконечного стержня

Будем решать уравнение (3) [8] для бесконечной оси OX при
начальных условиях

u|t<0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= − 1

a2
δ(t). (4)

Решением уравнения (3) при условиях (4) согласно [9] будет
функция

u0(x, t) =
1

a
H(t− x

a
)J0(b

√
t2 − x2

a2
), (5)

где H(z)— единичная функция Хевисайда, J0(z)—функция Бес-
селя нулевого порядка. (5) является фундаментальным решением
уравнения Клейна— Гордона.

А соответствующее напряжение, возникающее в стержне по за-
кону Гука, если считать модуль Юнга E = 1

σ0(x, t) = E
∂u

∂x
= − 1

a2
δ(t− x

a
)+ (6)
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+
1

a
H(t− x

a
)J1(b

√
t2 − x2

a2
)

bx

a2
√
t2 − x2

a2

=

= g0(x, t) + h0(x, t),

где J1(z)—функция Бесселя первого порядка.
Тогда по формуле Дюамеля решением уравнения (3) с гранич-

ными условиями

u|t<0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= − 1

a2
f(t), (7)

где f(t)— произвольная функция, будет следующее выражение для
перемещений

u(x, t) =

t∫
0

u0(x, t− s)f(s) ds, (8)

а соответствующие напряжения

σ(x, t) = − 1

a2
f(t− x

a
) +

t∫
0

h0(x, t− s)f(s) ds. (9)

5. Решение уравнения Клейна — Гордона
для стержня конечной длины

Теперь рассмотрим задачу об отражении волны от свободного
края стержня длиной L (рис. 3).

Рис. 3. Модель стержня конечной длины

Для этого будем решать уравнение (3) для стержня длиной L
при начальных условиях

u|t<0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= − 1

a2
f(t),

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0. (10)
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Последнее условие— условие свободного конца. То есть мы будем
рассматривать задачу об отражении волны от свободного конца
стержня.

Тогда решением уравнения (3) при граничных условиях (10) бу-
дет сумма двух волн прямой и отраженной

u(x, t) =

t∫
0

u0(x, t− s)f(s) ds+

t∫
0

v0(x, t− s)f(s) ds, (11)

где v0(x, t) = 1
aH(t− 2L−x

a )J0(b
√
t2 − (2L−x)2

a2 ).

А решение в напряжениях (считая модуль Юнга E = 1) примет
вид

σ(x, t) = − 1

a2
f(t− x

a
) +

t∫
0

h0(x, t− s)f(s) ds− (12)

−(− 1

a2
f(t− 2L− x

a
) +

t∫
0

h1(x, t− s)f(s)),

где h1(x, t) = 1
aH(t− 2L−x

a )J1(b
√
t2 − (2L−x)2

a2 ) b(2L−x)

a2

√
t2− (2L−x)2

a2

.

При отражении волны от свободного края стержня исходные
сжимающие напряжения становятся растягивающими. Многие ма-
териалы, например бетон, способны выдерживать большие сжи-
мающие напряжения, но легко разрушаются при растягивающих
напряжениях. Именно поэтому при отражении волны из-за сме-
ны знака напряжения велика вероятность откольного разрушения
стержня.

6. Пример

Далее разберем конкретный пример. Пусть на стержень дей-
ствует сила

f(t) =

{
sin(πtt0 ) , если 0 < t < t0

0 , иначе.
(13)
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Заметим, что при разных значениях коэффициента сопротив-
ления b и периода ударной силы t0 волна напряжения будет по-
разному распространяться по стержню. Для определенности будем
считать, что модуль Юнга E = 1, длина стержня L = 50.

1. Случай b = 0.1, t0 = 10
Поначалу волна сжатия начинает распространяться по стерж-

ню (рис. 4, а). Затем из-за сопротивления упругой среды начинают
распространяться напряжения растяжения (рис. 4, б). Как только
прямая волна достигает свободного края стержня, она отражается,
и отраженная часть волны складывается с прямой волной. Отра-
женная волна превращается в волну растяжения (рис. 4, в). После
сложения волн возникает напряжение растяжения по абсолютной
величине большее, чем исходное напряжение, которое было переда-
но в начале стержню. А это значит, что именно в данный момент
стержень претерпевает наибольшие нагрузки (рис. 4, г). Далее вол-
на аналогично распространяется обратно (рис. 4, д).

2. Случай b = 0.5, t0 = 3
К началу стержня приложено аналогичное случаю 1 напряже-

ние, но с более коротким периодом колебания (рис. 5, а). Из-за
большего значения коэффициента сопротивления b внешняя среда
имеет большее воздействие на напряжения в стержне. Волна разби-
вается на много сжимающих и растягивающих волн, т. о. мы видим
явление дисперсии волн (рис. 5, б, в)

Можно отметить, что наибольшее по модулю напряжение стер-
жень испытывает в начале приложения нагрузки.

3. Случай b = 0.5, t0 = 38
Теперь рассмотрим напряжение с большим периодом колебания

(рис. 6, а). Заметим, что такая волна практически полностью га-
сится внешней средой (рис. 6, б, в).

Вышеописанные явления можно объяснить следующим обра-
зом. Рассмотрим дисперсионное соотношение уравнения Клейна—
Гордона, для этого подставим в уравнение (3) u = eikxeiωt и полу-
чим следующее дисперсионное соотношение

ω = ±
√
a2b2 + k2. (14)

График зависимости частоты от волнового числа показан на рис. 7.
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а

б

в

г

д

Рис. 4. Распространение волны по стержню при b = 0.1, t0 = 10
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а

б

в

д

Рис. 5. Распространение волны по стержню при b = 0.5, t0 = 3

Итак, мы видим, что отношение частоты к волновому числу ω
k —

переменная величина; это значит, что имеет место дисперсия волн.
Из дисперсионного соотношения следует, что

k = ±1

a

√
ω2 − b2. (15)
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а

б

в

Рис. 6. Распространение волны по стержню при b = 0.1, t0 = 38

Рис. 7. График зависимости частоты
от волнового числа



32 Л.А.Игушева

После обратного преобразования Фурье мы бы имели

u(x, t) =
1

4π2

∞∫∫
∞

f(p)e−ikxe−iωtdp. (16)

Тогда из (15) получаем, что при маленьких значениях ω (т. е.
при больших t0), k будет комплексным числом, а значит по форму-
ле (16) перемещения и напряжения будут стремительно убывать,
что мы и наблюдаем в случае 3. При больших значениях ω (т. е.
маленьких значениях t0) по формуле (16) мы будем наблюдать ко-
лебания, как в случае 2.

7. Явление откола
в волновом поле Клейна — Гордона

Теперь поставим задачу найти пороговую амплитуду возмущаю-
щей стержень силы, при которой произойдет разрушение стержня.

Будем считать, что исследуемый стержень не имеет начальных
несовершенств. Поэтому согласно [10] можно использовать крите-
рий инкубационного времени разрушения для предсказания усло-
вий инициирования хрупкого разрушения стержня при отколе под
действием приложенной динамической ударной нагрузки.

В данном случае критерий запишется в следующем виде

t∫
t−τ

σ(s)ds ≤ σcτ, (17)

где τ — инкубационное время, соответствующее образцу, σc —кри-
тическое значение напряжения в образце (это заданные величины,
их можно найти экспериментально для каждого образца).

Как было описано ранее, при действии сжимающей силы вида
(13) по стержню будет идти волна сжатия:

σ−(x, t) = − 1

a2
f(t− x

a
) +

t∫
0

h0(x, t − s)f(s) ds, (18)
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где h0(x, t) = 1
aH(t− x

a )J1(b
√
t2 − x2

a2 )
bx

a2

√
t2−x2

a2

.

После того как волна достигнет свободного конца стержня, она
отразится и поменяет свой знак на противоположный, т. е. станет
волной растяжения:

σ+(x, t) = +
1

a2
f(t− 2L− x

a
)−

t∫
0

h1(x, t− s)f(s), (19)

где h1(x, t) = 1
aH(t− 2L−x

a )J1(b
√
t2 − (2L−x)2

a2 ) b(2L−x)

a2

√
t2− (2L−x)2

a2

.

Суммарное напряжение, возникающее при этом в стержне, бу-
дет равно

σ(x, t) = σ−(x, t) + σ+(x, t). (20)

Разберем первый случай, рассмотренный в примерах, когда b =
0.1, t0 = 10 (так как именно в этом случае велика вероятность
откольного разрушения в стержне). Положим E = 1, L = 50.

Пусть на стержень действует сила

f(t) =

{
P ∗ sin(πtt0 ), если 0 < t < t0

0, иначе
, (21)

где P —амплитуда возмущающей силы (этот параметр мы и будем
варьировать).

8. Переход к безразмерным переменным

Для оценки порогового значения амплитуды возмущающей си-
лы P будем пользоваться критерием инкубационного времени раз-
рушения (16), поэтому удобнее ввести безразмерные величины:
T = t

τ , T0 = t0
τ , X = x

τ∗a , l =
L
aτ , тогда сила будет равна

f(T ) =

{
sin(πTT0

), если 0 < T < T0

0, иначе
. (22)

Далее мы считаем, что при T0 < 1 сила f(t) имеет «маленький»
период колебаний, а при T > 0—«большой».
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Выражение для напряжений в стержне примет вид

σ(X,T ) = σ1(x(X), t(T )) = − 1

a2
f(T −X)+ (23)

+
1

τ

T∫
0

h0(Xτa, T τ − sτ)f(s) ds−

−(− 1

a2
f(T − (2l −X)) +

1

τ

T∫
0

h1(Xτa, T τ − sτ)f(s) ds.

А критерий инкубационного времени разрушения (14) в безраз-
мерных величинах будет

T∫
T−1

σ(s)ds ≤ σc. (24)

9. Графики зависимости
пороговой амплитуды разрушения от времени
разрушения и длительности воздействия

Найдем зависимости пороговой амплитуды разрушения P ∗ от
времени разрушения T ∗для случаев b = 0, b = 0.1 и b = 0.5 (рис. 8,
9). При b = 0 мы имеем классический случай, когда на стержень не
действуют силы сопротивления, при этом уравнение (1) становится
волновым уравнением.

График зависимости пороговой амплитуды разрушения P ∗ от
длительности T0 для случаев b = 0, b = 0.1 и b = 0.5 показан на
рис. 10.

Наибольшее напряжение в стержне при b = 0.1 возникает по-
сле сложения прямой и отраженной волн, т. е. происходит отколь-
ное разрушение. На рис. 8 и 9 видно, что поведение стержня при
небольшом коэффициенте сопротивления (b = 0.1) похоже на по-
ведение стержня в классическом случае (при b = 0, когда на стер-
жень не действуют силы сопротивления). Классический случай был
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Рис. 8. Зависимость пороговой амплитуды напряжения
от времени разрушения

Рис. 9. Увеличенный график зависимости
пороговой амплитуды напряжения от времени разрушения
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Рис. 10. График зависимости пороговой амплитуды напряжения
от длительности воздействия

рассмотрен Ю.В.Петровым [10]. Однако в отличие от классическо-
го случая при b = 0.1 график зависимости P ∗ от T ∗ имеет точку
минимума, а следовательно, имеется оптимальный режим воздей-
ствия, т. е. мы можем добиться разрушения стержня, прикладывая
небольшую амплитуду внешней силы (даже меньшую по абсолют-
ной величине по сравнению с самим критическим напряжением σc).

При увеличении коэффициента сопротивления среды, напри-
мер, при b = 0.5 максимальное растягивающее напряжение в
стержне возникает еще при прохождении прямой волны до отра-
жения от свободной границы стержня. На рис. 10 мы видим точку
минимума, а это значит, что опять существует оптимальный режим
воздействия.

10. Заключение

В результате проделанной работы получено уравнение продоль-
ных колебаний стержня, взаимодействующего с упругой средой, ко-
торое оказывается известным уравнением Клейна— Гордона. Най-
дено решение этого уравнения, вычислены перемещения и напря-
жения, возникающие в стержне при динамическом нагружении. За-
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тем рассмотрены распространение и отражение волны от свободной
границы стержня конечной длины.

Рассмотрено несколько частных случаев распространения вол-
ны в зависимости от нагружающей силы и характеристик окру-
жающей стержень упругой среды. Более того, найдена зависи-
мость поведения стержня от частоты возмущающей нагрузки.
При коэффициенте сопротивления b = 0.5 при больших значе-
ниях частоты можно наблюдать колебания стержня, при малень-
ких — стремительное гашение волн. Построены соответствующие
графики напряжений и перемещений от координаты поперечного
сечения.

В задаче отражения волны от свободного конца стержня пока-
зана возможность эффекта откольного разрушения. Обнаружено,
что при небольших значениях коэффициента сопротивления среды
b ≈ (0.1) и достаточно больших значениях частоты возмущающей
силы напряжение в стержне может достигать больших значений по
сравнению с исходной нагрузкой. Именно в этих условиях вероят-
ность разрушения стержня в результате интерференции прямой и
отраженной волн очень велика. Отмечены особенности, отличаю-
щие данный процесс от классического случая.

Для предсказания условий инициирования хрупкого разруше-
ния стержня при отколе под действием приложенной динамиче-
ской ударной нагрузки применен критерий инкубационного време-
ни разрушения. В нескольких частных случаях найдены зависимо-
сти порогового значения амплитуды возмущающей силы, при ко-
тором происходит разрушение стержня от критического времени
разрушения стержня и длительности воздействия внешней силы.
Построены соответствующие графики. При небольшом коэффици-
енте сопротивления окружающей стержень среды обнаружен це-
лый диапазон оптимальных частот воздействия, при которых при
небольшой амплитуде нагружения происходит откольное разруше-
ние стержня.

При увеличении коэффициента сопротивления окружающей
среды отмечено, что разрушение стержня происходит еще при пря-
мом прохождении волны по стержню. Показано, что существует
оптимальный режим воздействия, при котором происходит разру-
шение стержня.
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Как было отмечено ранее, стержни на упругом основании ис-
пользуются в разных областях нашей жизни, поэтому расчет и изу-
чение таких объектов интересен как с научной, так и с практиче-
ской точки зрения.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ИЗГИБА И УСТОЙЧИВОСТИ
УПРУГИХ БАЛОК И ПЛАСТИН

Ю.М.Даль, А.А.Морщинина, Д.А.Морщинина

Рассмотрена задача об изгибе балки, загруженной произвольной
поперечной нагрузкой. Интегрирование дифференциального уравнения
изгиба выполнено операционным способом. Установлена связь этого
способа с методом начальных параметров. Исследована устойчивость
призматических стержней. Выявлен физический смысл произвольно-
го числового сомножителя в выражениях для форм потери устойчиво-
сти. Проанализирована локальная потеря устойчивости тонкостенных
элементов инженерных конструкций. Приведены результаты теорети-
ческих исследований данной проблемы.

Изложены особенности деформирования растянутых толстых плит
и тонких пластин с эллиптическим вырезом. Показано, что коэффици-
ент концентрации напряжений около выреза является функцией, зави-
сящей от его деформированной конфигурации. Представлены результа-
ты экспериментов над растянутыми полимерными пленками с круговым
отверстием и системой прямолинейных разрезов.

1. Задача об изгибе прямолинейной балки

Рассмотрим балку постоянного поперечного сечения длиною l,
загруженную моментомM в сечении x = a, силой P в сечении x = b
и распределенной нагрузкой q = const на участке от l1 ≤ x ≤ l2
(рис. 1).

Дифференциальное уравнение изгиба такой балки имеет вид

EJy(4)(x) = q[e(x− l1)− e(x− l2)] + Pδ(x− b) +Mδ′(x− a), (1.1)

где E — модуль упругости материала балки; J — момент инерции
ее поперечного сечения; e(x− li) — единичная функция; δ(x − b) и
δ′(x − a) –– соответственно дельта-функция и ее первая производ-
ная.

Краевые условия на концах балки могут быть различными: сво-
бодно опертые концы y(0) = y(l) = y′′(0) = y′′(l) = 0; жестко за-
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Рис. 1. Внешние нагрузки, приложенные к балке

крепленные y(0) = y(l) = y′(0) = y′(l) = 0; левый конец закреплен,
а правый свободен y(0) = y′(0) = y′′(l) = y′′′(l) = 0 и т. д.

Выполнив в (1.1) преобразование Лапласа [4]

Y (p) =

∞∫
0

e−pty(x)dx,

получим

EJ [p4Y (p)− p3y(0)− p2y′(0)− py′′(0)− y′′′(0)] =

=
q

p

[
e−pl1 − e−pl2

]
+ Pe−pb +Mpe−pa.

Откуда

Y (p) =
y(0)

p
+
y′(0)
p2

+
y′′(0)
p3

+
y′′′(0)
p4

+

+
1

EJ

[
q

p5
(e−pl1 − e−pl2) + P

e−pb

p4
+M

e−pa

p3

]
.

(1.2)

Изображению (1.2) соответствует оригинал

y (x) = y (0) + y′ (0)x+
y′′ (0)x2

2
+
y′′′ (0)x3

3!
+

+
1

EJ

[ q
4!

[
(x− l1)

4
e (x− l1)− (x− l2)

4
e (x− l2)

]
+

+P
(x− b)3

3!
e (x− b) +M

(x− a)2

2!
e (x− a)

]
.

(1.3)
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Пусть левый конец стержня свободно оперт, а правый жестко
закреплен. Тогда y(0) = y′′(0) = y(l) = y′(l) = 0 и выражение (1.3)
преобразуется к виду

y (x) = y′ (0)x+
y′′′ (0)x3

3!
+

1

EJ

[
q

4!

[
(x− l1)

4
e (x− l1)−

− (x− l2)
4e (x− l2)

]
+ P

(x− b)
3

3!
e (x− b) +M

(x− a)
2

2!
e (x− a)

]
,

где неизвестные значения y′(0) и y′′′(0) находятся из условий: y(l) =
y′(l) = 0, т. е. из решения простейшей системы двух алгебраических
уравнений

y′ (0) l + y′′′(0)l3

3! = − 1
EJ

[
q
4!

[
(l − l1)

4 − (l − l2)
4
]
+

+P (l−b)3

3! +M (l−a)2

2!

]
,

y′ (0) + y′′′(0)l2

2 = − 1
EJ

[
q
3!

[
(l − l1)

3 − (l − l2)
3
]
+

+P (l−b)2

2 +M (l − a)

]
.

Заметим, что в случае произвольно распределенной нагрузки
q(x) на участке l1 ≤ x ≤ l2 ее следует представить в виде

q(x) = q +

n∑
k=1

qk(x− l1)
k, где qk =

q(k)(l1)

k!
= const.

При этом в уравнении (1.3) справа появятся дополнительные сла-
гаемые

1

EJ

(
n∑

k=1

qk
(4 + k)!

[
(x− l1)

(4+k)e(x− l1)− (x− l2)
(4+k)e(x− l2)

])
.
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Полученное выражение (1.3) представляет собой сумму общего
решения однородного уравнения (1.1) и частного решения данного
уравнения, соответствующего виду его правой части. Нахождение
частного решения иными методами оказывается довольно трудоем-
кой задачей [2].

2. О формах потери устойчивости стержней

Искривление прямолинейной формы упругого стержня (рис. 2),
сжатого на торцах силами P , действующими вдоль его оси, принято
описывать дифференциальным уравнением

y(4)(x) + k2y(2)(x) = 0,

(
k =

√
P

EI
= const

)
, (2.1)

где E — модуль Юнга материала стержня; I — момент инерции его
поперечного сечения.

Рис. 2. Стержень длиной l, сжатый по концам силами P

Уравнение (2.1) «дает вполне правильное значение для крити-
ческой нагрузки» [1, с. 263], однако форма потери устойчивости
y(x) определяется при этом с точностью до «совершенно неопре-
деленного» [2, с. 302] числового сомножителя. Ниже выясняется
геометрический смысл этого сомножителя.

Произведя в (2.1) интегральное преобразование Лапласа

Y (p) =

∞∫
0

e−pty(x)dx,

имеем
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p4Y (p)− p3y(0)− p2y′(0)− py′′(0)− y′′′(0)+

+k2
[
p2Y (p)− py(0)− y′(0)

]
= 0,

или

Y (p) =
y(0)

p
+
y′(0)
p2

+
y′′(0)

p(p2 + k2)
+

y′′′(0)
p2(p2 + k2)

.

Откуда устанавливаем [3]:

y(x) = y(0) + y′(0)x+
y′′(0)
k2

(1− cos kx) +
y′′′(0)
k3

(kx− sinkx). (2.2)

Пусть оба конца стержня свободно оперты. Тогда краевые усло-
вия имеют вид:

y(0) = y′′(0) = y(l) = y′′(l) = 0. (2.3)

Принимая во внимание первые два равенства (2.3), получаем:

y(x) = y′(0)x+
y′′′(0)
k3

(kx− sin kx).

Условия на правом конце стержня будут выполнены, если

y′(0)l +
y′′′(0)
k3

(kl − sin kl) = 0,
y′′′(0)
k

sin kl = 0. (2.4)

Поскольку y′(0) 	= 0 и y′′′(0) 	= 0, ненулевое решение данной си-
стемы однородных алгебраических уравнений определяется равен-
ством ∣∣∣∣l (kl − sin kl)/k3

0 (sin kl)/k

∣∣∣∣ = 0, отсюда sin kl = 0.

Следовательно,

k = kn =
nπ

l
, n = (1, 2, 3, ...). (2.5)

Согласно (2.1), дискретным значениям kn соответствуют силы Pn

равные
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Pn =
n2π2EJ

l2
. (2.6)

На основании (2.5) из первого уравнения (2.4) находим

y′(0) = −y
′′′(0)l2

n2π2
.

Внеся полученный результат в уравнение (2.3), устанавливаем

yn(x) = An sin
nπx

l
, здесь An =

y′(0)l
nπ

= const, (2.7)

но численное значение y′(0) и, стало быть An, остается неопреде-
ленным.

Произведем теперь оценку величины y′(0) в начальный момент
изгибания прямого стержня. В основу анализа положим нелинейное
уравнение изгиба

y′′√
(1 + (y′)2)3

+ k2y = 0, (2.8)

в котором последовательно модифицируем первое слагаемое:

y′′√
(1 + (y′)2)3

≈ y′′√
(1 + 3(y′)2)

≈ y′′
(
1− 3

2
(y′)2

)
≈

≈ d

dx

(
y′ − 1

2
(y′)3

)
.

Итак, исходное уравнение устойчивости (2.8) оказалось преоб-
разованным к виду

d

dx

(
y′ − 1

2
(y′)3

)
+ k2y = 0,

откуда после интегрирования получим

y′ − 1

2
(y′)3 + k2

x∫
0

ydx = 0.

Примем далее, что изогнутая ось стержня вблизи его левого
конца описывается полиномом третьей степени
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y(x) ≈ a1x+ a2x
2 + a3x

3, где ai = const (i = 1, 2, 3), x = o(1).

Внеся данное выражение функции y(x) в предыдущее уравне-
ние, устремим в нем переменную x→ 0. Тогда, пренебрегая слагае-
мыми высшего порядка малости, находим a1 = y′(0) ≈ √

2. Подста-
вив этот результат в формулу (2.7), окончательно имеем

yn(x) = An sin
nπx

l
, где An ≈

√
2l

nπ
= const. (2.9)

Выведенная формула свидетельствует о том, что при возраста-
нии числа полуволн потери устойчивости n их амплитуда An умень-
шается.

3. Локальная устойчивость тонкостенных балок

В современных инженерных конструкциях и сооружениях ши-
роко применяются балки с тонкими и высокими стенками. Вопросы
локальной устойчивости таких стенок, особенно в местах действия
сосредоточенных сил, представляют как теоретический, так и прак-
тический интерес (рис. 3).

Рис. 3. Тонкостенная балка, нагруженная сосредоточенными силами

С точки зрения механики дело сводится к решению задачи
об устойчивости свободно опертой прямоугольной полосы S, сжа-
той двумя сосредоточенными силами. Впервые эту задачу поста-
вил А. Зоммерфельд [5], позднее ею занимался ряд авторов [6].
Все они исходили из предположения, что напряженное состояние
в области S заключено в узком прямоугольнике шириной Δ, где
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σxx = σxy = 0, σyy = P/Δ = const. Смежные же области S1 и S2

считались ненапряженными (см. рис. 3).
Несостоятельность данного предположения очевидна. В полосе

S, сжатой на кромках двумя сосредоточенными силами, напряжен-
ной оказывается не только узкая полоска шириной Δ, но и обла-
сти S1 и S2, непосредственно примыкающие к ней слева и спра-
ва. В них, равно как и в зоне Δ, отличными от нуля будут не
только напряжения σyy, но и σxx, а также σxy, причем все эти
напряжения являются весьма сложными функциями от перемен-
ных x и y. Заметим, кстати, что нормальные напряжения σxx и σyy
суть симметричные функции относительно срединной линии поло-
сы, тогда как касательные σxy, наоборот, антисимметричны. Гра-
фики этих напряжений, заимствованные из работы [7], приведены
на рис. 4–7.

Рис. 4. Распределение функции πcσyy/2P на линиях
ỹ = y/c = const. Кривые (1, 2, 3, 4) соответствуют значениям

ỹ = (0, 0.25, 0.50, 0.75)
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Рис. 5. Графики функции πcσxx/2P на линиях ỹ = y/c = const.
Кривые (1, 2, 3, 4, 5) отвечают значениям ỹ = (0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.90)

Рис. 6. Графики функции πcσxy/2P на линиях ỹ = y/c = const.
Кривые (1, 2, 3, 4) соответствуют значениям ỹ = (0.10, 0.25, 0.50, 0.90)
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Рис. 7. Графики функции πcσxy/2P на линиях ỹ = y/c = const.
Кривые (1, 2, 3, 4) представляют значения

ỹ = (−0.10,−0.25,−0.50,−0.90)

Сопоставив их с упомянутым выше предположением, лежащим
в основе вывода формулы для критической нагрузки полосы S
[4, 5],

Pэ =
4πD

2c
,

(
D =

Eh3

12 (1− ν2)

)
, (3.1)

заключаем, что результат (3.1) весьма сомнителен.

4. Особенноcти деформации растянутых плит
и тонких пластин с эллиптическим отверстием

Математический аппарат плоской теории упругости одинаков
при плоской деформации и плоском напряженном состоянии де-
формируемого тела. Однако при наличии в теле макроскопических
концентраторов напряжений физическая картина деформации мо-
жет оказаться совершенно различной. Особенно наглядно это про-
является при растяжении массивных тел и тонких пластин с эл-
липтическими отверстиями или трещинами.
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Рассмотрим упругую плоскость с эллиптическим отверстием —
x2/a0

2 + y2/b0
2 = 1, растянутую на бесконечности усилием

p = const в направлении оси y (рис. 8). Как известно, максимальное
растягивающее напряжение σyy возникает на контуре отверстия в
точках (x = ±a, y = 0):

max σyy =

(
1 + 2

a0
b0

)
p.

Рис. 8. Напряженно-деформируемое тело с эллиптическим отверстием

Максимальное (по модулю) сжимающее напряжение σxx отмеча-
ется также на контуре отверстия в точках (x = 0, y = ±b) . Это на-
пряжение, подчеркнем, не зависит от параметров эллиптического
отверстия a0, b0

maxσxx = −p.
Коэффициент концентрации напряжений на контуре эллиптическо-
го выреза

Kσ =
max σyy

p
= 1 + 2

a0
b0
. (4.1)

Теорема: при растяжении плоскости с эллиптическим вырезом
усилием σ∞

yy = p = const деформированный контур выреза остается
эллиптическим, т. е.

x2
/
a∗2 + y2

/
b∗2 = 1.
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Формулы для деформированных длин большой (a∗) и малой (b∗)
полуосей эллиптического выреза таковы [7]:

a∗ = a0e
−cp/E , b∗ = b0e

cp/E + a0

(
ecp/E − e−cp/E

)
, (4.2)

где c = 1− ν2 для плоской деформации и c = 1 при плоском напря-
женном состоянии.

Заменим в равенстве (4.1) параметры a0 и b0 соответственно на
a∗ и b∗, т. е.

K∗
σ =

maxσyy
p

= 1 + 2
a∗
b∗
. (4.3)

Внеся в равенство (4.3) выражения для a∗ и b∗ согласно (4.2), поло-
жим величину cp/E 
 1 (это совершенно оправдано для большин-
ства конструкционных материалов). Тогда после соответствующих
преобразований получим

K∗
σ = 1 +

2

b0/a0 + 2cp/E
. (4.4)

Как видим, коэффициент концентрации напряжений на контуре де-
формированного вырезаK∗

σ зависит от усилий p. Графики функции
K∗

σ представлены на рис. 9.
В том случае, когда 2cp/E 
 b0/a0, формула (4.4) переходит в

известное соотношение линейной теории упругостиKσ = 1+2a0/b0.
Поэтому равенство (4.1) справедливо, если выполняются два усло-
вия:

cp/E 
 1 и 2cp/E 
 b0/a0.

Отметим, что формулы (4.2) дают качественно верную картину при
больших упругих деформациях низкомодульных материалов, нахо-
дящихся в условиях плоской деформации. Так, по мере возрастания
растягивающих усилий, эллиптическое отверстие в теле, постепен-
но округляясь, переходит в круговое, затем начинает вытягиваться
вдоль оси y, принимая вновь эллиптическую форму (см. рис. 8).
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Рис. 9. Графики коэффициента концентрации напряжений K∗
σ.

Кривые (1, 2, 3, 4 ) соответствуют значениям
b0/a0 = (1.00, 0.40, 0.10, 0.05)

Разумеется, зависимости (4.2) справедливы и для тонких пластин
или пленок, ослабленных эллиптическим вырезом. Однако в этом
случае следует соблюдать известную осторожность.

Дело в том, что в окрестности выреза (около оси y) возникает
поле сжимающих напряжений, которое при определенном значе-
нии растягивающих усилий p вызывает локальную потерю устой-
чивости пластины.
Проведенные нами эксперименты подтверждают сказанное выше
(рис. 10, 11).
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Рис. 10. Экспериментальные образцы полимерных пленок
(длина образцов — 200 мм, толщина — 0.2 мм; длина разрезов —

10 мм, диаметр кругового выреза — 8 мм)

Рис. 11. Экспериментальные образцы: а — с разрезом,
б — с наклонным разрезом, в — с двумя разрезами,

г —с круговым вырезом, испытываемые на установке LOYD 30кн
плюс в лаборатории сопротивления материалов СПбГУ
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УПРАВЛЕНИЕ ГАШЕНИЕМ
КОЛЕБАНИЙ ТРЕХМАССОВОЙ СИСТЕМЫ
ПРИ ГОРИЗОНТАЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ

К.М.Фазлыева, Т.С.Шугайло

Данная работа посвящена расчету гашения колебаний механической
системы при помощи нахождения оптимальной управляющей силы, пе-
реводящей механическую систему за требуемое время из одного фазо-
вого состояния, в котором заданы начальные обобщенные координаты
и скорости, в другое фазовое состояние с заранее заданными обобщен-
ными координатами и скоростями. Такая задача является одной из цен-
тральных задач теории управления. Для ее решения используется срав-
нительно новый метод, опирающийся на применение обобщенного прин-
ципа Гаусса [5] из теории неголономных систем. Результаты расчетов
будут сравниваться с результатами, полученными применением класси-
ческой теории управления — принципом максимума Понтрягина [2].

1. Постановка задачи. Уравнения движения

Пусть имеется механическая система, состоящая из трех теле-
жек массамиm,m1 иm2 (рис. 1). Тележки с массамиm иm1 соеди-
нены пружиной жесткости c1, тележки с массами m1 и m2 —пру-
жиной жесткости c2. За заданное время T̃ требуется переместить
механическую систему из состояния покоя на расстояние S в новое
состояние покоя за счет выбора управляющей силы F, приложен-

Рис. 1. Система трех масс с пружинами

Доклад на семинаре 4 декабря 2018 г.
c© К.М.Фазлыева, 2019
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ной к первой тележке. В этом случае условия на концах движения
примут вид:

X0(0) = 0 , X1(0) = 0 , X2(0) = 0 ,

Ẋ0(0) = 0 , Ẋ1(0) = 0 , Ẋ2(0) = 0 ,

X0(T̃ ) = S, X1(T̃ ) = S, X2(T̃ ) = S ,

Ẋ0(T̃ ) = 0 , Ẋ1(T̃ ) = 0 , Ẋ2(T̃ ) = 0 .

(1)

Здесь X0 —перемещение первой тележки, X1 — второй, X2 —тре-
тьей.

В принятых обобщенных координатах уравнения Лагранжа вто-
рого рода [1] для нашей системы имеют вид:⎧⎪⎨⎪⎩

m Ẍ0 +c1(X0 −X1) = F ,

m1 Ẍ1 +c1(X1 −X0) + c2(X1 −X2) = 0 .

m2 Ẍ2 +c2(X2 −X1) = 0 .

(2)

2. Уравнения движения в главных координатах

Для удобства дальнейшего решения перепишем систему (2) в
матричном виде AẌ+CX = Y, где

A =

⎛⎝m 0 0
0 m1 0
0 0 m2

⎞⎠ , C =

⎛⎝ c1 −c1 0
−c1 c1 + c2 −c2
0 −c2 c2

⎞⎠ ,

X =

⎛⎝X0

X1

X2

⎞⎠ , Y =

⎛⎝F
0
0

⎞⎠ .

Собственные частоты системы обозначим Ωi, а собственные фор-
мы колебаний соответственно Ui. При этом Ωi являются корнями
характеристического уравнения det(C − Ω2A) = 0. А собственные
формы можно записать в виде
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Ui =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
S

(c1 − Ω2
i m)S

c1∣∣∣∣c1 − Ω2
i m −c1

−c1 c1 + c2 − Ω2
i m1

∣∣∣∣ S

c1c2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Перепишем уравнения движения в главных безразмерных коор-
динатах [2] при помощи замены

X =
2∑

i=0

Ui
S2M

UT
i AUi

xi . (3)

В этом случае уравнения запишутся в виде

ẍi + Ω2
i xi =

F

SM
, i = 0..2 , M = m+m1 +m2 .

Перейдем теперь к безразмерному времени заменой

τ = Ω1t , T = Ω1T̃ .

В новых координатах уравнения движения примут вид:⎧⎪⎨⎪⎩
x′′0 = u ,

x′′1 + x1 = u ,

x′′2 + ω2
2 x2 = u .

(4)

Здесь u =
F

SMΩ2
1

—безразмерное управление, ω2
i =

Ω2
i

Ω2
1

, i = 0..2,

Ω0 = 0. В уравнениях штрих указывает на дифференцирование по
безразмерному времени τ .

Граничные условия в этом случае примут вид:

x0(0) = 0 , x1(0) = 0 , x2(0) = 0 ,

x′0(0) = 0 , x′1(0) = 0 , x′2(0) = 0 ,

x0(T ) = 1, x1(T ) = 0 , x2(T ) = 0,

x′0(T ) = 0 , x′1(T ) = 0, x′2(T ) = 0 .

(5)
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3. Решение задачи применением
принципа максимума Понтрягина

В системе уравнений (4) x0, x1, x2, u являются неизвестными
функциями времени, но самих уравнений три, следовательно, си-
стема (4) является недоопределенной. Поэтому к рассматриваемой
системе следует добавить еще одно условие. Оно будет выражать
критерий, положенный в основу выбора управляющего усилия из
всех возможных вариантов, при которых система уравнений (4)
имеет решение.

Критерии выбора u могут быть самыми разнообразными и чаще
всего зависят от утилитарных предпочтений при решении постав-
ленной задачи. Например, потребуем минимальность функционала

J =

∫ T

0

u2(τ)dτ . (6)

Такому условию выбор управления при решении подобных задач
подчиняется в монографии академика Черноусько [3].

Одним из наиболее широко распространенных и часто употре-
бительных классических методов минимизации является принцип
максимума Понтрягина. Основы этого принципа подробно изложе-
ны в [2].

Согласно общей теории для применения принципа максимума
Понтрягина систему (4) необходимо записать в виде системы диф-
ференциальных уравнений первого порядка

z′k = fk , k = 1..6 ,

f1 = z2 , f2 = u , f3 = z4 , f4 = u− z3 ,

f5 = z6 , f6 = u− ω2
2z5 ,

и составить функцию Гамильтона—Понтрягина:

H = u2 +

6∑
k=1

λkfk .
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Система уравнений для отыскания множителей Лагранжа λk и
управления u

λ′k = −∂H
∂zk

, k = 1..6 ,
∂H

∂u
= 0 ,

в нашем случае будет иметь вид

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
λ′′2 = 0 ,

λ′′4 + λ4 = 0 ,

λ′′6 + ω2
2λ6 = 0 ,

2u+ λ2 + λ4 + λ6 = 0 .

(7)

Из системы (7) следует, что управление запишется следующим об-
разом:

u(τ) = C1 + C2τ + C3 sin τ + C4 cos τ+

+C5 sinω2τ + C6 cosω2τ ,
(8)

где Ck, k = 1..6—неизвестные произвольные постоянные.

4. Применение обобщенного принципа Гаусса

Рассмотрим теперь с совершенно новой точки зрения решение,
полученное с помощью принципа максимума Понтрягина, миними-
зирующего функционал (6). С этой целью обратим внимание на
то, что полученное с помощью принципа максимума Понтрягина
управление (8) является решением дифференциального уравнения

d2

dτ2

( d2

dτ2
+ ω2

1

)( d2

dτ2
+ ω2

2

)
u = 0 .

Возвращаясь в этом уравнении от безразмерных переменных к раз-
мерным и подставляя затем выражение F, взятое из первого урав-
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нения системы (2), будем иметь:

m

Ω2
1

d8X0

dt8
+
(
m+

c1
Ω2

1

+m
Ω2

2

Ω2
1

)d6X0

dt6
− c1

Ω2
1

d6X1

dt6
+

+
(
c1 +mΩ2

2 + c1
Ω2

2

Ω2
1

)d4X0

dt4
−
(
c1 + c1

Ω2
2

Ω2
1

)d4X1

dt4
+

+ c1Ω
2
2

d2X0

dt2
− c1Ω

2
2

d2X1

dt2
= 0 .

Полученное дифференциальное уравнение можно рассматривать
как неголономную связь восьмого порядка, которая непрерывно
выполняется при движении под действием управления, найденного
при минимизации функционала (6).

Таким образом, при управлении, найденном с помощью прин-
ципа максимума Понтрягина, непрерывно выполняется неголоном-
ная связь высокого порядка, а в этом случае можно пытаться ре-
шать поставленную задачу управления с помощью теории движе-
ния неголономных систем со связями высокого порядка, разрабо-
танную в монографии [4].

Рассмотрим решаемую задачу как механическую задачу, на дви-
жение которой наложена линейная неголономная связь восьмого
порядка

fκ

8 =

s∑
σ=1

aκ8,σ(t,q, q̇, ...,q
(7))q(8)σ + aκ8,0(t,q, q̇, ...,q

(7)) = 0 ,

κ = 1..k , σ = 1..s .

В этом случае уравнения движения можно записать в виде одного
векторного уравнения [4,5]

MW = Y +R ,

гдеR— вектор реакции наложенных неголономных связей,Y— ак-
тивные силы, действующие на систему, W—ускорение системы.
При этом справедлив обобщенный принцип Гаусса [6]

δ(8) Z(6) = 0 , Z(6) =
M

2

(
W(6) − Y(6)

M

)2

.
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Его суть в том, что минимальной должна быть величина шестой
производной вектора реакции связи

R2
(6) =M

d6W

dt6
− d6Y

dt6
.

Выберем для нашего случая из всех возможных неголономных
связей высокого порядка то семейство, для которого минимальная
величина R2

(6) равна нулю. Мы можем представить управляющее
усилие как реакцию наложенной неголономной связи восьмого по-
рядка

R = u(t)b , b =

3∑
σ=1

bσe
σ .

Теперь, исходя из обобщенного принципа Гаусса, можно записать
d6u

dt6
= 0 . Следовательно, управляющее воздействие можно искать

в виде:
u = C1 + C2τ + C3τ

2 + C4τ
3 + C5τ

4 + C6τ
5 . (9)

Решения x0(τ), x1(τ) и x2(τ) системы (4) при неоднородности
(8) или (9) удобно искать при помощи интегралов Дюамеля:

x0(τ) =

∫ τ

0

u(τ1)(τ − τ1)dτ1 ,

x1(τ) =
1

ω1

∫ τ

0

u(τ1) sin(ω1(τ − τ1))dτ1 ,

x2(τ) =
1

ω2

∫ τ

0

u(τ1) sin(ω2(τ − τ1))dτ1 .

Удобство такого подхода заключается в том, что интегралы Дюа-
меля автоматически удовлетворяют нулевым начальным условиям.
Поэтому, чтобы найти неизвестные постоянные Ci, следует x0, x1 и
x2 подставить в граничные условия на правом конце:

x0(T ) = 1 , x1(T ) = 0 , x2(T ) = 0 ,

x′0(T ) = 0 , x′1(T ) = 0 , x′2(T ) = 0 .
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5. Численные расчеты

Рассмотрим теперь некоторые случаи управления движением и
сравним решения, полученные применением принципа максимума
Понтрягина и обобщенного принципа Гаусса. В качестве примера
построим решение для системы с набором параметров: m = 100 кг,
m1 = 300 кг, m2 = 30 кг, c1 = 15 Н/м, c2 = 45 Н/м.

Рис. 2. Движение в безразмерных координатах при T = 48,5

Будем искать решение в двух масштабах для пары время –
расстояние. В первом решении возьмем длительное время движе-
ния T̃ = 110 с и большое расстояние S = 600 м. Во втором расчете
возьмем малое время движения T̃ = 17 с и короткое расстояние
S = 3 м. В каждом из случаев получаем безразмерное время дви-
жения T = 48,5 и T = 7,5 соответственно.

Проведем расчет в безразмерных величинах, а затем по форму-
лам замены (3) получим движение в исходных криволинейных ко-
ординатах. Безразмерные результаты вычислений изображены на
рис. 2 и 3, размерные— на рис. 4 и 5. Решения, полученные при
помощи обобщенного принципа Гаусса, представлены сплошными
кривыми, принципом максимума Понтрягина—штрихованными.
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Рис. 3. Движение в безразмерных координатах при T = 7,5

Рис. 4. Движение механической системы при ˜T = 110 с и S = 600 м



Управление гашением колебаний... 63

Рис. 5. Движение механической системы при ˜T = 17 с и S = 3 м

На представленных графиках можно заметить, что при дли-
тельном времени движения в решении, полученном применением
принципа максимума Понтрягина, механическая система испыты-
вает сильные колебания, что закономерно, так как вид управления,
который получен этим методом, содержит гармонические слагае-
мые, действующие на систему с ее собственной частотой. Также
управление, полученное классическим методом, имеет значитель-
но более сложный вид, что затрудняет его реализацию на практи-
ке. Это существенно, так как воздействие, содержащее собственные
гармоники системы, даже в случае незначительной ошибки при реа-
лизации управления может ввести систему в резонанс, а это, в свою
очередь, может привести к катастрофе. Решение, полученное обоб-
щенным принципом Гаусса, имеет полиномиальный вид и с этой
точки зрения выглядит более надежным. К списку преимуществ
метода из области неголономной механики можно отнести и тот
факт, что полученное этим методом управление при длительном
движении начинается плавным нарастанием управляющего усилия,
тогда как управляющее усилие, полученное применением принци-
па максимума Понтрягина, имеет резкий скачок в начале и в конце
движения. Однако несмотря на существенные различия в подхо-
дах к решению поставленной задачи, эти два метода имеют тесную
связь, что наглядно иллюстрируют графики, полученные при ко-
ротком времени движения, на которых видно, что решения этими
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двумя методами все более сближаются с уменьшением временного
промежутка, отведенного системе на достижение требуемого фазо-
вого состояния.

6. Выводы

В работе представлены два метода нахождения управляющего
воздействия, переводящего трехмассовую систему с пружинами из
одного состояния покоя в конечное состояние покоя с перемещением
на заданное расстояние и за заданное время.

Было показано, что решение методом неголономной механики
при кратковременном движении дает результаты, близкие к реше-
ниям с применением принципа максимума Понтрягина.

В случае длительного движения метод обобщенного принци-
па Гаусса показывает результаты, положительно отличающиеся от
результатов решения классическим методом принципа максимума
Понтрягина. В качестве преимуществ нового метода в случае дли-
тельного движения системы выявлено более плавное движение с
постепенным нарастанием управляющего усилия. Тогда как клас-
сический метод в этом плане показал результаты, приводящие к
интенсивным колебаниям в системе на всем промежутке движения
с большими скачками управляющего усилия в начале и в конце
движения.
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АНАЛИЗ НАДЕЖНОСТИ И БЕЗОПАСНОСТИ
АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

А.А.Морщинина, Д.А.Морщинина

Построены математические модели функционирования автоматизи-
рованных систем управления различных конфигураций. Определены
показатели надежности и безопасности системы в целом и входящих
в нее элементов с учетом структуры технических средств и особенно-
стей программного обеспечения.

1. Введение

В настоящее время автоматизированные системы управления
(АСУ) получили широкое применение в различных областях че-
ловеческой деятельности [1–5]. Они используются в отраслях про-
мышленности, транспорте, энергетике и т. д. Выход из строя эле-
мента такой системы может привести к аварийной ситуации и, как
следствие, к материальным потерям и даже человеческим жертвам.

Для обеспечения функционирования АСУ с заданными пара-
метрами необходимо осуществлять анализ показателей надежности
и безопасности как системы в целом, так и входящих в нее элемен-
тов. В зависимости от условий эксплуатации на них накладываются
определенные требования, установленные нормативной документа-
цией [2, 6, 7].

Значения показателей надежности и безопасности определяются
как аппаратной, так и программной составляющей системы. Поэто-
му математические модели, описывающие функционирование авто-
матизированных систем управления, должны учитывать особенно-
сти структуры технических средств и программного обеспечения.

Методика, приведенная в настоящей статье, используется авто-
рами для оценки надежности и безопасности Управляющего вычис-
лительного комплекса производства ОАО «Радиоавионика», явля-
ющегося технической основой микропроцессорной системы ЭЦ-ЕМ.

Доклад на семинаре 12 февраля 2019 г.
c© А.А.Морщинина, Д.А.Морщинина, 2019
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Эта станционная система обеспечивает централизованное управле-
ние и автоматический контроль состояния напольного оборудова-
ния железнодорожной станции.

2. Оценка надежности автоматизированных
систем управления

Рассмотрим автоматизированную систему управления, пред-
ставляющую собой комплекс технических средств, характеризу-
ющихся определенной структурой и выполняемыми функциями.
Элементы, идентичные по строению и назначению, можно объеди-
нить в функциональные блоки. Будем считать, что система нахо-
дится в работоспособном состоянии, если каждый из входящих в
нее блоков выполняет заданную функцию с требуемыми парамет-
рами (рис. 1) [8–12].

Рис. 1. Работоспособное состояние системы

Предположим, что рассматриваемая система состоит из функ-
циональных блоков трех типов. Первый включает в себя три эле-
мента и сохраняет работоспособность в случае исправной работы
хотя бы двух из них (рис. 2).

Рис. 2. Работоспособное состояние функционального блока первого типа
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Второй тип функциональных блоков представляет собой совокуп-
ность двух элементов и остается работоспособным при исправности
хотя бы одного (рис. 3).

Рис. 3. Работоспособное состояние функционального блока второго типа

Функциональный блок, состоящий из одного элемента, относится к
третьему типу.

Анализ надежности блоков исходной системы проводится на ос-
нове теории марковских случайных процессов. При этом рассмат-
ривается марковский процесс с дискретными состояниями и непре-
рывным временем [13, 14], т. е.:

1) для каждого момента времени t0 вероятность любого состоя-
ния системы при t > t0 зависит только от ее состояния в текущий
момент t = t0 и не зависит от того, как развивался процесс при
t < t0;

2) система время от времени мгновенно переходит из одного воз-
можного состояния в другое; состояния образуют счетное множе-
ство;

3) переход из одного состояния в другое возможен в любой слу-
чайный момент времени.

В этом случае смена состояний системы происходит под дей-
ствием пуассоновского потока событий, который характеризуется
отсутствием последствий (события, образующие поток, появляют-
ся в последовательные моменты времени независимо друг от друга)
и ординарностью (события происходят поодиночке, а не парами).
Данный процесс описывается посредством системы дифференци-
альных уравнений Колмогорова [8, 11–13].

Функциональные блоки первых двух типов представляют собой
резервированную систему с восстановлением, граф состояний кото-
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рой приведен на рис. 4.

Рис. 4. Граф состояний резервированной системы с восстановлением

Данная система может находиться в одном из трех состояний:
1) S1 —все устройства функционального блока исправны;
2) S2— выход из строя одного из устройств функционального

блока;
3) S3 — выход из строя двух устройств функционального блока.

Переход из Si в Sj

(
i, j = 1, 3

)
происходит с интенсивностями λk =

const (k = 1, 2), μn = const
(
n = 1, 3

)
.

Для рассматриваемых типов функциональных блоков работо-
способными состояниями являются S1, S2. Соответствующая си-
стема дифференциальных уравнений Колмогорова имеет вид [15]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dP1 (t)

dt
= −λ1P1 (t) + μ1P2 (t) + μ3P3 (t) ,

dP2 (t)

dt
= λ1P1 (t)− (λ2 + μ1)P2 (t) + μ2P3 (t) ,

dP3 (t)

dt
= λ2P2 (t)− (μ2 + μ3)P3 (t) ,

P1 (t) + P2 (t) + P3 (t) = 1,

(1)

где Pi (t) — вероятность нахождения системы в состоянии Si в мо-
мент времени t.

Положим, что начальные условия системы (1) таковы:

P1 (0) = 1, P2 (0) = 0, P3 (0) = 0. (2)

Осуществляя необходимые преобразования, находим характеристи-
ческие числа (1):

q1 = 0,
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q2 =
− (λ1 + λ2 + μ1 + μ2 + μ3)

2
−

−
√
(λ1 − λ2 + μ1 − μ2 − μ3)

2
+ 4λ2 (μ1 − μ3)

2
,

q3 =
− (λ1 + λ2 + μ1 + μ2 + μ3)

2
+

+

√
(λ1 − λ2 + μ1 − μ2 − μ3)

2
+ 4λ2 (μ1 − μ3)

2
.

С учетом последних общее решение системы (1) будет

P1 (t)=C1

(
μ1 (μ2 + μ3)

λ1λ2
+
μ3

λ1

)
+C2

(
(λ2+μ1+q2) (μ2 + μ3 + q2)

λ1λ2
−

−μ2

λ1

)
eq2t + C3

(
(λ2 + μ1 + q3) (μ2 + μ3 + q3)

λ1λ2
− μ2

λ1

)
eq3t,

P2 (t) = C1
μ2 + μ3

λ2
+ C2

μ2 + μ3 + q2
λ2

eq2t + C3
μ2 + μ3 + q3

λ2
eq3t,

P3 (t) = C1 + C2e
q2t + C3e

q3t.

Отсюда, принимая во внимание начальные данные (2), получаем
частное решение (1):

P1 (t) =
μ1 (μ2 + μ3) + λ2μ3

q2q3
−

−
(
(λ2 + μ1 + q2) (μ2 + μ3 + q2)− λ2μ2

q2 (q3 − q2)

)
eq2t+

+

(
(λ2 + μ1 + q3) (μ2 + μ3 + q3)− μ2λ2

q3 (q3 − q2)

)
eq3t,

P2 (t) =
λ1 (μ2 + μ3)

q2q3
− λ1 (μ2 + μ3 + q2)

q2 (q3 − q2)
eq2t +

λ1 (μ2 + μ3 + q3)

q3 (q3 − q2)
eq3t,

P3 (t) =
λ1λ2
q2q3

− λ1λ2
q2 (q3 − q2)

eq2t +
λ1λ2

q3 (q3 − q2)
eq3t.

(3)
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Предельные вероятности состояний системы удовлетворяют вы-
ражениям

P1 = lim
t→∞P1 (t) , P2 = lim

t→∞P2 (t) , P3 = lim
t→∞P3 (t) .

Тогда, поскольку числа q2 < 0, q3 < 0:

P1 =
μ1μ2 + μ1μ3 + λ2μ3

λ1λ2 + λ1μ2 + λ1μ3 + μ1μ2 + μ1μ3 + λ2μ3
,

P2 =
λ1μ2 + λ1μ3

λ1λ2 + λ1μ2 + λ1μ3 + μ1μ2 + μ1μ3 + λ2μ3
,

P3 =
λ1λ2

λ1λ2 + λ1μ2 + λ1μ3 + μ1μ2 + μ1μ3 + λ2μ3
.

(4)

Зависимости (3), (4) позволяют вычислить показатели надеж-
ности [9, 11, 12] для функциональных блоков первого и второго
типа.

Функция готовности— вероятность нахождения системы в ра-
ботоспособном состоянии — удовлетворяет выражению

KГ (t) = P1 (t) + P2 (t)

или, согласно (3),

KГ (t) =
μ1 (μ2 + μ3) + λ1 (μ2 + μ3) + λ2μ3

q2q3
−

−
(
(λ2 + μ1 + q2) (μ2 + μ3 + q2) + λ1 (μ2 + μ3 + q2)− λ2μ2

q2 (q3 − q2)

)
eq2t+

+

(
(λ2 + μ1 + q3) (μ2 + μ3 + q3) + λ1 (μ2 + μ3 + q3)− μ2λ2

q3 (q3 − q2)

)
eq3t.

Коэффициент готовности

KГ = lim
t→∞KГ (t) = P1 + P2.

С учетом (4) имеем:

KГ =
λ1μ2 + λ1μ3 + λ2μ3 + μ1μ2 + μ1μ3

λ1λ2 + λ1μ2 + λ1μ3 + μ1μ2 + μ1μ3 + λ2μ3
.
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Интенсивность отказов системы

Λ =
1−KГ

KГTВ
, (5)

где TВ — среднее время восстановления.
Нетрудно заметить, что значения показателей надежности за-

висят от величин интенсивностей переходов системы из одного со-
стояния в другое. Они, в свою очередь, определяются интенсивно-
стями отказов элементов, входящих в состав блока, а также време-
нем восстановления отказавших устройств. Так, для первого типа
функциональных блоков λ1 = 3λ, λ2 = 2λ, для второго — λ1 = 2λ,
λ2 = λ, где λ — интенсивность отказов составляющих элементов.

Третий тип функциональных блоков является восстанавливае-
мой системой без резервирования. На рис. 5 представлен граф ее
состояний.

Рис. 5. Граф состояний восстанавливаемой системы
без резервирования

Здесь S1, S2— состояние, в котором может находиться блок в про-
цессе функционирования:

1) S1 —функциональный блок исправен;
2) S2 —выход из строя функционального блока.
Система дифференциальных уравнений Колмогорова и началь-

ные условия в данном случае выглядят следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
dP1 (t)

dt
= −λP1 (t) + μP2 (t) ,

dP2 (t)

dt
= λP1 (t)− μP2 (t) ,

P1 (t) + P2 (t) = 1,

(6)

P1 (0) = 1, P2 (0) = 0, (7)
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где Pi (t) — вероятность нахождения системы в состоянии Si в мо-
мент времени t; λ = const, μ = const — интенсивности переходов из
Si в Sj (i, j = 1, 2).

Решением (6), (7) являются функции:

P1 (t) =
μ

λ+ μ
+

λ

λ+ μ
e−(λ+μ)t,

P2 (t) =
λ

λ+ μ
− λ

λ+ μ
e−(λ+μ)t.

Отсюда находим предельные вероятности состояний системы

P1 = lim
t→∞P1 (t) =

μ

λ+ μ
, P2 = lim

t→∞P2 (t) =
λ

λ+ μ
.

Тогда функция готовности и коэффициент готовности определяют-
ся соотношениями:

KГ (t) = P1 (t) =
μ

λ+ μ
+

λ

λ+ μ
e−(λ+μ)t,

KГ = lim
t→∞KГ (t) = P1 =

μ

λ+ μ
.

Интенсивность отказов данного функционального блока вычисля-
ется по формуле (5).

Показатели надежности автоматизированной системы управле-
ния в целом зависят от количества и характера функционирования
ее элементов. Функция готовности и коэффициент готовности си-
стемы вычисляются по формулам:

K̃Г (t) = KГ1 (t) ·KГ2 (t) · . . . ·KГN (t) ,

K̃Г = KГ1 ·KГ2 · . . . ·KГN,

где KГi (t)
(
i =

(
1, N

))
— функция готовности i-го функционально-

го блока, KГi
(
i =

(
1, N

))
— коэффициент готовности i-го функци-

онального блока.
В свою очередь, интенсивность отказов системы будет

Λ̃ =
1− K̃Г

K̃ГT̃В
.
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Здесь T̃В — среднее время восстановления системы.
Построенная математическая модель позволяет произвести ана-

лиз показателей надежности сложных технических систем различ-
ной конфигурации.

Проведем оценку функции готовности, коэффициента готовно-
сти и интенсивности отказов систем, структуры которых приведены
в табл. 1.

Таблица 1. Технические системы различной конфигурации

Состав технической системы Интенсивность
№ Наименование Наименование Тип Элементы отказов элемен-
пп технической функциональ- функцио- функцио- тов функцио-

системы ного блока нального нального нального блока
блока блока λ, 1/ч

1 Система 1

Функциональ-
1-й тип

Элемент 1

10−3

ный блок 1 Элемент 2
Элемент 3

Функциональ-
1-й тип

Элемент 1
ный блок 2 Элемент 2

Элемент 3
Функциональ-

1-й тип
Элемент 1

ный блок 3 Элемент 2
Элемент 3

2 Система 2

Функциональ-
2-й тип

Элемент 1
ный блок 1 Элемент 2

Функциональ-
2-й тип

Элемент 1
ный блок 2 Элемент 2

Функциональ-
2-й тип

Элемент 1
ный блок 3 Элемент 2

3 Система 3

Функциональ-
1-й тип

Элемент 1
ный блок 1 Элемент 2

Элемент 3
Функциональ-

2-й тип
Элемент 1

ный блок 2 Элемент 2
Функциональ-

3-й тип Элемент 1ный блок 3

4 Система 4

Функциональ-
1-й тип

Элемент 1
ный блок 1 Элемент 2

Элемент 3
Функциональ-

3-й тип Элемент 1ный блок 2
Функциональ-

3-й тип Элемент 1ный блок 3
Функциональ-

2-й тип
Элемент 1

ный блок 1 Элемент 2

5 Система 5
Функциональ-

3-й тип Элемент 1ный блок 2
Функциональ-

3-й тип Элемент 1ный блок 3
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Окончание табл. 1

Состав технической системы Интенсивность
№ Наименование Наименование Тип Элементы отказов элемен-
пп технической функциональ- функцио- функцио- тов функцио-

системы ного блока нального нального нального блока
блока блока λ, 1/ч

6 Система 6

Функциональ-
3-й тип Элемент 1ный блок 1

Функциональ-
3-й тип Элемент 1ный блок 2

Функциональ-
3-й тип Элемент 1ный блок 3

Замечание. В перечисленных системах (табл. 1) интенсив-
ности отказов всех элементов приняты равными 10−31/ч для то-
го, чтобы оценить влияние структуры на значения показателей
надежности.

Рис. 6. Функция готовности систем 1–6

На рис. 6 представлены графики функции готовности систем
1–6 (кривые 1–6 соответственно). Значения коэффициента готовно-
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сти и интенсивности отказов рассматриваемых систем помещены в
табл. 2.

Таблица 2. Значения показателей надежности систем 1–6

№ пп Наименование Коэффициент Интенсивность
системы готовности KГ отказов Λ, 1/ч

1 Система 1 0.999964 1.789 · 10−5

2 Система 2 0.999988 5.976 · 10−6

3 Система 3 0.997988 1.008 · 10−3

4 Система 4 0.996000 2.008 · 10−3

5 Система 5 0.996008 2.004 · 10−3

6 Система 6 0.994024 3.006 · 10−3

Полученные результаты (см. рис. 6, табл. 2) отражают особен-
ности структуры технической системы: количество элементов, вхо-
дящих в систему, и наличие резервирования существенно влияют
на значения показателей надежности.

3. Оценка безопасности автоматизированных
систем управления

Обеспечение безопасного функционирования автоматизирован-
ной системы управления заключается в минимизации вероятности
возникновения опасного отказа. Под опасным отказом будем пони-
мать искажение контрольной или управляющей информации, при-
водящее к опасному событию.

Оценка безопасности функционирования АСУ производится на
основе метода анализа дерева отказов. При этом учитываются осо-
бенности структуры технических средств и программного обеспе-
чения.

Для определения вероятности возникновения опасного отказа
системы необходимо проанализировать все возможные пути пото-
ков управляющей и контрольной информации, включающие раз-
личные функциональные блоки (рис. 7).

Тогда дерево опасного искажения рассматриваемого потока ин-
формации будет иметь вид, представленный на рис. 8. Откуда сле-
дует, что вероятность возникновения рассматриваемого события за-
висит от вероятности опасного искажения информации в каждом из
функциональных блоков. Последний представляет собой совокуп-
ность p одинаковых элементов, программное обеспечение которых
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Рис. 7. Путь i-го потока информации в автоматизированной
системе управления технологическими процессами

осуществляет обмен полученными данными внутри блока, их срав-
нение, а затем формирование результирующей информации на ос-
нове совпадения данных в k из p элементов, образующих M групп.
Искажение информации в каждом элементе возникает при отказе
устройства и может быть не обнаружено программными средства-
ми с соответствующей долей вероятности (рис. 9).

Рис. 8. Дерево опасного искажения i-го потока информации

Следовательно, вероятность опасного искажения информации в
j-м функциональном блоке удовлетворяет выражению

Pj =

M∑
m=1

k∏
q=1

(
P̃mq · P̂mq

)
, (8)

где P̃mq — вероятность неисправности элемента q в группеm, P̂mq —
вероятность необнаружения программными средствами искажения
данных в элементе q группы m, возникшего в результате его неис-
правности.

Тогда, согласно рис. 8, вероятность опасного искажения i-го по-
тока информации будет

Pi =

N∑
j=1

Pj . (9)
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Для определения вероятности опасного отказа автоматизиро-
ванной системы управления технологическими процессами в целом,
необходимо просуммировать вероятности опасных искажений всех
возможных потоков информации.

4. Выводы

1. Построены математические модели функционирования АСУ.
2. Определены показатели надежности как АСУ в целом, так и

входящих в нее функциональных блоков.
3. Произведена оценка влияния структуры АСУ на значения ее

показателей надежности.
4. Выведена формула для вероятности опасного отказа АСУ с

учетом особенностей структуры технических средств и программ-
ного обеспечения.

5. Разработанные математические модели позволяют оценить
надежность и безопасность системы, состоящей из произвольного
числа функциональных блоков.

Авторы выражают благодарностьЮрию Михайловичу Далю за
поддержку и ценные советы в ходе работы.
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ОСОБЕННОСТИ ОТРАЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ
КОМПАКТНОГО УЗКОНАПРАВЛЕННОГО

ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ИСТОЧНИКА

А.В.Дементьев

Локация основана на том, что анализ свойств отраженного сигнала
дает возможность получать информацию о поверхности исследуемого
или обнаруживаемого объекта. При этом для локации более далеких
объектов и в большем телесном угле можно использовать два способа:
1) посылать высокоэнергичный поток излучения (электромагнитного,
акустического и т. д.) сразу по всем возможным направлениям корот-
кими импульсами; 2) сосредоточить этот поток в узком луче и сканиро-
вать им по различным направлениям. В связи с конечностью скорости
распространения сигналов облучение одного и того же объекта этими
двумя способами может приводить к появлению отраженных импульсов
с различными параметрами.

В работе рассмотрено отражение экраном сферической и эллипсои-
дальной формы электромагнитного излучения компактного источника,
равномерно вращающегося вокруг своей оси и излучающего в ограни-
ченном телесном угле. Рассчитаны профили отраженных импульсов и
их моменты прихода к удаленному наблюдателю. Определены условия,
при которых указанные способы облучения экрана дают отраженные
импульсы с существенно отличающимися параметрами.

1. Введение

Анализ излучения, отраженного некоторым объектом, позволя-
ет получать информацию о геометрических и физических свой-
ствах его поверхности. В частности, на этом основана локация, ко-
гда в направлении объекта, который предполагается обнаружить
или исследовать, посылается сигнал с известными характеристика-
ми, а затем регистрируется отраженное объектом излучение. Мы
будем иметь в виду источники электромагнитного излучения, хотя
аналогичное рассмотрение, в принципе, применимо и к источникам
иных типов излучения, например, акустического.

Если говорить о локации, то для задачи постоянного слежения
по всем возможным направлениям за объектами, как можно более
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далекими, очевидным решением явилось бы непрерывное излуче-
ние по всем этим направлениям мощного сигнала. Однако излу-
чение подобного сигнала потребовало бы нерационально больших
затрат энергии. Избежать этого можно двумя способами:

1) посылать сигнал короткими импульсами по всем возможным
направлениям сразу;

2) посылать непрерывный сигнал в узком телесном угле и орга-
низованную таким образом диаграмму направленности источ-
ника быстро перемещать по всем возможным направлениям.

Оба этих способа облучения исследуемого объекта ведут к тому,
что отраженное им излучение будет зависеть от времени— иметь
импульсный характер.

Оказывается, что при определенных условиях форма профилей
отраженных импульсов в случаях 1 и 2 могут значительно разли-
чаться. Настоящая работа посвящена исследованию условий, при
которых это происходит, а также расчету соответствующих профи-
лей отраженных импульсов.

2. Постановка задачи

Будем считать, что источник излучения имеет малые размеры,
так что его можно рассматривать как точечный. Пусть его диа-
грамма направленности (ДН) представляет собой плоский угол α,
в пределах которого источник излучает равномерно; при этом ДН
вращается с постоянной угловой скоростью ω = 2π/P , где P — пе-
риод ее вращения вокруг некоторой оси AA′, проходящей через ис-
точник (аналогично вращающемуся маяку).

В качестве отражающего объекта сначала рассмотрим шарооб-
разный экран радиуса R, центр которого расположен на расстоянии
rs от источника. Будем предполагать, что каждая площадка его
поверхности переизлучает все падающее на нее излучение таким
образом, что ее яркость оказывается одинаковой во всех направле-
ниях (т. е. она представляет собой так называемый ламбертов ис-
точник)— подобная ситуация возникает, например, при диффузном
отражении, когда поверхность отражателя имеет неровный шеро-
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ховатый вид. Кроме того, считаем, что отражение от поверхности
экрана происходит мгновенно. Очевидно, что отраженный сигнал
будет периодическим с тем же периодом P .

Введем декартову систему координат с началом в точке C —цен-
тре шарообразного экрана; ось z направим на источник, располо-
женный в точке S. Также введем сферическую систему координат
(r, θ, ϕ): x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ.

Будем считать, что ДН источника— угол α с вершиной в точ-
ке S, 1) расположена перпендикулярно плоскости (yz); 2) если ДН
повернута таким образом, что оказывается лежащей в плоскости
(xz), то биссектриса α лежит на оси z; при этом сечение экрана ука-
занной плоскостью— круг радиуса R—целиком попадает внутрь α
(рис. 1).

Рис. 1. Схема взаимного расположения отражающего экрана —шара
с центром в точке C и радиусом R, точечного источника S (CS = rs)
и диаграммы направленности источника — плоского угла α. AA′ — ось

вращения источника; дуга со стрелкой показывает направление
его вращения. O1, O2 и O3 —рассматриваемые направления

на наблюдателей

Мы будем рассчитывать профили импульсов, отраженных в по-
ложительном направлении оси z и в положительном и отрицатель-
ном направлениях оси y. Наблюдателей, которые регистрируют от-
раженное излучение, идущее в этих направлениях (а также и сами
эти направления), будем обозначать O1, O2 и O3 соответственно.
Расстояние от начала координат до любого из указанных наблюда-
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телей обозначим ro. При расчетах будем принимать, что

ro � rs � R (1)

и пренебрегать соответствующими малыми членами. Также введем
обозначение k ≡ rs/R; в силу (1), k � 1.

Заметим, что рассмотрение ДН вращающегося компактного ис-
точника в виде плоского угла, ориентированного указанным обра-
зом, означает, что каждая малая площадка поверхности экрана,
находящаяся в прямой видимости с местоположения источника (да-
лее будем называть такие площадки доступными), облучается им-
пульсами, профиль которых по времени описывается δ-функцией
Дирака. Соответственно, отражают эти площадки импульсы так-
же δ-образной формы. Однако в силу того, что разные участки
поверхности экрана облучаются δ-импульсами неодновременно и
также отраженные импульсы неодновременно приходят к наблю-
дателю, суммарный регистрируемый импульс отраженного излуче-
ния будет описываться некоторым профилем h(t), имеющим уже
конечную длительность по времени. Указанная неодновременность
возникает вследствие того, что разные площадки расположены на
различных расстояниях и от источника, и от наблюдателя; кроме
того, облучение всех доступных площадок на сферическом экране
ненулевого радиуса требует поворота ДН, который занимает конеч-
ное время.

Если ДН источника будет такова, что каждая площадка поверх-
ности экрана облучается импульсом с некоторым профилем s(t),
имеющим конечную длительность по времени, то в этом случае
профиль импульса, отраженного всем экраном, будет определяться
сверткой [1]

φ(τ) =

∫
h(τ ′) s(τ − τ ′) dτ ′. (2)

Использование свертки предполагает, что отдельные δ-образные
импульсы отражаются от поверхности экрана независимо друг от
друга, т. е. процесс отражения линеен.
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3. Два режима облучения экрана

Рассмотрим сечение системы экран— источник плоскостью (yz).
Введем в этой плоскости декартову (x̃, ỹ) и полярную (r̃, ϕ̃): x̃ =
r̃ cos ϕ̃, ỹ = r̃ sin ϕ̃, системы координат с центром в точке S. Ось Sx̃
направим противоположно оси Cy, а ось Sỹ— противоположно Cz
(рис. 2). Геометрическое место точек плоскости (x̃ỹ), до которых в
некоторый момент времени t дошло излучение, представляет собой
архимедову спираль, определяемую уравнением

r̃ = c(t− ϕ̃/ω), (3)

где c— скорость распространения излучения [2]. Фактически эта
спираль представляет собой сечение волнового фронта плоскостью
(x̃ỹ) (или, что то же самое, плоскостью (yz)).

Рис. 2. Сечение системы экран–источник плоскостью (yz)

Введем два характерных промежутка времени, связанных с про-
цессом облучения экрана.

1) Время прохождения излучением расстояния, равного диамет-
ру шара:

t1 = 2R/c. (4)

2) Время поворота ДН на угол β, под которым из источника
виден круг радиуса R:

β = 2 arcsinR/rs = 2 arcsin 1/k 
 2/k,
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t2 =
2/k

2π
P =

P

πk
. (5)

В зависимости от соотношения между этими временами можно вы-
делить два крайних режима падения излучения на поверхность
экрана. При t1 � t2 время облучения экрана по порядку величины
равно времени прохождения излучением расстояния от ближайшей
к источнику доступной площадки до самой дальней из них. В этом
случае на расстоянии rs от источника спираль (3) является полно-
стью раскрученной. При этом можно считать, что на поверхность
экрана падает плоский волновой фронт, который проходит по ней в
направлении, противоположном направлению оси Cz со скоростью
распространения излучения (рис. 3, а).

S

t1 � t2

k = 10

W = 6

а

z

y

Sб

t2 � t1

k = 10

W = 300

Рис. 3. Сечение волнового фронта плоскостью (yz) при различных
соотношениях между временами t1 и t2

Если же наоборот, t2 � t1, то время облучения доступных пло-
щадок определяется только временем пробегания ДН по поверхно-
сти экрана за счет поворота источника. Тогда на расстоянии rs от
источника спираль еще только начинает раскручиваться (рис. 3, б ),
и можно считать, что плоский волновой фронт пробегает по экрану
в направлении Cy (т. е. справа налево в соответствии с рис. 3, б )
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со скоростью ωrs; при этом само излучение распространяется пер-
пендикулярно направлению движения фронта.

Можно ввести безразмерный параметр Q:

Q =
t2
t1

=
cP

2πrs
(6)

— реализуемый режим облучения экрана зависит от того, как этот
параметр соотносится с единицей. Заметим, что Q не зависит от
радиуса экрана R. Однако профили отраженных импульсов при
одном и том же Q могут получаться различными в зависимости от
значения R. Во-первых, чем больше радиус шара, тем больше мо-
жет оказаться амплитуда импульса. Во-вторых, длительность им-
пульса, равная по порядку величины t1 + t2, также зависит от R
согласно (4) и (5).

Подставим в (6) числовое значение скорости света c, выразив P
в секундах, а rs —в километрах:

Q 
 5 · 104 P (c)
rs (км)

.

Отсюда видно, что в земных условиях для обычных локаторов бу-
дет Q � 1, т. е. заведомо реализуется режим нераскрученной спи-
рали (рис. 3, б ). Однако локация, например, Луны, расстояние до
которой равно примерно 400 000 км, могла бы проходить в режиме
раскрученной спирали (см. рис. 3, а), поскольку Qл 
 0.125 · P (c).
На рис. 4 показаны значения Q, которые соответствуют разным
точкам спирали сечения волнового фронта плоскостью (yz).

Далее будем измерять время в единицах периода: τ = t/P ;
также введем безразмерную скорость распространения излучения:
W = cP/R.

4. Расчет профиля отраженных импульсов

Будем считать, что отдельные отраженные импульсы, которые
регистрирует наблюдатель, не перекрываются. Тогда нам доста-
точно рассмотреть отражение излучения, падающего на экран в
течение промежутка времени, равного одному периоду. Малая пло-
щадка dσ поверхности экрана, на которую падает излучение, дает
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Рис. 4. Значения Q, отмеченные в соответствующих точках сечения
волнового фронта плоскостью (yz). Для рис. 3, а параметр Q = 0.10,

для рис. 3, б—Q = 4.77

следующий вклад в отраженный поток:

h0δ(τ − τso) cosψs cosψo dσ.

Здесь h0 —интегральный за период поток излучения, который па-
дает на площадку в случае ее перпендикулярного расположения к
направлению на источник (предполагается, что h0 одинаково для
всех доступных площадок); τso —момент времени, в который излу-
чение, отраженное площадкой, регистрируется наблюдателем; ψs —
угол падения излучения на dσ, а под углом ψo эту площадку видит
наблюдатель.

Пусть dσ имеет координаты θ и ϕ во введенной выше сфериче-
ской системе координат (на поверхности шара координата r = R);
при этом dσ = R2 sin θdθdϕ. Полный поток, отраженный от полу-
сферы, которая обращена к наблюдателю, будет равен

h(τ) = h0R
2

∫ ϕmax

ϕmin

dϕ

∫ θmax

0

δ(τ − τso) cosψs cosψo sin θ dθ, (7)
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где ϕmin и ϕmax — пределы изменения азимутального угла на ука-
занной полусфере; θmax = arccos1/k (см. рис. 2).

Приведем выражения для ψs, ψo и τso с небольшими пояснени-
ями (подробнее см. [3] и [4]).

Угол падения излучения на площадку dσ— это угол между нор-
малью к ней и направлением на источник. По теореме косинусов
нетрудно получить, что

cosψs =
k cos θ − 1√

k2 − 2k cos θ + 1
.

Аналогичным образом можно найти косинусы углов, под которыми
рассматриваемую площадку видят наблюдатели O1, O2 и O3:

cosψo1 =
ro cos θ −R√

r2o − 2roR cos θ +R2
≈ cos θ , θ ∈ [0; θmax], ϕ ∈ [0; 2π],

cosψo2 ≈ sin θ sinϕ, θ ∈ [0; θmax], ϕ ∈ [0;π],

cosψo3 ≈ − sin θ sinϕ, θ ∈ [0; θmax], ϕ ∈ [π; 2π]

— здесь везде использовано условие (1).
Пусть τs — задержка момента падения излучения на некоторую

площадку dσ относительно момента падения на площадку, ближай-
шую к источнику (для нее θ = 0). Отраженное площадкой dσ из-
лучение дойдет до наблюдателя также с некоторой задержкой τo
относительно излучения, отраженного площадкой с θ = 0. Тогда
τso = τs + τo. При этом и τs, и τo могут оказаться как больше, так
и меньше нуля. Выражения для соответствующих задержек полу-
чаются путем решения несложной геометрической задачи:

τs =

√
k2 − 2k cos θ + 1− k + 1

W
+
ϕ̃D

2π
− 1

4
, (8)

где

cos ϕ̃D =
− sin θ sinϕ√

k2 − 2k cos θ + cos2 θ + sin2 θ sin2 ϕ
. (9)
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τo1 =
1

W
(1− cos θ), (10)

τo2 = τo3 = − 1

W
| sin θ sinϕ|. (11)

Для расчета профиля отраженных импульсов, т. е. значений
функции h(τ), определяемой выражением (7), промежутки инте-
грирования по θ и ϕ, а также промежуток изменения τso разобьем
на бины сетками дискретных узлов:

0 = θ1 < θ2 < · · · < θi < · · · < θN1−1 < θN1 = θmax ,

ϕmin = ϕ1 < ϕ2 < · · · < ϕj < · · · < ϕN2−1 < ϕN2 = ϕmax ,

τmin = τ1 < τ2 < · · · < τn < · · · < τM−1 < τM = τmax ,

где τmin и τmax — это моменты регистрации переднего и заднего
фронтов импульса соответственно, а N1, N2 и M — некоторые це-
лые числа. Изначально моменты τmin и τmax неизвестны, поэтому в
качестве промежутка изменения τso выбирается такой, чтобы τmin

и τmax в него заведомо попадали. По окончании процедуры вы-
числения значений h(τn) моменты τmin и τmax определяются как
первый и последний моменты времени, при которых h(τn) = 0.

В ходе расчетов выяснилось, что равномерная сетка по углам

Δθ = θmax/N, Δϕ = (ϕmax − ϕmin)/N (12)

при равномерной сетке по времени

Δτ = (τmax − τmin)/M

не обеспечивает сходимость результата, если шаг по времени Δτ
уменьшается при фиксированном N (см. пример на рис. 5). Указан-
ный дефект пропадает, если делить поверхность сферы на участки
равной площади, что можно выполнить следующим образом. Шаг
по углу ϕ остается равномерным, как в (12); узлами по зенитному
углу поверхность сферы делится на N полосок равной площади,
при этом узлы θ1, θ2, . . . , θi, . . . , θN+1 находятся из условия

4πR2

N
=

∫ 2π

0

dϕ

∫ θi+1

θi

R2 sin θ dθ.
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Рис. 5. Пример неустойчивого поведения решения при уменьшении шага
по времени в случае равномерного расположения узлов по углам:
M = 128—пунктирная кривая; M = 512—штриховая кривая,
M = 1024— сплошная кривая. Число точек деления по углам

одинаково для всех кривых: N = 2048

Например,

4πR2

N
= 2πR2

∫ θ2

θ1=0

sin θ dθ = 2πR2(1− cos θ2).

В итоге получим, что θi = arccos (1− 2(i− 1)/N), где i меняется от
1 до N + 1.

5. Результаты

Рассчитанные профили отраженных импульсов, соответствую-
щие двум режимам облучения экрана (W = 6, k = 10— раскручен-
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Рис. 6. Профили импульсов, отраженных в направлениях O1 и O2

ная спираль, Q
 1, рис. 3, a, и W = 300, k = 10—нераскрученная
спираль, Q � 1, рис. 3, б ), представлены на рис. 6 и 7. Момент
τ = 0 на шкале времени соответствует регистрации наблюдателем
излучения, отраженного ближайшей к источнику площадкой по-
верхности экрана. Профиль импульса, регистрируемого в направ-
лении O3 в случае W = 300, возрастает немонотонно— на кривой
имеется небольшой пик. Можно показать, что его происхождение
связано с геометрическими особенностями расматриваемой систе-
мы экран — источник (см. [4]). Эволюцию этого пика при изменении
W показывает нижний из рис. 7.

Полученные результаты показывают, что изменение режима об-
лучения шара (переход от нераскрученной спирали к раскрученной
или наоборот) оказывает существенное влияние на профиль отра-
женных импульсов, а также на моменты их регистрации наблюда-
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Рис. 7. Профили импульсов, отраженных в направлениях O3.
На верхнем рисунке максимум профиля импульса при W = 300 дан

также в увеличенном масштабе на вставке. На нижнем рисунке
кривые 1–4 отвечают значениям W, равным соответственно

40, 63, 150 и 250



Особенности отражения излучения вращающегося источника 93

телем. Представим, что параметр W имеет значение порядка 1, а
затем он начинает расти вследствие увеличения периода вращения
источника P при неизменных радиусе шара R, расстоянии rs и пол-
ном потоке излучения источника. Амплитуда отраженных импуль-
сов при этом будет увеличиваться до некоторого максимального
значения, превышающего начальное значение более чем на поря-
док; длительность импульсов при этом уменьшается. Это увеличе-
ние амплитуды импульсов происходит только за счет перераспре-
деления моментов прихода к наблюдателю излучения разных пло-
щадок— полный поток, отраженный в соответствующем направле-
нии (площадь под кривой профиля импульса), одинаков для всех
W . После достижения максимума амплитуда импульсов медленно
уменьшается по этой же причине. Длительность отраженного им-
пульса в случае раскрученной спирали определяется в основном
характерным временем t1, а в случае нераскрученной— характер-
ным временем t2; cм. (4) и (5). Из-за перераспределения моментов
регистрации наблюдателем излучения от разных площадок, общая
длительность импульса оказывается не равна t1 + t2, а может быть
существенно меньше этой суммы (с соответствующим увеличени-
ем амплитуды профиля импульса). Отметим, что при изменении
W также изменяется и время прихода к наблюдателю максимума
профиля. Для наблюдателя O3 указанные выше изменения профи-
ля импульса при изменении значения W видны на рис. 7.

Еще один важный вывод из полученных результатов состоит
в следующем. Вращение источника, облучающего экран, приводит
к тому, что картина отраженных импульсов для наблюдателей O2

и O3 выглядит по-разному. В случае нераскрученной спирали им-
пульсы, приходящие к этим наблюдателям, отличаются и формой
профиля, и моментами прихода; в случае раскрученной спирали
только моментами прихода. При этом разница между моментами
прихода импульсов к наблюдателям O2 и O3 в соответствии с (8)–
(11) определяется значениями W и k. Таким образом, эта разница
между моментами прихода импульсов дает связь между периодом
вращения источника (локатора), расстоянием до объекта и его раз-
мером. Дополнительные связи получаются, если использовать мо-
менты прихода импульсов и для других направлений (помимо O1,
O2 и O3).
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Рис. 8. Сверху: облучение отражающего экрана в виде
эллипсоида вращения. Снизу: импульсы, отраженные в направлении O1;

числа у кривых — отношение малой и большой полуосей эллипсоида
(в случае шара параметр k = 10)
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Расчеты по аналогичной схеме были проведены также и для от-
ражающего экрана в виде эллипсоида вращения, вытянутого боль-
шой полуосью в направлении на источник (см. рис. 8 сверху). При-
мер расчетов представлен на рис. 8 снизу, где приведены профили
импульсов, отраженных в направлении O1 для разных значений от-
ношения b/a, где a и b— соответственно большая и малая полуоси
эллипсоида вращения. Уменьшение амплитуды профиля импульса
на рис. 8 легко объяснимо— с увеличением вытянутости эллипсои-
да уменьшается площадь его поверхности, отражающей излучение
в направлении на источник (т. е. в направлении O1).

6. Заключение

Рассмотрена задача об отражении излучения компактного вра-
щающегося источника (аналогичного маяку) от экрана сфериче-
ской или эллипсоидальной формы. Показано, что профили отра-
женных импульсов получаются качественно разными в зависимо-
сти от величины параметра Q, определяемого соотношением между
характерными временами t1 и t2, см. (4)–(6). Также в зависимости
от Q различаются моменты регистрации отраженных импульсов
наблюдателем. Основные выводы следующие:

1) Q
 1 (полностью раскрученная спираль): уширение отра-
женного импульса определяется только временем t1;

2) Q� 1 (нераскрученная спираль): уширение отраженного им-
пульса определяется только временем t2;

3) в случае промежуточных значений Q длительность отражен-
ного импульса может оказаться существенно меньше, чем
t1 + t2; его амплитуда при этом увеличивается;

4) условия облучения «левой» и «правой» частей экрана разли-
чаются, что дает возможность получать из наблюдения отра-
женных импульсов информацию о геометрических свойствах
отражателя.
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ОСОБЕННОСТИ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОГО
МОДЕЛИРОВАИЯ В COMSOL

ЗАДАЧ БИОМЕХАНИКИ ГЛАЗА

Д.В.Франус

Рассматриваются особенности конечно-элементного моделирования
корнеосклеральной оболочки глаза человека, находящейся под действи-
ем давления, создаваемого приложенной вакуумной присоской на при-
мере использования программного пакета COMSOL. Подробно проана-
лизированы аспекты построения геометрии упругой многослойной тон-
костенной оболочки, состоящей из двух сферических частей: 1) роговой
оболочки и 2) склеральной оболочки. Приводится описание особенно-
стей использования криволинейной системы координат, параметров и
переменных, настройки контактного взаимодействия.

1. Введение

Исследование внутриглазного давления (ВГД) имеет важное
значение, т. к. уровень ВГД является основополагающим показате-
лем в диагностике различных глазных заболеваний и аномалий. Из-
вестно, что кратковременное повышение ВГД является естествен-
ным физиологическим явлением [1]. При косоглазии человека ВГД
увеличивается до 50 мм рт. ст., а при трении глаз рукой ВГД может
подняться до 150–250 мм рт. ст.

Для определения уровня ВГД используются специальные при-
боры — тонометры. Тонометрия измеряет ВГД путем определения
реакции роговицы на приложенное давление. То есть о ВГД судят
по реакции структур глаза на применение тонометра. Давление, по-
лученное таким образом, называется тонометрическим давлением.
Понятно, что тонометры дают только приблизительное значение
истинного давления. В начале XXI в. наступил новый период раз-
вития тонометрии, который связан с бурным развитием рефрак-
ционной хирургии, существенно изменяющей кривизну и толщину
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роговицы. Показания ВГД до и после операции по коррекции зре-
ния существенно различаются [2].

LASIK (Laser-Assisted in Situ Keratomileusis) на сегодняшний
день является одним из самых эффективных методов коррекции
зрения. Суть операции в первую очередь заключается в выреза-
нии роговичного лоскута. Затем производится лазерная абляция
узконаправленными импульсами на основной слой роговицы. Этот
процесс контролируется компьютером в соответствии с требуемым
профилем роговицы [2]. Вакуумное компрессионное кольцо исполь-
зуется во время рефракционной хирургии (LASIK) для коррек-
ции зрения с целью лучшего формирования роговичного лоску-
та. Вакуумное кольцо позволяет повысить ВГД до значений вы-
ше 65 мм рт. ст., применяя вакуум от 520 до 550 мм рт. ст. [3].
Увеличение ВГД до этих значений облегчает создание лоскута и
делает более точным послойный разрез роговицы при рефракци-
онной хирургии и позволяет повысить точность коррекции зре-
ния.

В связи с этим задача применения вакуумного компрессионно-
го кольца при рефракционной хирургии и создания моделей, поз-
воляющих оценить влияние различных параметров глаза на ВГД,
является актуальной.

2. Построение геометрической модели

Поскольку нормальный глаз представляет собой практически
шарообразное тело, которое состоит из оболочек, окружающих
внутреннее ядро глаза, то для моделирования задачи приложения
нагрузки вакуумного кольца можно использовать наружную обо-
лочку. Наружная оболочка— это плотная (по сравнению с внутрен-
ним ядром) фиброзная оболочка глазного яблока, к которой при-
крепляются наружные мышцы глазного яблока и которая выпол-
няет защитную функцию. Она состоит из передней прозрачной ча-
сти— роговицы и задней непрозрачной части белесоватого цвета—
склеры.

Для построения такой модели в программном пакете COMSOL
необходимо выбрать механику твердого тела Solid Mechanics и ста-
ционарный (Stationary) тип решателя. В целях оптимизации време-
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Рис. 1. Параметры, используемые при построении модели

ни расчета программы моделирование производится в двухмерной
осесимметричной постановке.

В самом начале создания геометрической модели необходимо
установить используемые единицы длины (мм) и угла (градусы).
Глазное яблоко моделируется двумя сферическими сегментами пе-
ременной толщины, больший (с радиусом r_sclera) из которых мо-
делирует склеру, а сегмент с меньшим радиусом r_cornea— рого-
вицу; вакуумное кольцо также моделируется сферическим сегмен-
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том, имеющим три основных параметра— внутренний радиус r_1,
внешний радиус r_2 и высоту h_ring (рис. 1). При этом значения
геометрических характеристик необходимо задавать с помощью па-
раметров в разделе глобальных определений Global Definitions, что-
бы в последующем была возможность как изменять геометрию, так
и в настройках решателя задавать диапазон значений определен-
ного параметра. На рис. 2 приведены значения использованных па-
раметров при построении модели.

Рис. 2. Таблица параметров используемых при построении КЭ модели

В данной таблице необходимо отдельно подчеркнуть параметр
«param», который можно будет использовать при решении задачи
в диапазоне значений в случае, если требуется их одновременное
изменение.
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Также удобным является использование переменных Variables
(см. рис. 3), с помощью которых можно задавать переменные, рас-
считываемые на осовании значений параметров, указанных в таб-
лице на рис. 2. Так в данной модели используются координаты то-
чек (x1, y1) и (x2, y2) (см. рис. 1), определяющие местоположения
соприкосновения вакуумного кольца и склеры.

Рис. 3. Таблица переменных, используемых при построении КЭ-модели

После построения корнеосклеральной оболочки необходимо ис-
пользовать команду преобразования в твердое тело (Convert to
Solid), и аналогично— после формирования геометрической моде-
ли вакуумного кольца. На конечном этапе создания модели Form
Union/Assembly эта команда позволит сформировать два отдель-
ных твердых тела в рамках одной модели; при этом в разделе
«Action» необходимо выбрать «Form as assembly».

3. Криволинейная система координат

Замена прямоугольной (декартовой) системы координат может
быть полезна для случая, когда существует необходимость зада-
вать анизотропные свойства материалов и/или непрямоугольной
геометрией расчетной области.

Так как оболочка глаза имеет форму близкую к сферической,
то удобно использовать сферические либо криволинейные коорди-
наты. Особенность данной задачи заключается в том, что модули
упругости в направлении толщины на порядок больше, чем в тан-
генциальном направлении. Более того, использование криволиней-
ной системы координат, которая соответствует геометрии оболочки,
позволяет нагрузке на каждом этапе расчета следовать в ортого-
нальном направлении деформированному состоянию.
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Таким образом, создается криволинейная система координат, в
которой один из базисных векторов направлен по касательной к
поверхности оболочки, а второй— перпендикулярно ей. Для это-
го используется специальный интерфейс криволинейных координат
«Curvilinear Coordinates», с помощью которого создается векторное
поле, отслеживающее форму геометрической оболочки, т. е. рассчи-
тывается первый базисный вектор. Для его определения использу-
ется диффузионный метод «Diffusion Method», т. к. этот метод один
из наиболее простых, вычислительно мало затратный.

Первый базисный вектор вычисляется через градиент скаляр-
ного поля, для которого решается уравнение Лапласа на заданной
геометрии корнеосклеральной оболочки:

Δu = 0, −→e1 = −∇u. (1)

На концах геометрической модели для задания направления
векторов на границах используются условия «Inlet» и «Outlet».

В настройках криволинейной системы координат обязательно
нужно поставить галочку в пункте «Create base vector system»
(создать базовый вектор системы), для того чтобы в последую-
щем можно было выбирать из списка доступных координатных си-
стем вновь созданную криволинейную систему. Также для исполь-
зования криволинейной системы координат ее сначала необходимо
рассчитать. Для этого в настройках первого решателя «Study 1»
нужно оставить только расчет криволинейных координат. А реше-
ние самой задачи уже осуществлять с помощью второго решателя
«Study 2», в котором отключить решение криволинейной системы
координат и подключить использование результатов решения пер-
вого решателя «Study 1».

4. Настройка механики модели
и сетки конечных элементов

Для задания упругих констант материалов применяется «Linear
Elastic Material», в настройках которого используется создан-
ная криволинейная система координат для задания ортотропных
свойств. Таким образом, модули упругости каждого материала
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Рис. 4. Криволинейная система координат, построенная
с помощью диффузионного метода с линиями тока

(слоя корнеосклеральной оболочки) задаются по базисным векто-
рам криволинейной системы координат соответствующей геомет-
рии оболочки на каждом шаге расчета.

В целях оптимизации КЭ-сетки и уменьшения расчетного вре-
мени боуменова мембрана не моделируется геометрически, а зада-
ется как тонкий упругий слой («Thin Elastic Layer») с изотропными
свойствами. Благодаря такому подходу этот слой не имеет «своих»
конечных элементов. В случае геометрического моделирования при
толщине слоя h_bowman = 12 мкм максимальный размер конеч-
ных элементов в слое был бы такого же размера. В дополнение
пришлось бы сгущать сетку в этой области, что привело бы к су-



104 Д.В.Франус

щественному росту количества конечных элементов и увеличению
раcчетного времени.

В качестве граничных условий используется жесткая заделка
(«Fixed Constraint») в области касания вакуумного компрессион-
ного кольца и склеры.

Задание нормального ВГД осуществляется с помощью функции
«Boundary Load», в которой используется криволинейная система
координат, чтобы нагрузка всегда была ортогональна деформиро-
ванной внутренней поверхности корнеосклеральной оболочки.

В модели создается контактная пара склера–присоска, в кото-
рой склера выступает поверхностью типа «Destination», а присос-
ка — «Source». Для предотвращения проникновения КЭ-сеток ис-
пользуется метод штрафов. Суть его заключается в том, что при
проникновении сеток применяется штраф в виде жесткой пружи-
ны, которая на следующем подшаге растягивается на величину про-
никновения.

В настройках контакта задается нагрузка «Boundary Load» в
криволинейных координатах, которая действует на внешнюю по-
верхность склеры, находящейся под вакуумным компрессионным
кольцом. Таким образом, заданная нагрузка ортогональна дефор-
мированной поверхности на каждом шаге расчета.

Сетка конечных элементов формируется с помощью свободных
треугольников «Free Triangular», в настройках размеров которо-
го используется высококачественная разбивка («Extremely fine») с
максимальным размером элементов не более 0,03 мм.

С целью повышения точности расчета момента наступления
контакта внутренняя поверхность вакуумной присоски разбивает-
ся функцией «Refine» в один слой. Это позволяет разбить каждый
конечный элемент внутреннего слоя на две части.

Вакуумное компрессионное кольцо моделируется как абсолютно
твердое тело («Rigid Domain»), которое жестко закреплено («Fixed
Constraint»).
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5. Результаты расчетов

После проведения решения производится построение различных
графиков, таблиц, используются инструменты графической визуа-
лизации. Так, например, на рис. 5 приведен график зависимости
максимальных напряжений на внешней поверхности склеры под
вакуумным кольцом от уровня применяемого вакуума для модулей
упругости склеры в диапазоне от 3 до 8 MPa, а на рис. 6 анало-
гичный график для перемещений.

Рис. 5. Максимальные напряжения на внешней поверхности склеры
под вакуумным компрессионным кольцом для различных значений

модуля упругости склеры
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Рис. 6. Максимальные перемещения на внешней поверхности склеры
под вакуумным компрессионным кольцом для различных значений

модуля упругости склеры

6. Заключение

В результате построена параметрическая конечно-элементная
модель, описывающая нагружение многослойной корнеосклераль-
ной оболочки глаза вакуумным компрессионным кольцом и поз-
воляющая проводить широкий анализ получаемых данных. Comsol
позволяет исользовать широкий спектр инструментов постобработ-
ки, а в сочетании с расчетами, производимыми в диапазоне необхо-
димых параметров, представляет значительно больший интерес по
сравнению с более известными программами конечно-элементного
моделирования.



Особенности конечно-элементного моделирования в COMSOL . . . 107

В результате моделирования выявлено нелинейное влияние мо-
дуля упругости склеры на перемещения и напряжения склеральной
оболочки под действием вакуумного компрессионого кольца.
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ОБ УРАВНЕНИЯХ ДВИЖЕНИЯ
СИСТЕМЫ ТВЕРДЫХ ТЕЛ

В ИЗБЫТОЧНЫХ КООРДИНАТАХ

В.И.Петрова, М.П.Юшков

В работе предлагается видоизмененный вывод специальной формы
дифференциальных уравнений движения системы соединенных твер-
дых тел. Их можно назвать и уравнениями движения системы твердых
тел в избыточных координатах. Такие уравнения удобно использовать,
например, при изучении движения нагруженной платформы Стюарта.

1. Введение

В учебнике по аналитической механике [1] было показано, что
математический аппарат теоретической механики, разработанный
применительно к системе материальных точек, может быть приме-
нен и к механическим системам, которые состоят из твердых тел.
Это означает, что при исследовании динамики системы твердых тел
могут быть использованы уравнения Лагранжа как первого, так и
второго рода.

Особо отметим то обстоятельство, что уравнения Лагранжа пер-
вого рода, составленные для случая системы, которая состоит из ко-
нечного числа материальных точек, будут иметь простейшую и при
том одинаковую структуру по всем координатам, если эти коорди-
наты являются декартовыми координатами точек системы. Суще-
ственно также, что в данном случае уравнения Лагранжа первого
рода являются уравнениями, разрешенными относительно вторых
производных от искомых координат. Все это говорит о том, что об-
суждаемые уравнения имеют форму, удобную для решения их на
компьютере. В связи с этим возникает вопрос об отыскании такой
формы записи уравнений движения системы твердых тел, которая
также была бы удобной для применения компьютеров. Дело в том,
что уравнения движения системы твердых тел, например манипу-
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лятора, записанные в форме уравнений Лагранжа второго рода,
при большом количестве тел являются настолько сложными, что
оказывается затруднительным не только их проинтегрировать, но
даже записать.

Задача отыскания простейших по форме уравнений Лагранжа
первого рода для системы твердых тел, как будет видно из даль-
нейшего, сводится к отысканию новой формы записи уравнений
движения одного твердого тела. Одна из возможных таких форм
была предложена в статье [2]. Предложим изложение этого метода
с несколько иных позиций и более подробно.

2. Специальная форма уравнений
движения твердого тела

Введем неподвижную систему координат Oξηζ и подвижную си-
стему Cxyz с ортами i, j, k, направленными по главным централь-
ным осям инерции тела. Точка C — центр масс твердого тела. Пусть
ρρρ =

−−→
OC.
Положение твердого тела относительно неподвижной системы

определяется заданием четырех векторов: ρρρ, i, j, k. Предположение
о том, что тело при движении не деформируется, т. е. является аб-
солютно твердым, означает, что векторы i, j, k при движении тела
остаются ортогональными и единичными. Условия ортогонально-
сти и единичности векторов i, j, k будем рассматривать как некото-
рые абстрактные идеальные связи, наложенные на движение твер-
дого тела и задаваемые уравнениями

f1 = i2 − 1 = 0 , f2 = j2 − 1 = 0 , f3 = k2 − 1 = 0 ,

f4 = i · j = 0 , f5 = j · k = 0 , f6 = k · i = 0 .
(1)

Проекции векторов ρρρ, i, j, k на оси неподвижной системы коор-
динат Oξηζ примем за исходные координаты свободного твердого
тела. Общее число этих координат, равное двенадцати, в два раза
больше, чем число степеней свободы твердого тела. Именно поэто-
му эти координаты называются избыточными. Применительно к
механической системе, состоящей из конечного числа материаль-
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ных точек, избыточными при наличии голономных связей являют-
ся декартовы координаты точек системы.

Отметим, что в некоторых курсах по теоретической механи-
ке уравнениями Лагранжа первого рода принято называть только
уравнения, записанные в декартовых координатах и содержащие
множители Лагранжа. Уравнения же движения голономной меха-
нической системы в обобщенных лагранжевых координатах при из-
быточном их числе называются иногда уравнениями Лагранжа с
множителями. В [1] было показано, что уравнения Лагранжа перво-
го и второго рода можно рассматривать как две взаимные системы
линейных алгебраических уравнений относительно реакций связей.
В соответствии с этим общим подходом к уравнениям Лагранжа
первого рода для любой механической системы относятся те урав-
нения, каждое из которых содержит, вообще говоря, все множители
Лагранжа.

Вернемся к вопросу об отыскании уравнений движения свобод-
ного твердого тела в избыточных координатах. Составим выра-
жение для кинетической энергии. В соответствии с определением
имеем

T =
1

2

∫
τ

v2μ dτ =
1

2

∫
τ

(ρ̇ρρ+ x i̇+ y j̇+ z k̇)2μ dτ .

Здесь τ — объем тела, dτ = dxdydz, μ—плотность, x, y, z —текущие
координаты точки твердого тела Cxyz.

Так как оси Cx, Cy, Cz являются главными центральными ося-
ми инерции тела, то∫

τ

xμ dτ =

∫
τ

yμ dτ =

∫
τ

zμ dτ =

=

∫
τ

xyμ dτ =

∫
τ

yzμ dτ =

∫
τ

zxμ dτ = 0 ,

и потому

T =
Mρ̇ρρ2

2
+
Ix i̇

2

2
+
Iy j̇

2

2
+
Izk̇

2

2
. (2)
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Здесь M —масса тела и

Ix =

∫
τ

x2μ dτ , Iy =

∫
τ

y2μ dτ , Iz =

∫
τ

z2μ dτ . (3)

Пусть к телу в точках Nν = (xν , yν , zν) приложены силы Fν .
Возможную элементарную работу этих сил можно записать в виде

δA =
∑
ν

Fν · (δρρρ+ xνδi+ yνδj+ zνδk) =

= Qρρρ · δρρρ+Qi · δi+Qj · δj+Qk · δk ,
где

Qρρρ =
∑
ν

Fν , Qi =
∑
ν

xνFν ,

Qj =
∑
ν

yνFν , Qk =
∑
ν

zνFν .
(4)

Рассматривая выражения для кинетической энергии и элемен-
тарной работы, а также форму записи уравнений связей (1), видим,
что целесообразно уравнения движения, соответствующие трем
компонентам каждого из векторов ρρρ, i, j, k, представить в виде

d

dt

∂T

∂ρ̇ρρ
− ∂T

∂ρρρ
= Qρρρ , κ = 1, 6 ,

[3pt]
d

dt

∂T

∂ i̇
− ∂T

∂i
= Qi + Λκ

∂fκ

∂i
≡ Qi + 2Λ1i+ Λ4j+ Λ6k ,

d

dt

∂T

∂ j̇
− ∂T

∂j
= Qj + Λκ

∂fκ

∂j
≡ Qj + 2Λ2j+ Λ5k+ Λ4i ,

d

dt

∂T

∂k̇
− ∂T

∂k
= Qk + Λκ

∂fκ

∂k
≡ Qk + 2Λ3k+ Λ6i+ Λ5j ,

(5)

где принято обозначение

∂

∂a
=

∂

∂ax
i+

∂

∂ay
j+

∂

∂az
k ,

a = axi+ ayj+ azk .
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Отметим, что это обозначение удобно тем, что при его использова-
нии векторы, входящие в выражения (1) и (2), можно формально
рассматривать как скалярные величины. Уравнения (5) при учете
этого простого правила, а также обозначений (4) запишутся в виде

Mρ̈ρρ =
∑
ν

Fν , (6)

Ix ï =
∑
ν

xνFν + 2Λ1i+ Λ4j+ Λ6k ,

Iy j̈ =
∑
ν

yνFν + 2Λ2j+ Λ5k+ Λ4i ,

Izk̈ =
∑
ν

zνFν + 2Λ3k+ Λ6i+ Λ5j .

(7)

Заметим, что уравнение (6) является уравнением движения центра
масс твердого тела.

Используя уравнения связей, исключим из уравнений Лагран-
жа первого рода (7) множители Лагранжа. С этой целью продиф-
ференцируем дважды по времени уравнения связей (1) и получим
выражения

i̇2 = −ï · i , j̇2 = −j̈ · j , k̇2 = −k̈ · k ,
2i̇ · j̇+ ï · j+ i · j̈=0 , 2j̇ · k̇+ j̈ · k+ j · k̈=0 ,

2k̇ · i̇+ k̈ · i+ k · ï=0 .

(8)

Подставив в выведенные соотношения (8) вторые производные по
времени из уравнений (7), запишем формулы для множителей Ла-
гранжа Λκ:

2Λ1 = −
∑
ν

xνFν · i− Ix i̇
2,

2Λ2 = −
∑
ν

yνFν · j− Iy j̇
2,

2Λ3 = −
∑
ν

zνFν · k− Izk̇
2, (9)
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Λ4 = − 2IxIy
Ix + Iy

i̇ · j̇− Iy
Ix + Iy

∑
ν

xνFν · j− Ix
Ix + Iy

∑
ν

yνFν · i ,

Λ5 = − 2IyIz
Iy + Iz

j̇ · k̇− Iz
Iy + Iz

∑
ν

yνFν · k− Iy
Iy + Iz

∑
ν

zνFν · j ,

Λ6 = − 2IzIx
Iz + Ix

k̇ · i̇− Ix
Iz + Ix

∑
ν

zνFν · i− Iz
Iz + Ix

∑
ν

xνFν · k .

Если теперь выражения (9) подставить в систему (5), то полу-
чим:

Mρ̈ρρ =
∑
ν

Fν ,

ï = −i̇2i− 2Iy
Ix + Iy

(i̇ · j̇)j− 2Iz
Iz + Ix

(k̇ · i̇)k+
Lz

Ix + Iy
j− Ly

Iz + Ix
k ,

j̈ = −j̇2j− 2Iz
Iy + Iz

(j̇ · k̇)k− 2Ix
Ix + Iy

(i̇ · j̇)i+ Lx

Iy + Iz
k− Lz

Ix + Iy
i ,

k̈ = −k̇2k− 2Ix
Iz + Ix

(k̇ · i̇)i− 2Iy
Iy + Iz

(j̇ · k̇)j+ Ly

Iz + Ix
i− Lx

Iy + Iz
j .

(10)
Здесь Lx, Ly, Lz — проекции главного момента активных сил

L =
∑
ν

(xν i+ yνj+ zνk)× Fν .

Уравнения (10) будем называть уравнениями движения твер-
дого тела в избыточных координатах, или специальной формой
уравнений динамики твердого тела [2].

Отметим, что, т. к. три последних уравнения системы (10) эк-
вивалентны динамическим уравненим Эйлера, то тем самым они
описывают вращение твердого тела вокруг центра масс.
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3. Получение дифференциальных уравнений Эйлера

Чтобы убедиться в справедливости уравнений (10), покажем,
что из них вытекают динамичекие уравнения Эйлера. Воспользу-
емся формулами

i̇ = ωωω × i = rj− qk , i̇ · j̇ = −pq , k̇ · i̇ = −rp ,
−i̇2i = −(q2 + r2)i ,

ï = ω̇ωω × i+ωωω × i̇ = ṙj− q̇k− (q2 + r2)i + pqj+ prk .

Тогда при проектировании второго уравнения из системы (10) на
ось x получим тождество, а при проектировании на ось y — соот-
ношение

ṙ + p q =
2Iy

Ix + Iy
p q +

Lz

Ix + Iy
.

Учитывая, что согласно обозначениям (3) можно написать A = Iy+
Iz , B = Iz + Ix, C = Ix + Iy, отсюда имеем третье динамическое
уравнение Эйлера

Cṙ − (A−B) p q = Lz .

При проектировании того же векторного уравнения на ось z при-
ходим ко второму уравнению Эйлера

Bq̇ − (C −A) r p = Ly .

Аналогично из третьего уравнения системы (10) могут быть по-
лучены третье и первое уравнения Эйлера, а четвертое уравнение
системы (10) дает второе и первое динамические уравнения Эйлера.

Отметим, что если на векторы i, j, k не накладывать связей (1),
то рассматриваемое тело становится по терминологии Дж.Кейси
псевдотвердым [3]. Динамику этого континуума Дж.Кейси, опира-
ясь на аппарат монографии Трусделла [4], описывает так же урав-
нениями Лагранжа, число которых равно двенадцати.
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4. Случай цепочки твердых тел

Рассмотрим теперь систему твердых тел, последовательно свя-
занных друг с другом шаровыми шарнирами. Предположим, что
число шарниров s равно числу подвижных тел. Трением в шарни-
рах пренебрегаем, т. е. связи считаем идеальными. Пусть шарнир
с номером σ связывает тело σ − 1 с телом σ. При этом уравнения
связей запишутся в виде

ρρρσ + xσσ iσ + yσσ jσ + zσσ kσ−
−ρρρσ−1 − xσσ−1 iσ−1 − yσσ−1 jσ−1 − zσσ−1 kσ−1 = 0 ,

σ = 1, s .

(11)

Здесь векторы iσ, jσ, kσ, соответствующие телу σ, имеют тот же
смысл, что и выше, xσρ , yσρ , zσρ —координаты шарнира с номером σ
в системе Cρxρyρzρ. Нулевым считается неподвижное тело. Обозна-
чим черезRσ силу, приложенную через шарнир к телу σ со стороны
тела σ − 1. Воспользуемся принципом освобождаемости. При этом
уравнения движения тела σ будут содержать реакции Rσ и Rσ+1.
Отметим, что к телу s приложена одна реакция Rs. Продифферен-
цируем систему (11) дважды по времени, а затем исключим вторые
производные, используя для каждого тела найденную новую форму
уравнений его движения. При этом получим систему s уравнений
относительно s неизвестных реакций Rσ. Уравнение, соответству-
ющее произвольному σ, неравному 1 и s, содержит реакции Rσ−1,
Rσ, Rσ+1. При σ = 1 и при σ = s имеем уравнения соответствен-
но относительно R1, R2, и Rs−1, Rs. Из сказанного следует, что
данная система уравнений имеет структуру, удобную для ее реше-
ния на компьютере методом последовательного исключения иско-
мых реакций. Определив реакции и подставив их в уравнения дви-
жения, получим систему дифференциальных уравнений движения
рассматриваемой цепочки тел. Эта система разрешена относитель-
но вторых производных, т. е. подготовлена для интегрирования ее
на компьютере.

Отметим, что теорию векторных уравнений Лагранжа первого
рода наряду с классическим подходом, использованным, например,
в работах [5, 6], удобно применить при изучении движения нагру-
женной платформы Стюарта.
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Свободные колебаний кольцевых пластин

А.Л.Смирнов

Доклад на семинаре 4 сентября 2018 г.

Тонкие пластины различной формы используются как структурные эле-
менты во многих инженерных приложениях, в которых критически важны вы-
сокая прочность, жесткость и малый вес материалов. Целью данного иссле-
дования является анализ свободных поперечных колебаний тонких кольцевых
пластин. Такие пластины широко используются не только в технике, но и при
моделировании биологических структур. При решении задачи использовались
аналитические асимптотические и численные методы. Основной целью было
нахождение простых асимптотических формул, описывающих влияние малого
центрального отверстия на спектр частот свободных колебаний пластины.

Исследование возможностей программного пакета COMSOL
для решения задач деформирования тел

из сплавов с памятью формы

Т.А.Лапина

Доклад на семинаре 11 сентября 2018 г.

Практическое применение сплавов с памятью формы (СПФ) часто связа-
но с необходимостью решения задач о деформировании тел сложной формы,
испытывающих большие деформации, а также при сложных краевых услови-
ях. Такие задачи в большинстве случаев не имеют аналитического решения.
Выходом из этой ситуации является применение численных методов. Одним из
наиболее используемых является метод конечных элементов, который позволя-
ет решить большой круг инженерных задач.

В настоящей работе в программном пакете COMSOL Multiphysics исследо-
ваны возможности:

• Внутренних моделей материалов для решения задач деформирования тел
из СПФ;

• Добавления пользовательского материала;
• Встроенных моделей СПФ в последней версии COMSOL Multiphysics 5.3а
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Моделирование функционально-механического поведения
сплавов с памятью формы на основе CuAINi

Т.Ю.Чернышева

Доклад на семинаре 25 сентября 2018 г.

Сплавы с памятью формы на основе меди (например, CuAlNi), обладаю-
щие узким температурным гистерезисом и демонстрирующие полный возврат
деформации, находят применение при изготовлении приводов и виброзащит-
ных устройств. При этом моделей, описывающих их механическое поведение,
известно немного. Это обусловливает актуальность данного исследования. В
работе выполнено моделирование функционально-механических свойств спла-
вов с памятью формы на основе CuAlNi. Учтена анизотропия упругих посто-
янных в аустенитной фазе, записаны матрицы упругих постоянных и упругих
податливостей.

Рассчитана матрица деформации для мартенситного превращения
β1(DO3)-β′

1(18R) и определен кристаллографический ресурс. Выполнено моде-
лирование изотермического деформирования монокристаллов различных ори-
ентаций в аустенитном состоянии, когда сплав с памятью формы демонстри-
рует эффект псевдоупругости. Полученные результаты находятся в хорошем
соответствии с имеющимися в литературе.

Время релаксации вращательной энергии
колебательно-возбужденных молекул

А.И. Бечина

Доклад на семинаре 2 октября 2018 г.

Моделирование неравновесных течений газов важно для аэрокосмических
приложений, исследования атмосфер планет, решения задач экологии. При по-
строении описания неравновесных течений возникает необходимость расчета
тепловых и диффузионных потоков, тензора напряжений. В кинетической тео-
рии газов в рамках метода Энскога —Чепмена для расчета конкретных коэф-
фициентов переноса (коэффициентов теплопроводности, диффузии, сдвиговой
и объемной вязкости, релаксационного давления) необходимы сведения о вре-
мени релаксации вращательной энергии, входящей в выражение для интеграль-
ных скобок.

В работе изучено влияние колебательного уровня молекулы на время ре-
лаксации вращательной энергии в приближении поуровневой кинетики. Вра-
щательные уровни молекул описаны моделью нежесткого ротатора; взаимо-
действие молекул описано моделью переменной мягкой сферы. По этой модели
рассчитаны сечения столкновений N2 −N , O2−O, NO−O для разных колеба-
тельных и вращательных уровней молекул. В широком диапазоне температур
проведен численный расчет времен релаксации и сравнение с временем релак-
сации, полученным по известной формуле Паркера. Проведен анализ влияния
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различных многоквантовых вращательных переходов на точность расчета вре-
мени вращательной релаксации.

Прогнозирование некоторых типов отказа в
командных деталях и узлах специальных тепловых машин

В.Н.Кулёв

Доклад на семинаре 16 октября 2018 г.

Надежное проектирование, обеспечивающее работоспособность (выполне-
ние заданных функций) на всем этапе жизненного цикла изделия, — сложная
техническая задача. В ходе эксплуатации могут возникать как параметриче-
ские, так и функциональные отказы.

Под параметрическим отказом понимают изменение заданных параметров
работы за недопустимые пределы. Такой отказ приводит к аварийному режиму
работы, при котором важно обеспечить неразрушение машины.

Усталостное разрушение понимают как функциональный отказ. Оно мо-
жет быть связано как с сохранением общей циклической прочности, так и с ее
потерей в ходе высокой динамики возникновения нагрузки. Кроме того, уста-
лостное разрушение может приводить к образованию и развитию усталостных
трещин, ведущих к полному разрушению металлоконструкций. Поэтому ос-
новной задачей прогнозирования отказа изделий является анализ усталости
металлоконструкции.

Современные требования и подходы к созданию
электромагнитных насосов для жидкометаллических

систем реакторов на быстрых нейтронах

В.С.Федеряева

Доклад на семинаре 27 ноября 2018 г.

В докладе рассмотрены современные требования и подходы к разработке
и созданию электромагнитных насосов для быстрых реакторов на примере на-
соса, разработанного для встроенной холодной фильтр-ловушки РУ БН-1200.
Приводятся результаты исследований и опытно-конструкторских работ по со-
зданию термо-жаростойких электротехнических материалов для обеспечения
требуемого ресурса электромагнитных насосов при высоких температурах пе-
рекачиваемого металла и исследований, направленных на оптимизацию кон-
струкции и подтверждение ее заданных характеристик. Сформулированы за-
дачи по совершенствованию технологии изготовления вышеупомянутых элек-
тротехнических материалов.
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Численное моделирование гидродинамического и
акустического поля при течении воды

в трубе с препятствиями

В.В.Комаров

Доклад на семинаре 26 февраля 2019 г.

При течении жидкости в различных каналах и запорной арматуре могут
возникать гидродинамический шум, вибрация и шум вблизи устройства. Про-
цесс возникновения гидродинамического шума в самой жидкости сложен и свя-
зан с наличием завихренности. В случае, когда поток отрывается от стенки,
образуются вихри и неравномерное поле давления, но это поле само по себе
не является звуком, т. к. возмущения распространяются со скоростью потока.
Существующие вихри ударяются об упругие стенки канала, вызывая их коле-
бания, которые будут являться уже источником звука и распространяться со
скоростью звука в жидкости. В связи с этим сложную задачу определения гид-
родинамического шума и виброшумовых характеристик можно рассматривать
отдельно.

В работе исследуется нестационарное гидродинамическое поле при течении
воды в трубе круглого сечения с распоркой. В результате гидродинамического
расчета определяются нестационарные распределения давления вдоль стенок
трубы и нестационарные картины обтекания балки. Производится преобразова-
ние Фурье нестационарного поля давления на стенках, и эти данные являются
источниками для расчета виброакустической задачи.

Интегралы столкновений заряженных частиц

И.А. Захаров

Доклад на семинаре 9 апреля 2019 г.

В современной молекулярно-кинетической теории газов для расчета коэф-
фициентов переноса (таких как теплопроводность? вязкость, коэффициенты
диффузии) требуется вычислять Ω-интегралы. Через них выражаются коэф-
фициенты систем уравнений, с помощью которых вычисляют вышеупомянутые
коэффициенты переноса. Целью работы являлось написание программного мо-
дуля в рамках кафедрального проекта Kappa, вычисляющего интегралы столк-
новений (Ω-интегралы) для столкновения заряженных и нейтральных частиц.
Основная область применения разрабатываемого модуля — расчет тепловых по-
токов у поверхности высокоскоростных летательных аппаратов.
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Первая международная конференция по механике
современных материалов и конструкций

(ICMAMS 2018)

С 17 по 20 июня 2018 г. в Турине проходила Первая междуна-
родная конференция по механике современных материалов и кон-
струкций (ICMAMS 2018), организованная Политехническим уни-
верситетом Турина (Politecnico di Torino). Оргкомитет возглавляли
известные ученые J.N.Reddy (College Station, Texas) и E.Carrera
(Politecnico di Torino).

Доклады проходили в замке Валентино (Castello del Valentino) —
одной из главных достопримечательностей Турина. Замок, постро-
енный в XVI в. на берегу реки По, являлся одной из туринских
резиденций Савойского дома. В 1860 г. он перешел в распоряже-
ние инженерного факультета Туринского университета. В 1997 г.
замок Валентино был включен ЮНЕСКО в список объектов все-
мирного наследия. На конференции было организовано 15 секций,

Замок Валентино (Castello del Valentino)

посвященных наноструктурам и нанотехнологиям, моделированию
композитных материалов, биомеханике, неклассическим теориям
деформируемых твердых тел, теориям стержней, пластин и обо-
лочек, задачам, связанным с разрушением, и другим современным
направлениям механики. В программу ICMAMS 2018 вошло 159
докладов.
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На секции 12 «Стержни, пластины и оболочки» активные участ-
ники семинара «Компьютерные методы в механике сплошной сре-
ды» сделали следующие доклады:

1. С.Б.Филиппов “Asymptotic analysis of ring-stiffened cylindrical
shells buckling”.

2. С.М.Бауэр, Е. Б.Воронкова, К.А.Минина “On the unsymmet-
rical buckling of the nonuniform shallow spherical shells under internal
pressure”.

3. А.Л.Смирнов, Е.А.Долгова “Vibrational spectra of thin elliptic
plates”.

Проф. М.В.Шитикова (ВГТУ), проф. С.Б. Бауэр, проф. С.Б.Филиппов
и доц. А.Л. Смирнов (СПбГУ) с участниками секции “Beam, plate and shell

structures” на Первой международной конференции по механике
современных материалов и конструкций в Турине, июнь 2018

Вторая международная конференция по механике современных
материалов и конструкций (ICMAMS 2019) пройдет в Китае в
г. Нанкин 19–22 октября 2019 г.

С. Б. Филиппов
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Седьмая международная конференция
по вычислительным методам

в динамике конструкций и сейсмоинженерии

24–26 июня 2019 г. в г. Херсониссос на о. Крит (Греция) состо-
ялась Седьмая международная конференция по вычислительным
методам в динамике конструкций и сейсмоинженерии (COMPDYN
2019), которая является одной из тематических конференций Ев-
ропейского общества по вычислительным методам в прикладных
науках (ECCOMAS) и специализированной конференцией Между-
народной ассоциации по вычислительной механике (IACM). Конфе-
ренция была также поддержана Европейским комитетом по вычис-
лительной механике конструкций и твердых тел (ECCSM). С 2007 г.

Конференц-центр Creta Maris — место проведения COMPDYN 2019

конференции COMPDYN проводятся каждые 2 года на одном из
греческих островов. Основным организатором конференции высту-
пает Национальный технический университет Афин. Председатель
оргкомитета— проф. М.Пападракакис. Начиная с 2009 г. участни-
ки семинара «Компьютерные методы в механике сплошной среды»
участвуют с докладами в работе COMPDYN.

В этом году в рамках конференции проводился минисимпозиум
“Thin-walled structures: strength, vibration and stability”, организа-
торами которого стали проф. П. Е. Товстик и доц. А. Л. Смир-
нов (СПбГУ). Минисимпозиум открывался основным докладом
“Linear 2D models of anisotropic plates in the high approximations”
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Доц. А.Л.Смирнов, доц. Г.В.Павилайнен, к.ф.-м.н. Д.В.Франус
и проф. С. Б.Филиппов (СПбГУ) на Седьмой международной конференции
по вычислительным методам в динамике конструкций и сейсмоинженерии

(COMPDYN 2019) на Крите, июнь 2019

(П. Е.Товстик и др.), после чего на двух сессиях было сделано еще
10 докладов, авторами которых были сотрудники СПбГУ, ИПМаш
РАН, Технического университета Дрездена (Германия) и Римско-
го университета Сапиенца. В обсуждении докладов минисимпозиу-
ма принял участие известный ученый Prof. Isaac Elishakoff (Florida
Atlantic University).

Статьи, написанные по материалом докладов, включены в Тру-
ды конференции (https://2019.compdyn.org/proceedings/).

С. М. Бауэр
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Бечина Анна Ильинична— студентка I курса магистрату-
ры математико-механического факультета Санкт-Петербургского
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SUMMARIES

Smirnov A. S., Smolnikov B.A. Energy-time criterion in the
Homan problem

It’s given a new formulation of the classical problem of astro-
dynamics — the Homan problem— on the optimization of the two-
pulse transition of a spacecraft between two coplanar circular orbits.
The energy-time quality indicator equal to the product of the total
increase in the characteristic velocity for the duration of the transition is
adopted as optimization criterion. The detailed solution of this problem
is given, as a result of which the dependence of the optimal value of the
dimensionless initial velocity on the ratio between the radii of the initial
and final orbits is established. The numerical estimates of the efficiency
of the proposed interorbital transition regime are made based on the
solution and their comparison with similar estimates for the Homan
regime is made. It can be concluded as a result of these estimates
that the energy-time criterion should also be used in other problems of
orbital space navigation, characterized by a high and even superhigh
duration of the planned transition.
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Igusheva L. A. Rod dynamic fracture in the Klein—Gordon
field

The interaction model of a constant cross-section rod with an
elastic environment is considered. The directly proportional to the
displacement resistance forces impacted on the rod.

The equation of longitudinal vibrations of the rod interacting with
the elastic medium is obtained. This equation is well-known Klein —
Gordon equation. The solution of this equation is found. Displacements
and stresses arising in the rod under dynamic loading are calculated.

The wave propagation and reflection from the free boundary of a
finite-length rod are considered. The possibility of the effect of spall
fracture is shown. Fracture phenomenon is predicted by the incubation
time criterion. In several special cases, the dependence of the threshold
value of the load amplitude on the critical time of the rod fracture
and on the duration of the load is found. With a small coefficient of
environment resistance, a range of optimal frequencies load for rod
fracture is found.

With an increase in the resistance coefficient of the environment, it
is noted that the rod fracture occurred with the direct propagation of
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the wave along the rod. It is shown that there are optimal frequencies
of load when the rod fracture occurred.
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Dahl Yu. M., Morshchinina A. A., Morshchinina D. A. Some of
the problems of bending and stability of elastic beams and
plates

The problem of the stress-strain state of a curved beam loaded
with an arbitrary transverse load is considered. The integration of the
differential bending equation is made by using the operating method.
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The connection of this method with the method of initial parameters
is determined.

The stability of prismatic bars is investigated by the operational
method. The physical meaning of the “completely indefinite” numerical
factor in the theoretical works of the authors describing the forms of
stability loss of bars is determined. The local loss of stability of thin-
walled elements of engineering structures is analyzed. The results of
some theoretical studies of this problem are presented.

The features of deformation of thick plates and thin plates with
elliptical cut are presented. It is noted that the stress concentration
coefficient is a function which depends on the deformed cut
configuration.

The results of laboratory experiments on stretched polymer films
with a circular hole and a system of rectilinear cuts are presented.
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Fazlyeva K. M., Shugailo T. S. Vibration damping control of a
three-mass system while horizontal motion

Calculating the vibration damping of a mechanical system by
constructing an optimal control force that transfers mechanical system
for a given time from the one phase state with predetermined initial
generalized coordinates and velocities to another phase state with given
coordinates and speeds is considering. Such a problem is the central
problem of control theory. To solve it, a relatively new method based
on the application of generalized Gauss principle from the theory of
nonholonomic systems is used. Calculations results are compared with
the results obtained using Pontryagin maximum principle from the
classical control theory.
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Morshchinina A. A., Morshchinina D. A. Analysis of reliability
and safety of automated control systems

In this article automated control systems are considered.
Mathematical models of their functioning, taking into account the
features of the structure of hardware and software, are constructed.
The analysis of the reliability and safety of the automated control
system as a whole and its functional blocks, which are redundant or
non- redundant system with recovery, is made. On the basis of the
theory of Markov processes formulas of availability function, availability
factor, failure rate are obtained. The ways of control and checking
information flows including different functional blocks of the system are
investigated. Expressions for calculating the probability of a dangerous
failure are founded by Fault Tree Analysis.

The presented models allow to assess the reliability and safety of
automated control systems of different configurations. The influence of
the system structure on the values of reliability and safety indicators is
analyzed.
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Dementyev A. V. Specific features of the reflection by the
radiation of a compact highly focused rotating source

The location is based on the fact that the analysis of the properties
of the reflected signal provides opportunity to get information about
the surface of the studied or revealed object. In the case of the location
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of farther objects and in larger solid angle two methods can be used: 1)
to send the high energetic flux of the radiant energy (electromagnetic,
acoustic etc.) at once on all possible directions by the short impulses; 2)
to concentrate this flux in the narrow ray and scan different directions
by it. Given the finite value of the speed of propagation of the signals
the irradiation of one and the same object by these two methods may
result in the substantially different pictures of the reflection for one and
the same remote observer.

In this research the reflection by the screen of the spherical and
ellipsoidal form of the electromagnetic radiation of the compact source
uniformly rotating about its axis and radiating in the limited solid
angle is considered. The profiles of the reflected impulses are calculated,
as well as the moments of their arrival at the remote observer. The
conditions are determined under which the above methods of the
irradiation of the screen give the reflected impulses with substantially
different parameters.

MSC class: 78A05, 78-04

Keywords: rotating source, reflection of radiation, location.
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Franus D. V. Features of finite-element modeling of eye
biomechanic’s problems in COMSOL

The features of finite-element modeling of the corneoscleral shell
of human eye under the pressure of applied vacuum compression ring
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on the example of the COMSOL software package are considered. The
aspects of building the geometry of an elastic multilayer thin-walled
shell consisting of two spherical parts: 1) the corneal and 2) the scleral
shell are considered in detail. The features of the use of a curvilinear
coordinate system, parameters and variables, contact pair settings are
described.

As a result of modeling, the nonlinear relation between modulus of
elasticity of the sclera and both displacement and stress of the scleral
shell under the load of a vacuum compression ring is revealed.

MSC class: 74S05, 74K25
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Petrova V. I., Yushkov M. P. On the motion equations for a
system of rigid bodies in redundant coordinates

It is convenient to use a special form of differential motion equations
to describe the motion of a solid body. The position of the solid body is
characterized by the vectors determining the position of the mass center
and three unit vectors of the associated coordinate system. The vector
form of the Lagrange equations is written using the above “coordinates”.
12 equations are obtained in the scalar form and found 12 projections of
the introduced vectors. This is twice the number of degrees of freedom,
so the resulting differential equations are called the motion equations
in redundant coordinates.
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Such equations are convenient to use, in particular, in studying
the motion of the loaded Stewart platform and in the preparation of
equations of motion of interconnected solids.
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УДК 523.2
Смирнов А.С., Смольников Б.А. Энерго-временной крите-

рий оптимизации в задаче Гомона // Труды семинара «Ком-
пьютерные методы в механике сплошной среды». 2018–2019 гг.
С. 6–20.

Дается новая постановка классической задачи астродинамики—
задачи Гомана— об оптимизации двухимпульсного перехода косми-
ческого летательного аппарата между двумя компланарными кру-
говыми орбитами. В качестве критерия оптимизации принят энер-
го-временной показатель качества, равный произведению суммар-
ного прироста характеристической скорости и длительности пере-
хода. Приводится подробное решение этой задачи, в результате ко-
торого установлена зависимость оптимального значения величины
безразмерной начальной скорости от соотношения между радиуса-
ми начальной и конечной орбит. На основе построенного решения
сделаны численные оценки эффективности предложенного режима
межорбитального перехода и проведено их сопоставление с анало-
гичными оценками для гомановского режима. В результате дан-
ных оценок можно сделать вывод о целесообразности использова-
ния энерго-временного критерия и в других задачах орбитальной
космической навигации, характерных высокой и даже сверхвысо-
кой длительностью планируемого перехода.

Библиогр. 15 назв. Ил. 6
Ключевые слова: космический летательный аппарат, гоманов-

ский полуэллипс, двухимпульсный переход, энерго-временной кри-
терий оптимизации.

УДК 539.3:539.42
Игушева Л.А. Динамическое разрушение стержня в вол-

новом поле Клейна— Гордона // Труды семинара «Ком-
пьютерные методы в механике сплошной среды». 2018–2019 гг.
С. 21–38.

Рассматривается модель взаимодействия стержня постоянного
поперечного сечения с упругой окружающей средой. Со стороны
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среды на стержень действуют силы сопротивления прямо пропор-
циональные перемещению. В рамках задачи об ударе рассмотре-
ны распространение и отражение волны от свободной границы
стержня конечной длины. В задаче отражения волны от свобод-
ного конца стержня показана возможность эффекта откольного
разрушения. В нескольких частных случаях найдены зависимо-
сти порогового значения амплитуды возмущающей силы от кри-
тического времени разрушения стержня и от длительности воздей-
ствия внешней силы. Обнаружен целый диапазон оптимальных ча-
стот воздействия, при которых происходит откольное разрушение
стержня.

Библиогр. 10 назв. Ил. 10
Ключевые слова: динамическое разрушение, откольное разру-

шение, инкубационное время разрушения.

УДК 539.3
Даль Ю.М., Морщинина А.А., Морщинина Д.А. Некоторые

задачи изгиба и устойчивости упругих балок и пластин //
Труды семинара «Компьютерные методы в механике сплошной сре-
ды». 2018–2019 гг. С. 39–53.

Рассмотрена задача о напряженно-деформированном состоянии
изогнутой балки, загруженной произвольной поперечной нагруз-
кой. Интегрирование дифференциального уравнения изгиба выпол-
нено операционным способом. Установлена связь этого способа с
методом начальных параметров.

Операционным методом исследована устойчивость призматиче-
ских стержней. Выявлен физический смысл «совершенно неопреде-
ленного» числового сомножителя в теоретических работах авторов,
описывающих формы потери устойчивости стержней. Проанали-
зирована локальная потеря устойчивости тонкостенных элементов
инженерных конструкций. Приведены результаты некоторых тео-
ретических исследований данной проблемы.

Изложены особенности деформирования толстых плит и тонких
пластин с эллиптическим вырезом. Отмечено, что так называемый
коэффициент концентрации напряжений является функцией, зави-
сящей от деформированной конфигурации выреза.
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Показаны результаты лабораторных экспериментов над растя-
нутыми полимерными пленками с круговым отверстием и системой
прямолинейных разрезов.

Библиогр. 11 назв. Ил. 11
Ключевые слова: теория упругости, операционный метод, устой-

чивость стержней, пластина с эллиптическим вырезом.

УДК 531.3
Фазлыева К.М., Шугайло Т.С. Управление гашением коле-

баний трехмассовой системы при горизонтальном движе-
нии // Труды семинара «Компьютерные методы в механике сплош-
ной среды». 2018–2019 гг. С. 54–64.

Работа посвящена расчету гашения колебаний механической си-
стемы при помощи нахождения оптимальной управляющей силы,
переводящей механическую систему за требуемое время из одно-
го фазового состояния, в котором заданы начальные обобщенные
координаты и скорости, в другое фазовое состояние с заранее за-
данными обобщенными координатами и скоростями. Такая задача
является одной из центральных задач теории управления. Для ее
решения используется сравнительно новый метод, опирающийся на
применение обобщенного принципа Гаусса из теории неголономных
систем. Результаты расчетов сравниваются с результатами, полу-
ченными применением классической теории управления— принци-
пом максимума Понтрягина.

Библиогр. 6 назв. Ил. 5
Ключевые слова: принцип максимума Понтрягина, обобщенный

принцип Гаусса, неголономные связи высоких порядков, оптималь-
ное управление.

УДК 519.873
Морщинина А.А., Морщинина Д.А. Анализ надежности и

безопасности автоматизированных систем управления //
Труды семинара «Компьютерные методы в механике сплошной сре-
ды». 2018–2019 гг. С. 65–79.

В данной статье рассмотрены автоматизированные системы
управления. Построены математические модели их функциониро-
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вания, учитывающие особенности структуры аппаратных средств и
программного обеспечения. Произведен анализ надежности и без-
опасности автоматизированной системы управления в целом и вхо-
дящих в нее функциональных блоков, представляющих собой ре-
зервированную или нерезервированную систему с восстановлени-
ем. На основе теории марковских случайных процессов выведены
зависимости для определения функции готовности, коэффициен-
та готовности, интенсивности отказов. Исследованы пути потоков
управляющей и контрольной информации, включающие различные
функциональные блоки системы. Методом анализа дерева неис-
правностей получены формулы для вычисления вероятности опас-
ного отказа.

Представленные модели позволяют производить оценку надеж-
ности и безопасности автоматизированных систем управления раз-
личной конфигурации. Проанализировано влияние структуры си-
стемы на значения показателей надежности и безопасности.

Библиогр. 15 назв. Ил. 9. Табл. 2
Ключевые слова: автоматизированная система управления, тео-

рия надежности, показатели надежности, теория марковских слу-
чайных процессов, анализ дерева неисправностей.

УДК 535.3, 51-7
Дементьев А.В. Особенности отражения излучения ком-

пактного узконаправленного вращающегося источника //
Труды семинара «Компьютерные методы в механике сплошной сре-
ды». 2018–2019 гг. С. 80–96.

Локация основана на том, что анализ свойств отраженного сиг-
нала дает возможность получать информацию о поверхности ис-
следуемого или обнаруживаемого объекта. При этом для локации
более далеких объектов и в большем телесном угле можно исполь-
зовать два способа: 1) посылать высокоэнергичный поток излуче-
ния (электромагнитного, акустического и т. д.) сразу по всем воз-
можным направлениям короткими импульсами; 2) сосредоточить
этот поток в узком луче и сканировать им по различным направле-
ниям. В связи с конечностью скорости распространения сигналов
облучение одного и того же объекта этими двумя способами может
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давать существенно разные картины отражения для одного и того
же удаленного наблюдателя.

В работе рассмотрено отражение экраном сферической и эллип-
соидальной формы электромагнитного излучения компактного ис-
точника, равномерно вращающегося вокруг своей оси и излучаю-
щего в ограниченном телесном угле. Рассчитаны профили отражен-
ных импульсов и их моменты прихода к удаленному наблюдателю.
Определены условия, при которых указанные способы облучения
экрана дают отраженные импульсы с существенно различающими-
ся параметрами.

Библиогр. 4 назв. Ил. 8
Ключевые слова: вращающийся источник, отражение излуче-

ния, локация.

УДК 531/534: [57+61]
Франус Д.В. Особенности конечно-элементного модели-

рования в COMSOL задач биомеханики глаза // Труды семи-
нара «Компьютерные методы в механике сплошной среды». 2018–
2019 гг. С. 97–107.

C использованием программного пакета COMSOL рассматрива-
ются особенности конечно-элементного моделирования корнеоскле-
ральной оболочки глаза человека под действием давления, создава-
емого приложенной вакуумной присоской. Подробно проанализиро-
ваны аспекты построения геометрии упругой многослойной тонко-
стенной оболочки, состоящей из двух сферических частей: роговой
оболочки и склеральной оболочки. Приводится описание особенно-
стей использования криволинейной системы координат, параметров
и переменных, настройки контактного взаимодействия.

В результате моделирования выявлено нелинейное влияние мо-
дуля упругости склеры на перемещения и напряжения склеральной
оболочки под действием вакуумного компрессионого кольца.

Библиогр. 3 назв. Ил. 6.
Ключевые слова: корнеосклеральная оболочка, вакуумное ком-

прессионное кольцо, внутриглазное давление, конечно-элементное
моделирование, LASIK.
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УДК 531.8
Петрова В.И., Юшков М.П. Об уравнениях движения си-

стемы твердых тел в избыточных координатах // Труды
семинара «Компьютерные методы в механике сплошной среды».
2018–2019 гг. С. 108–115.

В работе предлагается видоизмененный вывод специальной
формы дифференциальных уравнений движения системы соеди-
ненных твердых тел. Их можно назвать и уравнениями движения
системы твердых тел в избыточных координатах. Такие уравнения
удобно использовать, например, при изучении движения нагружен-
ной платформы Стюарта.

Библиогр. 6 назв.
Ключевые слова: уравнения движения системы твердых тел,

уравнения Лагранжа, голономные связи.



Научно е и з д а н и е

ТРУДЫ СЕМИНАРА «КОМПЬЮТЕРНЫЕ МЕТОДЫ
В МЕХАНИКЕ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ»

2018–2019 гг.

Редактор И.В.Петрова
Корректор Н.Е.Абарникова

Компьютерная верстка Е.М.Воронковой
Обложка Е.А.Соловьевой

Подписано в печать 00.00.2019. Формат 60 × 841/16. Усл. печ. л. 00,00.
Тираж 000 экз. Заказ № .

Издательство Санкт-Петербургского университета.
199004, Санкт-Петербург, В.О., 6-я линия, д. 11.

Тел./факс +7(812) 328-44-22
publishing@spbu.ru

publishing.spbu.ru

Типография Издательства СПбГУ.
199034, Санкт-Петербург, Менделеевская линия, д. 5.

Книги Издательства СПбГУ можно приобрести
по издательским ценам в Доме университетской книги СПбГУ

Санкт-Петербург, Менделеевская линия, д. 5
Тел. (812)329-24-71

Часы работы: 10.00–20.00 пн. — сб.,
а также на сайте publishing.spbu.ru




