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Îò ðåäêîëëåãèè

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñáîðíèê òðóäîâ ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå
ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû� àäðåñîâàí â îñíîâíîì ìîëî-
äûì ó÷åíûì, ìû ñî÷ëè öåëåñîîáðàçíûì, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî âûïóñ-
êà ñáîðíèêà, â êîòîðîì áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ ïðîô. Ë.Í. ßñ-
íèöêîãî (ÏÃÓ), âêëþ÷àòü â �Òðóäû ñåìèíàðà� ðàáîòû âåäóùèõ
ó÷åíûõ-ìåõàíèêîâ. Â ýòîì âûïóñêå ïóáëèêóåòñÿ ñòàòüÿ À.Ï. Ôè-
ëèíà �Îá îäíîé òðàêòîâêå ìåòîäà Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà�.

Àíàòîëèé Ïåòðîâè÷ Ôèëèí (1920�2012) áûë ïðîôåññîðîì, äîê-
òîðîì òåõíè÷åñêèõ íàóê, çàñëóæåííûì äåÿòåëåì íàóêè è òåõ-
íèêè ÐÔ. Îí çàâåäîâàë êàôåäðàìè Ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè â
ËÈÈÆÒå (1954�1976) è ËÊÈ (1978�1991); ïîäãîòîâèë áîëåå äâóõ
äåñÿòêîâ äîêòîðîâ è êàíäèäàòîâ íàóê. À.Ï. Ôèëèí ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ðîì çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà íàó÷íûõ òðóäîâ, ñðåäè êîòîðûõ èçâåñòíàÿ
òðåõòîìíàÿ ìîíîãðàôèÿ �Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî
òåëà�. Â ïîñëåäíèå ãîäû îí æèë â ÑØÀ, ãäå íàïèñàë �Î÷åðêè îá
ó÷åíûõ-ìåõàíèêàõ�, êîòîðûå áûëè îïóáëèêîâàíû â Ìîñêâå â 2007
ã. Â íèõ óïîìèíàëîñü î òîì, ÷òî àâòîð â ñâîå âðåìÿ íàïèñàë ñòà-
òüþ î ïðèìåíåíèè ðÿäîâ Ôóðüå â ìåòîäå Ãàë¼ðêèíà, íî íå îïóá-
ëèêîâàë åå. Ýòîé èíôîðìàöèåé çàèíòåðåñîâàëñÿ ïðîô. Èñààê Ýëè-
øàêîâ (Isaac Elishako�) èç Àòëàíòè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Ôëîðèäû
(Florida Atlantic University). Îí ðàçûñêàë ó àìåðèêàíñêèõ êîëëåã
À.Ï. Ôèëèíà ìàøèíîïèñíûé ïîäëèííèê ñòàòüè è ïðåäëîæèë îïóá-
ëèêîâàòü ýòó ðàáîòó â Ðîññèè.

Â ðåäêîëëåãèþ ñáîðíèêà ñòàòüÿ áûëà ïåðåäàíà îäíèì èç ó÷åíè-
êîâ À.Ï. Ôèëèíà êàíäèäàòîì òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòîì êàôåäðû
�Ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé� ÏÃÓÏÑ Áîðèñîì Ìèõàé-
ëîâè÷åì Àëëàõâåðäîâûì.



ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÒÐÀÊÒÎÂÊÅ
ÌÅÒÎÄÀ ÁÓÁÍÎÂÀ�ÃÀËÅÐÊÈÍÀ

À.Ï. Ôèëèí

Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî òðàêòîâàòü è êàê ðåçóëüòàò íåïîñðåä-
ñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííûõ ðÿäîâ Ôóðüå. Ïðè ýòîì â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå îáëåã÷àåòñÿ êàê çàäà÷à î ñõîäèìîñòè ìåòîäà, òàê è âîïðîñ
î âûáîðå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó

L (u) = f â D; (1)

λk (u) = φk íà Γ, (k = 1, . . . , p) , (2)

ãäå p ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
Ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ôóíêöèþ u â âèäå ñëåäóþùåãî ðàçëîæå-

íèÿ:

u =
n∑

i=1

aiχi, (3)

ãäå ai � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ, χi

� ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è îáðàçóþ-
ùèå ïîëíóþ ñèñòåìó.

Ïîäñòàâèì (3) â (1):

L

(
n∑

i=1

aiχi

)
= f. (4)

Ðàâåíñòâî (4) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ìíî-
æåñòâå êîýôôèöèåíòîâ ai. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

F = L

( ∞∑
i=1

aiχi

)
. (5)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîñòàâèòü óñëîâèÿ äëÿ îòûñêàíèÿ ai, îáåñïå÷è-
âàþùèõ òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî

F = f, (6)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâåííîå óäîâëåòâîðåíèå ðÿäîì (3) óðàâíå-
íèþ (1), ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì � ïðåäñòàâèì îáå ÷àñòè â
(6) â âèäå îáîáùåííûõ ðÿäîâ Ôóðüå, â êîòîðûõ ðàçëîæåíèå ïðîèç-
âîäèòñÿ ïî ψi, îáðàçóþùèì ïîëíóþ ñèñòåìó îðòîãîíàëüíûõ ôóíê-
öèé:

F =

∞∑
i=1

biψi, f =

∞∑
i=1

ciψi, (7)

ãäå

bj =

∫
D
F · ψjdq∫
D
ψ2
jdq

, cj =

∫
D
f · ψjdq∫
D
ψ2
jdq

. (8)

Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7), à çàòåì (7) â (6), ïîëó÷èì

∞∑
i=1

∫
D
F · ψjdq∫
D
ψ2
jdq

ψj =
∞∑
i=1

∫
D
f · ψjdq∫
D
ψ2
jdq

ψj (9)

èëè, ó÷èòûâàÿ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé ψj , ïîëó÷àåì èç
(9) ∫

D
F · ψjdq∫
D
ψ2
jdq

ψj =

∫
D
f · ψjdq∫
D
ψ2
jdq

ψj , j = 1, 2, . . . (10)

èëè, íàêîíåö, âûïîëíÿÿ ñîêðàùåíèå â (9), ïîëó÷èì∫
D

F · ψjdq =

∫
D

f · ψjdq, j = 1, 2, . . . (11)

Ïåðåíîñÿ èíòåãðàë â (11) èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â ëåâóþ è èñ-
ïîëüçóÿ (5), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé∫

D

(
L

( ∞∑
i=1

aiχi

)
− f

)
ψjdq = 0, j = 1, 2, . . . (12)

äëÿ îòûñêàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ai, îáåñïå÷èâàþùèõ óäîâëåòâîðåíèå
ôóíêöèåé (3) äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1).

Åñëè ôóíêöèè χi âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíè êðîìå ïîëíîòû ñèñòå-
ìû è óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿëè è îðòî-
ãîíàëüíîñòè, òî â êà÷åñòâå ñèñòåìû ψi ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ïðèíÿòü
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è ôóíêöèè χi, òîãäà (12) ïðèîáðåòàåò îáùåïðèíÿòûé âèä ðàçðåøà-
þùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäà Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà:∫

D

(
L

( ∞∑
i=1

aiχi

)
− f

)
χjdq = 0, j = 1, 2, . . . (13)

Ðàçóìååòñÿ, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ âûáðàòü ñèñòåìó
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîâðåìåííî êàê ãðàíè÷íûì óñëîâè-
ÿì, òàê è óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè, çàòðóäíèòåëüíî, ôîðìå (8)
ïðåäïî÷òèòåëüíåå ôîðìà (12), â êîòîðîé ôóíêöèè χi óäîâëåòâîðÿ-
þò ëèøü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, à ψj � ëèøü óñëîâèÿì îðòîãîíàëü-
íîñòè (óñëîâèÿì ïîëíîòû äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü êàæäàÿ èç ñèñòåì
ôóíêöèé χi è ψj). Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê ïðåäñòàâèìîñòè
ôóíêöèé (5) ïåðâûì îáîáùåííûì ðÿäîì Ôóðüå (7).



ÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÛ ÐÀÇÂÈÒÈß ÎÐÁÈÒÀËÜÍÛÕ
ÒÐÎÑÎÂÛÕ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÈÕ ÐÀÇÂÅÐÒÛÂÀÍÈß

Á.À. Ñìîëüíèêîâ, Â.À. Ëåîíòüåâ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ðàçâåðòûâàíèÿ íà êðóãîâîé îêî-
ëîçåìíîé îðáèòå êðóïíîãàáàðèòíîé òðîñîâîé (ñåò÷àòîé) êîíñòðóêöèè,
îñíîâíûì ñòðîèòåëüíûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãðàâèòàöèîííûå
äèïîëè (ÃÄ). Ïðåäëîæåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû äâà ñïîñîáà ðàñêðû-
òèÿ íà îðáèòå îäèíî÷íîãî ÃÄ. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîäòâåðäèëè ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ñïîñîáîâ ðàçâåðòûâàíèÿ è
àäåêâàòíîñòü èõ êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé.

1. Ââåäåíèå

Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå òðîñîâûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñî-
âåðøåííî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñòðîèòåëüñòâà íà îêîëîçåì-
íîé îðáèòå êðóïíîãàáàðèòíûõ æèëûõ, ïðîèçâîäñòâåííûõ è èññëå-
äîâàòåëüñêèõ êîìïëåêñîâ, ãàáàðèòû êîòîðûõ èñ÷èñëÿþòñÿ ðàçìå-
ðàìè îò ñîòåí ìåòðîâ äî äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
íåîáõîäèìîé æåñòêîñòè ïîäîáíûõ ñåò÷àòûõ ñîîðóæåíèé òðåáóåò-
ñÿ ñîçäàâàòü â òðîñîâûõ ýëåìåíòàõ îïðåäåëåííóþ ñèëó èõ íàòÿæå-
íèÿ ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ, öåíòðîáåæíûõ è
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë. Äëÿ êðàòêîâðåìåííîãî íàòÿæåíèÿ òðîñîâ
â ïðîöåññå èõ ðàñêðûòèÿ è ìîíòàæà ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå
òÿãîâûå ðåàêòèâíûå ìîäóëè.

Ñôåðû ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ îðáèòàëüíûõ òðîñîâûõ êîí-
ñòðóêöèé (ÎÒÊ) ÷ðåçâû÷àéíî ðàçíîîáðàçíû. Ýòî, íàïðèìåð, ìíî-
ãîìîäóëüíûå æèëûå è ïðîèçâîäñòâåííûå êîìïëåêñû, ñîåäèíåííûå
òðîñàìè è îáëàäàþùèå âïîëíå îùóòèìîé ìèêðîòÿæåñòüþ. Ýòî ðàç-
íîìàñøòàáíûå ïðè÷àëüíûå ñîîðóæåíèÿ äëÿ êîñìè÷åñêèõ àïïàðà-

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 4 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.
c⃝ Á.À. Ñìîëüíèêîâ, Â.À. Ëåîíòüåâ, 2013
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òîâ è ñïóòíèêîâ, à òàêæå ñêëàäñêèå ïîìåùåíèÿ. Ýòî âñåâîçìîæíûå
ýíåðãîäîáûâàþùèå óñòàíîâêè (íà ñîëíå÷íûõ áàòàðåÿõ). Ýòî îðáè-
òàëüíûå ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûå ïàðíèêè ñ ãèäðîïîíèêîé äëÿ âûðà-
ùèâàíèÿ êóëüòóðíûõ ðàñòåíèé. Ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå ÎÒÊ êîí-
ñòðóêöèÿ â ôîðìå öèëèíäðè÷åñêîé �îðáèòàëüíîé êîðçèíû� (ðèñ. 1)
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îðáèòàëüíîãî ìóñîðîñáîðíèêà è
äàæå ìóñîðîïåðåðàáîò÷èêà, ÷òî ñòàíåò êðàéíå àêòóàëüíî óæå â
áëèæàéøèå ãîäû.

Ðèñ. 1. (à) � îäèíî÷íûé ÃÄ; (á) � ñèñòåìà ÃÄ íà îðáèòå (�êîðçèíà�).

Íàêîíåö, ïîäîáíàÿ îðáèòàëüíàÿ êîðçèíà ìîæåò ñëóæèòü íàó÷-
íûì ïîëèãîíîì äëÿ ïðîâåäåíèÿ óíèêàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñà-
ìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ çíàíèé è òåõíîëîãèé. Áîëüøèì äîñòîèíñòâîì
ïðåäëàãàåìîé ÎÒÊ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü åå ðàñøèðåíèÿ âî âñåõ
íàïðàâëåíèÿõ ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ ê íåé ðàçëè÷íûõ òðîñîâûõ êîí-
ñòðóêöèé è ìîäóëåé.

2. Îáùàÿ ñõåìà ðàçâåðòûâàíèÿ ÃÄ

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îðáèòàëüíîãî ðàçâåðòûâàíèÿ ÎÒÊ âîçíè-
êàþò äâà êëàññà íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì
[1�6]:
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à) ðàñêðûòèå è îðáèòàëüíûé ìîíòàæ òðîñîâûõ è ñåò÷àòûõ ýëå-
ìåíòîâ;

á) ñòàáèëèçàöèÿ è óïðàâëåíèå ñîáðàííîé ÎÒÊ ïðè åå ýêñïëóà-
òàöèè.

Îãðàíè÷èâàÿñü çäåñü òîëüêî ïåðâîé ïðîáëåìîé, ðàññìîòðèì åå
îñíîâíîé ñòðîèòåëüíûé ýëåìåíò � ãðàâèòàöèîííûé äèïîëü (ÃÄ),
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé â ðàçâåðíóòîì ñîñòîÿíèè ñîâîêóïíîñòü äâóõ
ìîäóëåé, ñîåäèíåííûõ äëèííûì òðîñîì, âûòÿíóòûì âäîëü ìåñòíîé
âåðòèêàëè, êîãäà öåíòð ìàññ ÃÄ ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé
îðáèòå ñî ñêîðîñòüþ Vc (ñì. ðèñ. 1 (à)).

Óæå ýòîò ïðîñòåéøèé òðîñîâûé ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, òàê êàê îí ïîçâîëÿåò ñîçäàòü â êîí-
öåâûõ ìîäóëÿõ ìèêðîòÿæåñòü äëÿ îáèòàþùèõ òàì ëþäåé, äîñòèãà-
þùóþ 2�3% îò íàçåìíîé ïðè äëèíå òðîñà L îêîëî 100 êì. Îäíàêî
ãîðàçäî áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èñïîëüçîâàíèå ÃÄ â êà÷å-
ñòâå òèïîâîãî ýëåìåíòà ïðè ïîñòðîåíèè êðóïíîãàáàðèòíûõ ÎÒÊ.
Òàê, ðàçâîðà÷èâàÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ÃÄ öåëûé ðÿä àíàëîãè÷íûõ
ÃÄ è îáðàçóÿ èç íèõ, ïîñðåäñòâîì êîëüöåâûõ òðîñîâ, êðóãîâóþ îð-
áèòàëüíóþ êîðçèíó (ðèñ. 1 (á)), ìîæíî ïîñòðîèòü öåëûé îðáèòàëü-
íûé öèëèíäðè÷åñêèé îñòîâ, ïðèãîäíûé äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ öåëåé.
Äëÿ ïðèäàíèÿ ýòîìó îñòîâó ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ïî ñâÿçóþùèì
êîëüöàì ìîæíî ïðîïóñòèòü ïîñòîÿííûé òîê, äëÿ ÷åãî èõ öåëåñî-
îáðàçíî ñäåëàòü ñâåðõïðîâîäÿùèìè. Òåì ñàìûì îñòîâ ïðèîáðåòåò
æåëàåìóþ æåñòêîñòü êàê â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè (çà ñ÷åò ïðè-
ëèâíûõ ãðàâèòàöèîííûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êàæäûé ÃÄ), òàê è
â ïîïåðå÷íîì (çà ñ÷åò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ðàñïîðà òîêîâûõ êîëåö).
Ýòî ïîçâîëèò ïåðåéòè ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïî óïðàâëåíèþ êàê âðàùà-
òåëüíûì, òàê è ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì îñòîâà â ëþáîì íóæ-
íîì íàïðàâëåíèè. Çäåñü âîçíèêàåò øèðîêèé êðóã çàäà÷, ñâÿçàííûõ
ñ ãàøåíèåì âîçíèêàþùèõ êîëåáàíèé ñåò÷àòûõ êîíñòðóêöèé, à òàê-
æå ñ âûáîðîì îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ èìè.

Ïåðâûì øàãîì â ïîñòðîåíèè ÎÒÊ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ðàñêðû-
òèå îäèíî÷íîãî ÃÄ ñ áîðòà ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ñïóòíèêà-íîñèòåëÿ
(Ñ-Í), äâèæóùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îêîëîçåìíîé îðáèòå. Çäåñü ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äâà ñïîñîáà ðàçâåðòûâàíèÿ ÃÄ:

1) áàëëèñòè÷åñêèé òðåõèìïóëüñíûé ìàíåâð;
2) óïðàâëÿåìîå âûòÿãèâàíèå òðîñà èç êîðïóñà ñïóòíèêà ïîñðåä-
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ñòâîì òÿãîâîãî ðåàêòèâíîãî ìîäóëÿ B íà íèæíåì êîíöå òðîñà.
Â ïåðâîì ðåæèìå êîíöåâîìó ãðóçó (ìîäóëþ)B òðîñà ñîîáùàåòñÿ

äîçèðîâàííàÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü V0, ïîñëå ÷åãî îí â áàëëèñòè÷å-
ñêîì ïîëåòå âûòÿãèâàåò çà ñîáîé òðîñ èç ñïóòíèêà äî òåõ ïîð, ïîêà
íå äîñòèãíåò öåëåâîé òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé íà òåêóùåì ðàäèóñ-
âåêòîðå Ñ-Í, ò.å. íà åãî ìåñòíîé âåðòèêàëè. Â ýòîé òî÷êå íà ìî-
äóëå B âêëþ÷àåòñÿ òÿãîâûé ðåàêòèâíûé äâèãàòåëü, ñîîáùàþùèé
åìó òîðìîçíîé èìïóëüñ ∆vB , à âåðõíåìó êîíöåâîìó ãðóçó (ìîäóëþ)
A ñîîáùàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ÃÄ îðáèòàëüíàÿ ñêîðîñòü
∆vA. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ èçîëèðîâàííûé ÃÄ (AB), ñîâåðøàþ-
ùèé ïðåäïèñàííîå åìó îðáèòàëüíîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì îáà åãî
ãðóçà (ìîäóëÿ) ðàñïîëàãàþòñÿ íà îäíîé ìåñòíîé âåðòèêàëè.

Âî âòîðîì ðåæèìå ïðîöåññ âûïóñêà ãðóçà (ìîäóëÿ) B ïðîèñõî-
äèò ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíîé ìàëîé òÿãè êîíöåâîãî äâèãàòåëÿ íà
ýòîì ìîäóëå, à çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â âûáîðå îïòèìàëüíîé
âåëè÷èíû è íàïðàâëåíèÿ òÿãè.

Ïîëíîñòüþ ðàçâåðíóòûé ÃÄ ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì �êèðïè÷îì�
áóäóùåé îðáèòàëüíîé êîðçèíû, ïðè÷åì îòäåëüíûå òðîñû ìîæíî âû-
ïóñêàòü íà ïðåäïèñàííóþ îðáèòó ñî ñïóòíèêà ëèáî íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà, ëèáî â âèäå íåêîòîðîãî ïó÷êà òðîñîâ ñ ïîñëåäóþùèì èõ
ðàçäåëåíèåì è îáðàçîâàíèåì öèëèíäðè÷åñêîé ñåò÷àòîé êîíñòðóê-
öèè.

3. Àíàëèç òðàåêòîðèé âûáðàñûâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïåðâûé ðåæèì ðàçâåðòûâàíèÿ ÃÄ. Ñâÿ-
æåì ñî ñïóòíèêîì-íîñèòåëåì îðáèòàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
OXY Z, íà÷àëî êîòîðîé íàõîäèòñÿ â öåíòðå ìàññ Ñ-Í è äâèæåòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñà R, ïðè÷åì îñü OY âñåãäà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó Çåìëè, à îñü OX � âäîëü âåêòîðà îðáèòàëüíîé
ñêîðîñòè Ñ-Í. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü (ω) âðàùåíèÿ îñåé XY , î÷åâèäíî,

ω =

√
g

R
, (1)

ãäå g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè íà ðàññòîÿíèè R îò öåíòðà Çåìëè,
à ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òî÷å÷íîãî
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ìîäóëÿ B ñ ìàññîé mB (áåç ó÷åòà ìàññû òðîñà), âûáðîøåííîãî ñ
íîñèòåëÿ ñ íà÷àëüíîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ V0 ïîä óãëîì θ ê
îñè OY , èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ñì. [1])

ẍ− 2ωẏ = 0,
ÿ + 2ωẋ− 3ω2y = 0.

(2)

Ýòè óðàâíåíèÿ (2), ïðè áðîñàíèè òåëà èç íà÷àëà êîîðäèíàò ñ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ V0, íàïðàâëåííîé ïîä óãëîì θ ê îñè ìåñòíîé
âåðòèêàëè Y (ê öåíòðó Çåìëè), èìåþò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

x(t) = (3t− 4
ω sin(ωt))V0 sin(θ) +

2
ω (1− cos(ωt))V0 cos(θ),

y(t) = 2
ω (1− cos(ωt))V0 sin(θ) +

1
ω sin(ωt)V0 cos(θ).

(3)

Ïîñòðîèì òðàåêòîðèè ìîäóëÿ B, áðîñàåìîãî ïîä ðàçëè÷íû-
ìè óãëàìè θ ê ìåñòíîé âåðòèêàëè ñ îòíîñèòåëüíîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ, íàïðèìåð, V0 = 10 ì/ñåê. Äëÿ ðàñ÷åòîâ ïðèìåíÿë-
ñÿ âûñîêîòî÷íûé ÿâíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ìåòîä
Äîðìàíäà�Ïðèíñà, èìåþùèé 8-é ïîðÿäîê òî÷íîñòè).

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû òðàåêòîðèè òåëà B ïðè íàïðàâëåíèÿõ
åãî áðîñàíèÿ êàê âäîëü, òàê è ïðîòèâ ìåñòíîé âåðòèêàëè. Ýòî ýë-
ëèïñû ñ îñÿìè, íàïðàâëåííûìè âäîëü îñè OX (áîëüøàÿ îñü) è OY
(ìàëàÿ îñü), è ïåðèîäàìè, ðàâíûìè ïåðèîäó îáðàùåíèÿ Ñ-Í.

Äàëåå íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ ïðè óãëå áðîñàíèÿ 45◦.
Ýòî ïåòëåâàÿ ñïèðàëü, ðàñêðó÷èâàþùàÿñÿ âïåðåä îòíîñèòåëüíî
ñïóòíèêà-íîñèòåëÿ, äâèæóùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå âûñîòîé 400
êì ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ Torb = 5548 ñåê ≈ 1.5 ÷àñà.

Ó÷èòûâàÿ îáùèé õàðàêòåð òàêèõ òðàåêòîðèé, ìîæíî ïîñòàâèòü
âîïðîñ î íàèáîëåå âûãîäíîì ïåðåõîäå ìîäóëÿ B â íåêîòîðóþ òî÷êó
îñè OY , ãäå êîîðäèíàòà xB = 0, à yB = L. Âáëèçè ýòîé òî÷êè ê
ìîäóëþ B ìîæåò áûòü ïðèëîæåí êîððåêòèðóþùèé èìïóëüñ òÿãè,
îáåñïå÷èâàþùèé îðáèòàëüíóþ ñêîðîñòü äàííîãî ìîäóëÿ, íåîáõîäè-
ìóþ äëÿ ñîçäàíèÿ ÃÄ äëèíîé L. Îäíîâðåìåííî âåðõíèé ìîäóëü A
äîëæåí îòäåëèòüñÿ îò êîðïóñà Ñ-Í, ïîëó÷èâ íåîáõîäèìóþ äëÿ ýòî-
ãî îðáèòàëüíóþ ñêîðîñòü.

Â ðåçóëüòàòå ÃÄ íà÷èíàåò ñîâåðøàòü ïðåäïèñàííîå åìó äâèæå-
íèå, èìåÿ óãëîâóþ ñêîðîñòü Ω, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåëè÷èíå ðàäèóñ-
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Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèè òåëà B: ñëåâà � óãîë áðîñàíèÿ θ = 0◦; ñïðàâà
� óãîë áðîñàíèÿ θ = 180◦.

âåêòîðà ρc åãî öåíòðà ìàññ, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì ìàññ ìî-
äóëåé mA è mB. Î÷åâèäíî, ÷òî ρc < R, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
ôîðìóëå (1), Ω > ω.

Ïîýòîìó îðáèòàëüíàÿ ñêîðîñòü ìîäóëÿ A, ðàâíàÿ ΩR, áóäåò ïðå-
âûøàòü îðáèòàëüíóþ ñêîðîñòü Ñ-Í, ðàâíóþ ωR, âñëåäñòâèå ÷åãî ÃÄ
íà÷íåò îáãîíÿòü Ñ-Í, óõîäÿ îò íåãî â íàïðàâëåíèè îñè OX è îñòà-
âàÿñü ïðè ýòîì â ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì
îðáèòàëüíàÿ ñêîðîñòü âåðõíåãî ìîäóëÿ áóäåò ðàâíà ΩR, à íèæíåãî
� Ω(R − L). Ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ÃÄ íåòðóäíî íàéòè èç óñëî-
âèÿ åãî ðàâíîâåñèÿ ïîä äåéñòâèåì ñóììàðíîé ãðàâèòàöèîííîé ñèëû
PA+PB (ãäå PA = µmA/R

2, PA = µmB/(R−L)2, µ = γM � ãðàâèòà-
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Ðèñ. 3. Óãîë áðîñàíèÿ θ = 45◦.

öèîííûé ïàðàìåòð Çåìëè) è öåíòðîáåæíîé ñèëû, ò.å. èç ðàâåíñòâà

PA + PB = Ω2ρc(mA +mB). (4)

×òî êàñàåòñÿ îïòèìèçàöèè ðàññìîòðåííîãî òðåõèìïóëüñíîãî ïåðå-
õîäà, òî çà êðèòåðèé åãî êà÷åñòâà ìîæíî ïðèíÿòü ëèáî âåëè÷èíó
ñóììàðíîãî ïðèðîñòà ñêîðîñòåé âåðõíåãî è íèæíåãî ìîäóëåé

Jc = V0 +∆vA +∆vB , (5)

ëèáî äàëüíîñòü L, êîòîðàÿ îïðåäåëèò îáùóþ äëèíó ÃÄ.
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4. Âûáîð îïòèìàëüíîãî ðåæèìà ðàçâåðòûâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çäåñü âòîðîé êðèòåðèé. Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíî-
ìó âðåìåíè, ïðîïîðöèîíàëüíîìó óãëîâîìó ïåðåìåùåíèþ φ = ωt,
ïðîéäåííîìó ñïóòíèêîì-íîñèòåëåì ïî åãî îðáèòå çà âðåìÿ ìàíåâðà
ðàñêðûòèÿ ÃÄ, âûðàçèì êîîðäèíàòû ìîäóëÿ B â ìîìåíò åãî âûõîäà
íà ìåñòíóþ âåðòèêàëü â òî÷êå x(φ) = 0, y(φ) = L:

x(φ) = V0

ω ((3φ− 4 sinφ) sin θ + 2(1− cosφ) cos θ) = 0,

y(φ) = V0

ω ((2(1− cosφ) sin θ + sinφ cos θ) = L.
(6)

Äàëåå, èñêëþ÷àÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ óãîë áðîñàíèÿ θ, íàéäåííûé
èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

θ = arctan
2(1− cosφ)

4 sinφ− 3φ
, (7)

ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äàëüíîñòè áðîñàíèÿ L:

L(φ) =
V0
ω

8(1− cosφ)− 3φ sinφ√
4(1− cosφ)2 + (4 sinφ− 3φ)2

. (8)

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ îò L(φ) ïî φ è ïðèðàâíÿâ åå íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî
äàëüíîñòü äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, êîãäà âåëè÷èíà φ óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ:

180φ+ (27φ3 − 144φ) cosφ− 36φ cosφ− (173 + 72φ2) sinφ+
+(100− 18φ2) sin 2φ− 9 sin 3φ = 0.

(9)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ÷èñëåííî, íàõîäèì åãî êîðåíü φ = ωTL =
2.10580 ≈ 2π/3, ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿåì èç (7) óãîë θm, îáåñïå÷èâà-
þùèé ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü Lmax:

θm = arctan(−1.049839648646) = 133.607◦ ≈ 3

4
π. (10)

Ïðè ýòîì âðåìÿ áðîñàíèÿ íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü íå çàâè-
ñèò îò âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè áðîñêà V0 è òîãäà TL =
2.1058/ω = 1859.5 ñåê ≈ 31 ìèí (ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè íà âûñîòå
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400 êì, ðàâíîé ω = 0.0011324366 1/ñåê). Íàïðîòèâ, ìàêñèìàëüíàÿ
äàëüíîñòü Lmax çàâèñèò êàê îò ω, òàê è îò V0:

Lmax = 1.59317713
V0
ω
. (11)

Ïðè V0 = 10 ì/ñåê, ω = 0.0011324366 1/ñåê è ïðè îïòèìàëüíîì
óãëå (10) ïîëó÷àåì

Lmax = 14068.58ì. (12)

Ôîðìà òðàåêòîðèè áðîñàíèÿ êîíöåâîãî ìîäóëÿ B íà ìàêñèìàëü-
íóþ äàëüíîñòü Lmax ïîêàçàíà íà ðèñ. 4, à íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâ-
ëåíû ãðàôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé ôóíêöèè äàëüíîñòè
F (φ) = L(φ) · (ω/V0) è åå ïðîèçâîäíîé dF/dφ = F1(φ).

Ðèñ. 4. Óãîë áðîñàíèÿ θm = 133.607◦.
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Ðèñ. 5. Ãðàôèêè áåçðàçìåðíîé ôóíêöèè äàëüíîñòè è åå ïðîèçâîäíîé.

Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (8), ãäå îðáèòàëüíûé
óãîë φ èçìåðÿåòñÿ â ðàäèàíàõ. Èç ýòèõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíîå óäàëåíèå ìîäóëÿ B âäîëü ìåñòíîé âåðòèêàëè îò Ñ-Í äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè φ = 2.1058 ≈ 2π/3, ïðè÷åì âáëèçè ýòîãî ýêñòðåìóìà (â
äèàïàçîíå 1.8 6 φ 6 3) áåçðàçìåðíàÿ äàëüíîñòü F (φ) èçìåíÿåòñÿ
âåñüìà íåçíà÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì îòâå÷àþùèé äàííîìó äèàïàçîíó
óãîë áðîñàíèÿ θ ñîãëàñíî (7) ëåæèò â ïðåäåëàõ 122◦ 6 θ 6 155◦.
Ýòî ïîçâîëÿåò â óêàçàííîì äèàïàçîíå óãëîâ îïòèìèçèðîâàòü ïðî-
öåññ ðàñêðûòèÿ ÃÄ ïî êàêîìó-ëèáî äîïîëíèòåëüíîìó êðèòåðèþ êà-
÷åñòâà, íàïðèìåð ïî (5).

5. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è

Îáðàòèìñÿ òåïåðü êî âòîðîìó ðåæèìó ðàçâîðà÷èâàíèÿ ÃÄ, îñíî-
âàííîìó íà èñïîëüçîâàíèè íåïðåðûâíîé ìàëîé òÿãè, ïðèëîæåííîé
ê ìîäóëþ B. Â ýòîì ðåæèìå î÷åíü âàæíóþ ðîëü èãðàåò ó÷åò ìàñ-
ñû è óïðóãîäèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ âûòÿãèâàåìîãî òðîñà, òàê êàê
ýòè ôàêòîðû ìîãóò îêàçûâàòü áîëüøîå âëèÿíèå íà âåñü ïðîöåññ
ðàñêðûòèÿ ÃÄ.
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Äëÿ ðàñ÷åòà è ìîäåëèðîâàíèÿ òÿãîâûõ ðåæèìîâ âûïóñêà è ðàç-
âåðòûâàíèÿ òðîñà ñ êîíöåâûì ìîäóëåì B áûëà ïîñòðîåíà ïîäðîá-
íàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà è íàïèñàíà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðèìåíÿþùàÿ ñïåöèàëüíûé ìåòîä èíòåãðèðî-
âàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå [7]. Äëÿ íàáëþäåíèÿ è îöåíêè âñåõ
ýòàïîâ ïðîöåññà äâèæåíèÿ òðîñà áûëà íàïèñàíà ñïåöèàëüíàÿ ïðî-
ãðàììà âèçóàëèçàöèè íà ÿçûêå Fortran-90, íà îñíîâå ãðàôè÷åñêîé
áèáëèîòåêè OpenGL â îïåðàöèîííîé ñèñòåìå Windows.

Ïðîãðàììà èñïîëüçóåò äàííûå, ñáðàñûâàåìûå îñíîâíîé ïðî-
ãðàììîé ìîäåëèðîâàíèÿ â âûõîäíîé ôàéë, â êà÷åñòâå ñâîåãî âõîä-
íîãî ôàéëà. Êîîðäèíàòû îòäåëüíûõ òî÷åê òðîñà (ñî÷ëåíåíèé äèñ-
êðåòíîé ìîäåëè òðîñà, ðàçðàáîòàííîé íà îñíîâå äèññåðòàöèîííûõ
ìàòåðèàëîâ îäíîãî èç àâòîðîâ; ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [8]) ñãëàæè-
âàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâíîìåðíûõ ñïëàéíîâ NURBS (Non Uniform
Rational B-Splines), èìåþùèõñÿ â OpenGL.

Ðàáî÷åå îêíî ïðîãðàììû âèçóàëèçàöèè ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 1
è 2 íà âêëåéêå, ãäå ïîêàçàíû ÃÄ ñ òðîñîì, âûïóñêàåìûì â ñòîðî-
íó Çåìëè (îñü OY ), è ñèñòåìà êîîðäèíàò XY Z, ñâÿçàííàÿ ñ Ñ-Í.
Ïëîñêîñòü îðáèòû ïîêàçàíà êàê ñâåðõó (ñî ñòîðîíû îñè Z), òàê è â
ïîïåðå÷íîì ðàêóðñå (ñî ñòîðîíû îñèX). Â ýòîì îêíå îòîáðàæàþòñÿ
òàêæå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà âðåìåíè, êîîðäèíàò ìîäóëÿ B è âåëè÷èíû
ñèëû íàòÿæåíèÿ òðîñà è óêàçàí óãîë âûáðîñà θ.

Îñíîâíîé öåëüþ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî îïðåäåëå-
íèå îïòèìàëüíîãî ðåæèìà âûïóñêà òðîñà è åãî îñòàíîâêè ñ ïîìî-
ùüþ ñèëû òÿãè íà êîíöåâîì ìîäóëå, à òàêæå èçó÷åíèå âëèÿíèÿ
ñèëû ïðèòîðìàæèâàíèÿ òðîñà â âûïóñêíîì êàíàëå íà ïðîöåññ ðàç-
âåðòûâàíèÿ. ×èñëî ðàçáèåíèé òðîñà íà îñíîâíûå ó÷àñòêè áûëî âû-
áðàíî ðàâíûì 30, îáùåå ÷èñëî äèñêðåòíûõ ó÷àñòêîâ â ìîäåëè òðîñà
ðàâíÿëîñü 90, à îáùåå ÷èñëî ñòåïåíåé ïîäâèæíîñòè (ïîëíàÿ ðàçìåð-
íîñòü äèñêðåòíîé ìîäåëè) áûëà ðàâíà 373. Ìàññà ýëåìåíòîâ òðîñà
(ìàòåðèàë òðîñà � êåâëàð), ïðîäîëüíàÿ è óãëîâûå æåñòêîñòè (èç-
ãèáíûå è êðóòèëüíûå) ó÷èòûâàëèñü âî âñåõ ýëåìåíòàõ ìîäåëè òðî-
ñà. Ïðè ýòîì ìàññà Ñ-Í áûëà ïðèíÿòà ðàâíîé 7000 êã, à ìîäóëÿ B
� 100 êã.

Ðèñ.1 íà âêëåéêå ïîêàçûâàåò ñëó÷àé âûáðîñà ìîäóëÿ B ñ òðîñîì
ïðè îòñóòñòâèè ñèëû ïðèòîðìàæèâàíèÿ òðîñà â âûïóñêíîì êàíà-
ëå Ñ-Í. Âèäíî, ÷òî îíà îáÿçàòåëüíî äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü, èíà-
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÷å ïðîèñõîäèò ñìÿòèå òðîñà è îáðàçîâàíèå ïåòåëü, âåäóùèõ ê åãî
ïîñëåäóþùåìó îáðûâó. À ïðè ïðèòîðìàæèâàíèè òðîñà åãî ôîðìà
ñòàíîâèòñÿ ãëàäêîé è ñòàáèëüíîé.

Íà ðèñ. 2 íà âêëåéêå ïîêàçàí íàéäåííûé â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåí-
íûõ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íàèëó÷øèé ðåæèì ðàçâåðòûâà-
íèÿ è îñòàíîâêè òðîñà.

Âíà÷àëå äåëàåòñÿ âûáðîñ ìîäóëÿ B ñ òðîñîì ïîä ìàëûì óãëîì
θ = 3◦ ê ìåñòíîé âåðòèêàëè Y . Ñèëà âûáðîñà (ðåàêòèâíàÿ ñèëà òÿãè
íà ìîäóëå B), ðàâíàÿ 30 Í, äåéñòâóåò â òå÷åíèå 15 ñåêóíä, à ñèëà
ïðèòîðìàæèâàíèÿ â êàíàëå âûïóñêà ðàâíà 1 Í. Ïîñëå 15 ñåêóíä
ðàáîòû ñèëà òÿãè îòêëþ÷àåòñÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò äàëüíåéøåå äâè-
æåíèå òðîñà ñ ìîäóëåì B ïî èíåðöèè, ïëàâíî è áåç âîçáóæäåíèÿ
åãî êîëåáàíèé, âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ ïðåäåëüíîé äëèíû Lmax.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàòåì íå ïðèìåíèòü ðåæèì òîðìîæåíèÿ ìîäó-
ëÿ B ñ ïîìîùüþ ñèëû òÿãè, òî íà÷íåòñÿ óõîä òðîñà îò ìåñòíîé âåð-
òèêàëè Y â íàïðàâëåíèè îñè X. Àâòîðàì ñòàòüè óäàëîñü ïîêàçàòü,
÷òî âîçìîæíî îáåñïå÷èòü áûñòðóþ îñòàíîâêó ìîäóëÿ B ñ òðîñîì
âáëèçè öåëåâîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ðåæèìà óïðàâëå-
íèÿ âåêòîðîì ïîñòîÿííîé òÿãè âåëè÷èíîé 30 Í. Íà òåðìèíàëüíîì
ýòàïå òÿãà âêëþ÷àåòñÿ è îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, èçìåíÿÿ ëèøü óãîë
ñâîåãî íàêëîíà ê îñè Y (θthrust) ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó
�AUTO-TETA�:

θthrust = 45◦
DX

DX(T0)
signVX . (13)

Çäåñü VX � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ìîäóëÿ B íà îñü X; DX

� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî îñè Y , êîòîðîå íåîáõîäèìî èçìåðÿòü
ïîñðåäñòâîì äàò÷èêîâ, à DX(T0) � åãî çíà÷åíèå â ìîìåíò T0 âêëþ-
÷åíèÿ òîðìîçíîé òÿãè. Àëãîðèòì (13) çàäàåò êàê ïðîåêöèþ ñèëû
òÿãè, óìåíüøàþùóþ ñêîðîñòü VX , òàê è ïðîåêöèþ, íàòÿãèâàþùóþ
òðîñ. Â ìîìåíò T0 ðàññòîÿíèå DX = DX(T0), ïîñëå ÷åãî óãîë òÿ-
ãè θthrust óìåíüøàåòñÿ îò 45◦ äî 0◦ ïðè ïðèáëèæåíèè ìîäóëÿ B
ê îñè Y , êîãäà ñèëà òÿãè ëèøü íàòÿãèâàåò òðîñ. Ïðàêòèêà ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïîêàçàëà âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî çàêîíà
óïðàâëåíèÿ îñòàíîâêîé âûïóñêà òðîñà, òàê êàê ìîäóëü B ñ òðîñîì
îñòàíàâëèâàåòñÿ áûñòðî, è áåç âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé.
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Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî îòêëþ÷èòü ñèëó òÿãè è îäíîâðåìåííî ñ
ýòèì îòäåëèòü ìîäóëü A îò êîðïóñà Ñ-Í ñî ñêîðîñòüþ ∆vA. Â ðå-
çóëüòàòå ÃÄ ïåðåéäåò â øòàòíûé ðåæèì îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ,
â êîòîðîì íàòÿæåíèå òðîñà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ñèë çåìíîãî
ïðèòÿæåíèÿ ìîäóëåé A è B è èõ öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè. Ïðè
íàëè÷èè íåòî÷íîñòåé â çàäàíèè îðáèòàëüíûõ ñêîðîñòåé ∆vA è ∆vB
ðàçâåðíóòûé ÃÄ ìîæåò ñîâåðøàòü îñòàòî÷íûå ìàëûå ìàÿòíèêîâûå
êîëåáàíèÿ âîêðóã îñåé X è Z. Îäíàêî ñî âðåìåíåì ýòè êîëåáà-
íèÿ äîëæíû çàòóõíóòü áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ âíóòðåííåé äèññèïàöèè
ýíåðãèè â ìàòåðèàëå òðîñà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [9, 10]).

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûé êà÷åñòâåííûé è êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç èëëþ-
ñòðèðóåò îñíîâíûå ýòàïû ïðîöåññà ðàçâîðà÷èâàíèÿ ÃÄ íà êðóãî-
âîé îðáèòå. Äëÿ èõ êîìïüþòåðíîãî èññëåäîâàíèÿ áûëà ðàçðàáî-
òàíà ñïåöèàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðóãîâÿçêîãî òðîñà è
ïðåäëîæåí ðàöèîíàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ åãî êîíöåâûì ìîäóëåì.
Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äåìîíñòðèðóþò ïðàêòè÷åñêóþ ïðèåìëå-
ìîñòü ïðåäëîæåííûõ ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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ÔÎÐÌ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÊÐÓÃËÛÕ ÏËÀÑÒÈÍ

ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÄÀÂËÅÍÈß

Ê.À. Èãíàòüåâà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü îñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì
ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíûõ êðóãëûõ è êîëüöåâûõ ïëàñòèí, çàãðóæåííûõ
íîðìàëüíûì äàâëåíèåì. Âíåøíèé êðàé ïëàñòèíû çàêðåïëåí îò ïîâî-
ðîòîâ, íî òî÷êè êðàÿ ñâîáîäíî ñìåùàþòñÿ â ðàäèàëüíîì è îêðóæíîì
íàïðàâëåíèÿõ, à âíóòðåííèé � ñâîáîäíî ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè
ïëàñòèíû, íî íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ. Èùåòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàãðóç-
êè, ïðè êîòîðîì âîçìîæíà áèôóðêàöèÿ ïëàñòèíû â íåîñåñèììåòðè÷íîå
ñîñòîÿíèå. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåñèììåòðè÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû íîñèò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð, è ÷èñëåííûì ìåòîäîì îïðåäåëÿ-
åòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé ïîÿâëÿþòñÿ âîëíû â
îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå îòâåðñòèÿ â öåíòðå ïëà-
ñòèíû, ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íà-
ãðóçêè è ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè êðóãëûõ è êîëüöåâûõ ïëàñòèí ïî-
ñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ñòàòüè è ìîíîãðàôèè. Â íèõ îáñóæäà-
þòñÿ âëèÿíèå ñïîñîáà íàãðóæåíèÿ, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íà÷àëüíûõ
íåïðàâèëüíîñòåé íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïðè ýòîì â
áîëüøèíñòâå ðàáîò ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî- è ïîñëåêðèòè÷åñêîå ïîâå-
äåíèå ïëàñòèíû ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâà-
íèè íåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé ó ñèììåòðè÷íî çàãðóæåííîé êðóã-
ëîé ïëàñòèíû áûë âïåðâûå ðàññìîòðåí â ðàáîòå [1]. Â êîòîðîé àâ-
òîðû èññëåäîâàëè áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ ïîëîãèõ ïëàñòèí è îáîëî-
÷åê è ðàññìàòðèâàëè óñëîâèÿ ïåðåõîäà ôîðì ðàâíîâåñèÿ, îáëàäàþ-
ùèõ êðóãîâîé ñèììåòðèåé, â íåñèììåòðè÷íûå. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Ãàë¼ðêèíà îíè ïðèâåëè ðåøåíèå, ñîîòâåòñâóþùåå ïåðåõîäó ñèììåò-
ðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ê íåîñåñèììåòðè÷íîé. Ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ áûëî äîêàçàíî Í.Ô. Ìîðî-
çîâûì â ìîíîãðàôèè [2]. Â ðàáîòå [3] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû è äîêà-
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çàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íåëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïè-
ñûâàþùèõ ïîâåäåíèå óïðóãèõ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê è ïëàñòèí. Â
ðàáîòàõ [4, 5] äëÿ ïîëîãîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè è êðóãëîé ïëà-
ñòèíû ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ è íàãðóæåíèÿ îïðåäå-
ëåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïå-
ðåõîä îò ñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ê íåîñåñèììåòðè÷íîé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîòåðå óñòîé÷èâî-
ñòè íåîäíîðîäíîé êðóãëîé/êîëüöåâîé ïëàñòèíû, ìîäóëü óïðóãîñòè
êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè îò öåíòðà ïëàñòèíû ê åå êðàþ.
Òàêàÿ ïëàñòèíà ìîæåò áûòü ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ðåøåò÷àòîé ïëà-
ñòèíû äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà ÷åëîâåêà [6]. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå
îòâåðñòèÿ â öåíòðå ïëàñòèíû è íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà ïëàñòè-
íû íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì êðóãëóþ/êîëüöåâóþ ïëàñòèíó, âíåøíèì ðàäèóñîì
R, âíóòðåííèì ðàäèóñîì Rin (â ñëó÷àå êîëüöåâîé ïëàñòèíû) è òîë-
ùèíîé h, ëèöåâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîé çàãðóæåíà íîðìàëüíûì äàâ-
ëåíèåì. Ìàòåðèàë ïëàñòèíû ïîëàãàåòñÿ èçîòðîïíûì, ìîäóëü óïðó-
ãîñòè ìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò öåíòðà ïëàñòèíû ê êðàþ. Ââåäåì
öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, θ, z), ãäå (r, θ) � êîîðäèíà-
òû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû (0 6 r 6 R, 0 6 θ < 2π),
(Rin 6 r 6 R äëÿ ïëàñòèíû ñ îòâåðñòèåì â öåíòðå), z � ðàññòîÿíèå
ïî íîðìàëè äî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (−h/2 6 z 6 h/2).

Ñèñòåìà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíû èìååò âèä

∂Tr
∂r

+
Tr − Tθ

r
+

1

r

∂S

∂θ
= 0,

∂S

∂r
+

2

r
S +

1

r

∂Tθ
∂θ

= 0,

∂Nr

∂r
+
Nr

r
+

1

r

∂Nθ

∂θ
+ Tr

∂2w

∂r2
+ Tθ

(
1

r

∂w

∂r
+

1

r2
∂2w

∂θ2

)
+

+2S
∂

∂r

(
1

r

∂w

∂θ

)
= −p,

∂Mr

∂r
+
Mr −Mθ

r
+

1

r

∂H

∂θ
= Nr,

∂H

∂r
+

2H

r
+

1

r

∂Mθ

∂θ
= Nθ,

(1)
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ãäå p � íîðìàëüíîå äàâëåíèå, Tr, Tθ, S � óñèëèÿ,Mr, Mθ, H � ìî-
ìåíòû, Nr, Nθ � ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû, âîçíèêàþùèå â ïëàñòèíå.

Âíóòðåííèå óñèëèÿ è ìîìåíòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå

Tr(r, θ) = −hE(r)

1− ν2
(ϵr + νϵθ),

Mr(r, θ) = −D(r)

(
∂2w

∂r2
+ ν

(
1

r

∂w

∂r
+

1

r2
∂2w

∂θ2

))
,

Tθ(r, θ) = −hE(r)

1− ν2
(ϵθ + νϵr),

Mθ(r, θ) = −D(r)

(
1

r

∂w

∂r
+

1

r2
∂2w

∂θ2
+ ν

∂2w

∂r2

)
,

S(r, θ) = − hE(r)

2(1 + ν)
ϵrθ,

H(r, θ) = D(r)(1− ν)

(
1

r2
∂w

∂θ
− 1

r

∂2w

∂r∂θ

)
,

ãäå D(r) =
E(r)h3

12(1− ν2)
, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, E � ìîäóëü

Þíãà, ϵr, ϵθ, ϵrθ � ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèè.
Ïîñëå ââåäåíèÿ ôóíêöèè óñèëèé F (r, θ) ïî ôîðìóëàì

Tr =
1

r

∂F

∂r
+

1

r2
∂2F

∂θ2
, Tθ =

∂2F

∂r2
, S = − ∂

∂r

(
1

r

∂F

∂θ

)
(2)

ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþòñÿ àâòîìàòè-
÷åñêè.

Èñêëþ÷èì ñèëû Nr, Nθ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ
ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) ïî r,
ïðèáàâèì åãî æå, ðàçäåëåííîå íà r è ñëîæèì ñ ïÿòûì óðàâíåíèåì,
ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûì è ðàçäåëåííûì íà r. Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åí-
íîå ñîîòíîøåíèå ñ òðåòüèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (1) è ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ óñèëèé è ìîìåíòîâ, ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ðàç-
ðåøàþùåé ñèñòåìû

D∆∆w +D′(r)L+
1 (w) +D′′(r)L+

2 (w) = p+ L(w,F ),

∆∆F

E
+

(
1

E

)′

(r)L−
1 (F ) +

(
1

E

)′′

(r)L−
2 (F ) = −hL(w,w)/2,

( )
′
= ∂( )/∂r, ˙( ) = ∂( )/∂θ,

(3)
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ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, E � ìîäóëü Þíãà, p � íîðìàëüíîå
äàâëåíèå, L, L±

i , (i = 1, 2) � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

L±
1 (y) = 2y′′′ +

2± ν

r
y′′ +

2

r2
(ÿ)

′ − y′

r2
− 3ÿ

r3
,

L±
2 (y) = y′′ ± ν

(
y′

r
+

ÿ

r2

)
,

L(y, z) = y′′
(
z′

r
+

z̈

r2

)
+ z′′

(
y′

r
+

ÿ

r2

)
− 2

(
ẏ′

r
− ẏ

r2

)(
ż′

r
− ż

r2

)
.

Âòîðîå óðàâíåíèå (3) ïîëó÷åíî ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ òàíãåíöèàëü-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ (u è v) èç âûðàæåíèé,
ñâÿçûâàþùèõ óñèëèÿ è äåôîðìàöèè ñ ó÷åòîì (2).

Îáîçíà÷èì ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè êàê Eav:

Eav =
1

πR2

2π∫
0

R∫
0

E(r)r drdθ, E(r) = E0f(r), (4)

ãäå f(r) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ íà îòðåçêå [0, R]
ôóíêöèÿ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Ïðèìåì, ÷òî âíåøíèé êðàé ïëàñòèíû (ñïëîøíîé è êîëüöåâîé)

çàêðåïëåí îò ïîâîðîòîâ, íî òî÷êè êðàÿ ñâîáîäíî ñìåùàþòñÿ â ðàäè-
àëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñòÿãèâàþùèå
è ñäâèãàþùèå óñèëèÿ íà êîíòóðå ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ:

w = w′ = Tr = S = 0 (5)

ïðè r = R.
Äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà óñëîâèé íà

êðàþ ïðè r = Rin:
ñâîáîäíûé êðàé �

Mr = Rr = Tr = S = 0, (6)

êðàé ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè ïëàñòèíû, íî íå ïîâîðà÷è-
âàåòñÿ �

w′ = Rr = u = S = 0. (7)
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Â óñëîâèÿõ (6), (7) çà Rr îáîçíà÷åíî ïîïåðå÷íîå ðåàêòèâíîå óñè-

ëèå: Rr = Nr +
H

r
.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

r =
r∗

R
, δ =

Rin

R
, w = β

w∗

h
, p = β3 p

∗R4

Eavh4
,

F = β2 F ∗

Eavh3
, β2 = 12(1− ν2).

Òîãäà ñèñòåìà (3) ïðèìåò âèä (çíàê "*"â äàëüíåéøåì îïóñêàåì):

g1(r)∆∆w + g′1(r)L
+
1 (w) + g′′1 (r)L

+
2 (w) = p+ L(w,F ),

g2(r)∆∆F + g′2(r)L
−
1 (F ) + g′′2 (r)L

−
2 (F ) = −L(w,w)/2,

( )
′
= ∂( )/∂r, ˙( ) = ∂( )/∂θ,

(8)

ãäå g1(r) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ çàêîí èç-
ìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû; g2(r) = 1/g1(r).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç èñêîìûå ôóíêöèè w è
F , çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ðàâåíñòâ

r = 1, w = w′ = F ′/r + F̈ /r2 = −
(
Ḟ /r

)′
= 0;

r = δ, w′ = −
(
Ḟ /r

)′
= 0,

w′′′ + w′′/r − w′/r2 + (2− ν) (ẅ)
′
/r2 − (3− ν)ẅ/r3 = 0,

∆F ′ +∆F − 1−ν
r (F + F̈ )′ + g′2(w

′′ + ν(w
′

r + ẅ
r2 )) = 0.

(9)
Äëÿ ñïëîøíîé ïëàñòèíû, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü èñêîìûõ ðå-

øåíèé, â öåíòðå ïëàñòèíû äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàåì w′ = F ′ = 0.
Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ïðîãèá ñïëîøíîé îäíîðîäíîé (q = 0) è

íåîäíîðîäíîé ïëàñòèí, c óâåëè÷åíèåì (q = 3) è óìåíüøåíèåì (q =
−3) ìîäóëÿ óïðóãîñòè îò öåíòðà ïëàñòèíû ê åå êðàþ.

Íà ðèñ. 2 íà ïðèìåðå íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
âîçðàñòàíèè âíåøíåé íàãðóçêè óâåëè÷èâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü ñæè-
ìàþùèõ íàïðÿæåíèé è, îäíîâðåìåííî, ñóæàåòñÿ çîíà, â êîòîðîé
îíè ïîÿâëÿþòñÿ, ñîçäàâàÿ òåì ñàìûì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîñûëêè
äëÿ ïåðåõîäà ïëàñòèíû â íåîñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå (ñì. [3]). Âîç-
ìîæíîñòü ïåðåõîäà ñèììåòðè÷íî íàãðóæåííîé ïëàñòèíû â íåñèì-
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Ðèñ. 1. Áåçðàçìåðíûé ïðîãèá ñïëîøíîé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîä-
íîé ïëàñòèí.

ìåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå îáóñëîâëåíî ïîÿâëåíèåì, ïðè áîëüøèõ ïðîãè-
áàõ, ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè êîíòóðà ïëàñòèíû, ÷òî
ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè.

3. Ñõåìà ðåøåíèÿ

Ìû èùåì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàãðóçêè p = pcr, ïðè êîòîðîì
âîçìîæíà áèôóðêàöèÿ ïëàñòèíû â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå.
Ïîëàãàÿ, ÷òî íåñèììåòðè÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íî-
ñèò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå (ñì. [4�6])

w(r, θ) = ws(r) + wn(r) cosnθ,

F (r, θ) = Fs(r) + Fn(r) cosnθ,
(10)

ãäå ôóíêöèè ws, Fs îïèñûâàþò äîêðèòè÷åñêîå ñèììåòðè÷íîå ðå-
øåíèå, à ôóíêöèè wns(r, θ) = wn(r) cosnθ, Fns(r, θ) = Fn(r) cosnθ
� çàêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû (çà n ïðèíÿòî ÷èñëî âîëí â
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Ðèñ. 2. Áåçðàçìåðíîå îêðóæíîå óñèëèå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
íàãðóçêè.

îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, îáðàçîâàâøèõñÿ ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâî-
ñòè).

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (10) èñõîäíàÿ ñèñòåìà (8) � (9)
ðàñïàäàåòñÿ íà äâå: íåëèíåéíóþ, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèììåòðè÷íî-
ãî ðåøåíèÿ ws(r), Fs(r), è ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî wn(r),
Fn(r). Ôóíêöèè wns, Fns ïîëàãàþòñÿ ìàëûìè ñðàçó ïîñëå ïåðåõîäà
ïëàñòèíû â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ p ñèñòåìà (8) � (9) èìååò ñèììåòðè÷íîå
ðåøåíèå, íåñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïîÿâëÿåòñÿ ïðè
âîçðàñòàíèè íàãðóçêè [2].

Ñèñòåìà (8), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷íîé ôîðìå ðàâíîâå-
ñèÿ, â ñëó÷àå ñïëîøíîé ïëàñòèíû, ñ ó÷åòîì çàìåíû ω0 = w′, ϕ0 = F ′
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áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

g1

(
ω′′
0 +

ω′
0

r
− ω0

r2

)
+ g′1

(
ω′
0 +

ν

r
ω0

)
=
pr

2
+
ω0ϕ

r
,

g2

(
ϕ′′0 +

ϕ′0
r

− ϕ0
r2

)
+ g′2

(
ϕ′0 −

ν

r
ϕ0

)
= −ω

2
0

2r
,

(11)

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

ω0(1) = 0, ϕ0(1) = 0. (12)

Â ñëó÷àå êîëüöåâîé ïëàñòèíû óðàâíåíèÿ (8) èìåþò âèä

g1

(
ω′′
0 +

ω′
0

r
− ω0

r2

)
+ g′1

(
ω′
0 +

ν

r
ω0

)
=
p

2
(r − δ2

r
) +

ω0ϕ

r
,

g2

(
ϕ′′0 +

ϕ′0
r

− ϕ0
r2

)
+ g′2

(
ϕ′0 −

ν

r
ϕ0

)
= −ω

2
0

2r
;

(13)

ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà êðàþ ïðè r = 1 ââîäèì äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ íà âíóòðåííåì êðàå:

â ñëó÷àå ñïëîøíîé ïëàñòèíû, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü èñêî-
ìûõ ðåøåíèé, â öåíòðå ïëàñòèíû äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàåì

ω0(0) = ϕ0(0) = 0; (14)

äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû �

ω′
0(δ) +

ω0(δ)

r
= 0, ϕ′0(δ) +

ν

r
ϕ0(δ) = 0. (15)

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè n ìû ñíà÷à-
ëà ðåøàåì ñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó, à çàòåì ïðîâåðÿåì ñóùåñòâîâà-
íèå íåñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ wn(r), Fn(r). Êðèòè÷åñêîé íàãðóç-
êîé âûáåðåì pcr = min

n
p(n).

4. Ðåçóëüòàòû

4.1. Ðåçóëüòàòû äëÿ êðóãëîé ñïëîøíîé ïëàñòèíû

Áûëè ïðîâåäåíû ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé
ïëàñòèíû ïðè èçìåíåíèè ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïëàñòèíû ïî çàêîíó
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E = E
(1)
0 eq1r è E = E

(2)
0 (1 + q2r). Ïàðàìåòðû E

(i)
0 è qi (i = 1, 2)

âûáèðàëèñü òàê, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïëàñòè-
íû (2) îñòàâàëîñü ïîñòîÿííûì. Äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå íàãðóçêè, íàéäåííîå ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè
ñèñòåìû(8) ñîâìåñòíî ñ (9), ñîñòàâëÿåò p0cr = 62598, à ñîîòâåòñòâó-
þùåå ýòîé íàãðóçêå âîëíîâîå ÷èñëî n = 14. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
q = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïëàñòèíå ñ ïîñòîÿííûì ìîäóëåì óïðóãîñòè.
Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñïëîøíûõ, çàùåìëåííûõ ïî êðàþ ïëàñòèí ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1, 2 è íà ðèñ. 3.

Òàáëèöà 1. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé
ïëàñòèíû (E = E

(1)
0 eqr)

E q = −3 q = −1 q = −0.5 q = 0 q = 0.5 q = 1

pcr 26497 47570 54712 62598 71363 81220

n 15 14 14 14 14 14

Èç òàáë.1 âèäíî, ÷òî â êàæäîé ñåðèè ðàñ÷åòîâ ñ óìåíüøåíèåì
ìîäóëÿ óïðóãîñòè ê êðàþ ïëàñòèíû ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèì-
ìåòðè÷íûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèëà ïðè áîëåå íèçêîé íàãðóç-
êå è ñ îáðàçîâàíèåì áîëüøåãî ÷èñëà ñêëàäîê â îêðóæíîì íàïðàâëå-
íèè, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû. Ïðè óâåëè÷åíèè êðèòè÷åñêàÿ
íàãðóçêà, íàîáîðîò, âîçðàñòàëà.

Òàáëèöà 2. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé
ïëàñòèíû (E = E

(2)
0 (1 + qr))

E q = −0.9 q = −0.5 q = −0 q = 0.5 q = 1 q = 3

pcr 18794 50790 62598 69035 73149 81150

n 17 14 14 14 14 14

Ïî òàáë. 2 âèäíî, ÷òî, ÷åì áûñòðåå óáûâàåò ìîäóëü óïðóãîñòè,
òåì íèæå ñòàíîâèòñÿ âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Èìåííî ïðè
óìåíüøåíèè ìîäóëÿ óïðóãîñòè çàêîí åãî èçìåíåíèÿ èãðàåò áîëü-
øóþ ðîëü íà çíà÷åíèè êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.
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Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé ïëà-
ñòèíû, ïðè ðàçëè÷íûõ çàêîíàõ èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè, q, p0 � êðè-
òè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû.

4.2. Ðåçóëüòàòû äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû.

Áûëè ïðîâåäåíû ñåðèè ðàñ÷åòîâ äëÿ îäíîðîäíîé êîëüöåâîé è
íåîäíîðîäíîé êîëüöåâîé ïëàñòèí ïðè èçìåíåíèè ìîäóëÿ óïðóãî-
ñòè ïëàñòèíû ïî çàêîíàì, àíàëîãè÷íûì äëÿ ñïëîøíîé ïëàñòèíû.
Äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íàãðóçêè ñîñòàâ-
ëÿåò p0cr = 62598, à ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé íàãðóçêå âîëíîâîå ÷èñëî
n = 14. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïëàñòèíå ñ ïîñòî-
ÿííûì ìîäóëåì óïðóãîñòè. Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñïëîøíûõ, çàùåì-
ëåííûõ ïî êðàþ ïëàñòèí ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4
è òàáë. 3, 4.

Â êàæäîé ñåðèè ðàñ÷åòîâ ñ óìåíüøåíèåì ìîäóëÿ óïðóãîñòè ê
êðàþ ïëàñòèíû ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèëà ïðè áîëåå íèçêîé
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Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ êîëüöåé ïëàñòèíû, ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çàêîíàõ èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè, q, p0 � êðèòè÷åñêàÿ íàãðóç-
êà äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû.

íàãðóçêå, íåæåëè â ñëó÷àå ñïëîøíîé ïëàñòèíû è ñ îáðàçîâàíèåì
áîëüøåãî ÷èñëà ñêëàäîê â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. Âèäíî, ÷òî ÷åì
áûñòðåå óáûâàåò ìîäóëü óïðóãîñòè, òåì íèæå ñòàíîâèòñÿ âåëè÷èíà
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Èìåííî ïðè óìåíüøåíèè ìîäóëÿ óïðóãîñòè
çàêîí åãî èçìåíåíèÿ èãðàåò áîëüøóþ ðîëü íà çíà÷åíèè êðèòè÷åñêî-
ãî äàâëåíèÿ.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íà-
ãðóçêè p, ÷èñëà âîëí n, îáðàçóþùèõñÿ ïî êðàþ ïëàñòèíû ïðè ïå-
ðåõîäå â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå, äëÿ îäíîðîäíîé êîëüöåâîé
ïëàñòèíû ïðè ðàçëè÷íûõ ðàäèóñàõ öåíòðàëüíîãî îòâåðñòèÿ. Èç
òàáë. 3 âèäíî, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì
ðàâíîâåñèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ðàäèóñà öåíòðàëüíîãî îòâåðñòèÿ ïðîèñ-
õîäèò ïðè áîëüøåì çíà÷åíèè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ñ îáðàçîâàíèåì
ìåíüøåãî ÷èñëà ñêëàäîê â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè.
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Òàáëèöà 3. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ îäíîðîäíîé êîëüöåâîé
ïëàñòèíû ïðè δ = 0

δ = 0 δ = 0.01 δ = 0.05 δ = 0.1 δ = 0.15

pcr 62598 62863 64385 67707 72048

n 14 13 13 12 12

Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íà-
ãðóçêè p, ÷èñëà âîëí n äëÿ íåîäíîðîäíîé êîëüöåâîé ïëàñòèíû ïðè
èçìåíåíèè ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïî çàêîíó E = E0e

qr è çíà÷åíèè öåí-
òðàëüíîãî îòâåðñòèÿ δ = 0.05. Èç òàáë. 4 â ñëó÷àå óáûâàíèÿ ìîäóëÿ
óïðóãîñòè îò öåíòðà ïëàñòèíû ê åå êðàþ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðî-
èñõîäèò ïðè áîëåå íèçêîé íàãðóçêå, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîé êîëüöåâîé
è íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé ïëàñòèí. Òàêóþ æå çàêîíîìåðíîñòü ìû
âèäèì è ïðè óâåëè÷åíèè ìîäóëÿ óïðóãîñòè ê êðàþ ïëàñòèíû.

Òàáëèöà 4. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ íåîäíîðîäíîé êîëüöåâîé
ïëàñòèíû

q = −0.5 q = −0.1 q = 0 q = 0.1 q = 0.5 q = 1

pcr 47060 62696 64385 66111 73413 83600

n 13 13 13 13 13 13

4.3. Ìîäåëèðîâàíèå ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû ãëàçà

Ïîäîáíàÿ ïëàñòèíà ìîæåò áûòü ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ðåøåò÷à-
òîé ïëàñòèíû (ÐÏ) äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà ÷åëîâåêà. ÐÏ ÿâëÿåòñÿ
íåîäíîðîäíîé, ñóùåñòâåííî ìÿã÷å ñêëåðû � îñíîâíîé îáîëî÷êè ãëà-
çà, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â íåñêîëüêî ðàç òîíüøå, à òàêæå îñëàáëåíà
ìíîæåñòâîì îòâåðñòèé. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ðàçìåðíûõ è áåçðàçìåð-
íûõ, íàõîäèì, ÷òî êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå pocr = 62598, ïîëó÷åííîå
äëÿ íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé, çàùåìëåííîé ïî êðàþ ïëàñòèí ðàäè-
óñà R = 1 ìì, òîëùèíîé h = 0.1 ìì, Eav = 0.3 ÌÏà, ν = 0.45,
ïðè êîòîðîì âîçìîæíà áèôóðêàöèÿ â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿ-
íèå, ñîîòâåòñòâóåò 63.43 Êïà èëè 476 ìì ðò. ñò. Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû
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ðåçóëüòàòû ðàçìåðíîãî äàâëåíèÿ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé ïëà-
ñòèíû, ìîäóëü óïðóãîñòè êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó E = E0e

qr .

Òàáëèöà 5. Ðàçìåðíàÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ íåîäíîðîäíîé
êîëüöåâîé ïëàñòèíû

q = −0.3 q = −1 q = −0.5 q = 0 q = 0.5 q = 1

Pcr ìì.ðò.ñò 204.81 361.56 415.84 476 542.40 617.32

Â ñëó÷àå êîëüöåâîé íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû, ïðè óáûâàíèè ìî-
äóëÿ óïðóãîñòè ê êðàþ ïëàñòèíû ýòî âîçìîæíî ïðè äàâëåíèè, ðàâ-
íîì 9.67 Êïà èëè 77 ìì ðò. ñò. Äàííûå çíà÷åíèÿ ïëàñòèíû, äëÿ
êîòîðûõ ïðîèçâîäèëñÿ ðàñ÷åò, ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ïàðàìåò-
ðàìè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû ãëàçà.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ÷èñëåííûì ìåòîäîì èññëåäîâàíà ïîòåðÿ óñòîé÷è-
âîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíûõ ñïëîø-
íûõ/êîëüöåâûõ ïëàñòèí. Áûëî íàéäåíî êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå, ïðè
êîòîðîì âîçìîæíà áèôóðêàöèÿ ïëàñòèíû â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñî-
ñòîÿíèå. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè è ðàçìåðà öåí-
òðàëüíîãî îòâåðñòèÿ ïëàñòèíû íà èçìåíåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóç-
êè. Ïðîèçâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïëàñòèíû, ðàçìåðîâ
âíóòðåííåãî êðàÿ â ñëó÷àå êîëüöåâîé ïëàñòèíû è ðàçëè÷íûõ êðàå-
âûõ óñëîâèÿõ.
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ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÂÍÓÒÐÈÃËÀÇÍÎÃÎ ÎÁÚÅÌÀ
ÎÒ ÂÍÓÒÐÈÃËÀÇÍÎÃÎ ÄÀÂËÅÍÈß

Ï. Â. Òðîôèìåíêî

Â ðàáîòå äëÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ïî-
ëó÷åíû çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ îáúåìà îáîëî÷êè îò ïðèëîæåííîé íà-
ãðóçêè (âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ) ïî ëèíåéíîé áåçìîìåíòíîé òåîðèè îáî-
ëî÷åê. Âûâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïðè îäíîì è òîì æå îáú-
åìå îöåíèòü âëèÿíèå ôîðìû îáîëî÷êè (ñîîòíîøåíèÿ ãëàâíûõ ïîëóîñåé
îáîëî÷êè) íà çàâèñèìîñòü �îáúåì�äàâëåíèå�.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçëè÷íûå òåîðèè îáîëî÷åê øèðîêî ïðèìå-
íÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà ìåäèöèíñêèõ ïðîáëåì, â òîì ÷èñëå è â
çàäà÷àõ îôòàëüìîëîãèè. Íîâûå çíàíèÿ â îôòàëüìîëîãèè ïîìîãàþò
áîëåå êà÷åñòâåííî äèàãíîñòèðîâàòü ðÿä çàáîëåâàíèé è ðàçðàáàòû-
âàòü ýôôåêòèâíûå ìåòîäû èõ ëå÷åíèÿ.

Â îôòàëüìîëîãèè ïîä ðèãèäíîñòüþ ãëàçà ïîíèìàþò íåêîòîðûé
ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ îáúåìà ãëàçà
ïðè èçìåíåíèè äàâëåíèÿ âíóòðè ôèáðîçíîé îáîëî÷êè ãëàçà [1, 2].
Ïîíÿòèå ðèãèäíîñòè ãëàçà ëåæèò â îñíîâå êëèíè÷åñêîé òîíîìåò-
ðèè è òîíîãðàôèè. Îäíèì èç ñîâðåìåííûõ ñïîñîáîâ ëå÷åíèÿ íåêî-
òîðûõ ãëàçíûõ çàáîëåâàíèé ÿâëÿåòñÿ èíòðàñêëåðàëüíàÿ èíúåêöèÿ
íåáîëüøîé (äî 0,2 ìë) äîçû ëå÷åáíîãî ïðåïàðàòà. Çà ñ÷åò êðàòêî-
âðåìåííîãî óâåëè÷åíèÿ âíóòðåííåãî îáúåìà ãëàçíîãî ÿáëîêà ïðè
ââåäåíèè òàêèõ èíúåêöèé â ïåðâûé ìîìåíò ïðîèñõîäèò ðåçêîå óâå-
ëè÷åíèå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (ÂÃÄ). Äàæå êðàòêîâðåìåííîå
óâåëè÷åíèå ÂÃÄ âûøå îïðåäåëåííîãî èíäèâèäóàëüíîãî óðîâíÿ ìî-
æåò ïðèâåñòè ê íàðóøåíèþ êðîâîîáðàùåíèÿ íà ñåò÷àòêå è â äèñ-
êå çðèòåëüíîãî íåðâà. Âàæíî â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îöå-
íèòü âîçìîæíûé óðîâåíü èçìåíåíèÿ ÂÃÄ â ðåçóëüòàòå èíúåêöèè è
ðèñê äëÿ îòäåëüíîãî ïàöèåíòà, à òàêæå, âîçìîæíî, íà îñíîâå ýòèõ
äàííûõ ðåêîìåíäîâàòü óìåíüøåííóþ äîçó ïðåïàðàòà äëÿ îòäåëü-
íûõ áîëüíûõ.

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 13 íîÿáðÿ 2012 ã.
c⃝ Ï. Â. Òðîôèìåíêî, 2013
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2. Äåôîðìàöèÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè

Â ñëó÷àå äåôîðìàöèè ñôåðè÷åñêîé èçîòðîïíîé îáîëî÷êè ïîä
äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ p â îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë åäèí-
ñòâåííûì ïåðåìåùåíèåì, îòëè÷íûì îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå
ïåðåìåùåíèå, ïðè ýòîì ε � îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ðàäèóñà R0

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (ñì. [3]):

ε =
σn
E

(1− ν), (1)

ãäå σn, E, ν � íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå, ìîäóëü Þíãà, êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî.

σn =
pR0

2h
, (2)

çäåñü h � òîëùèíà îáîëî÷êè. Èçìåíåíèå îáúåìà ñôåðû èìååò âèä

∆V = 4
3π
(
R6

0
p3

8h3E3 (1− ν)3 +R5
0

p2

4h2E2 (1− ν)2 +R4
0

p
2hE (1− ν)

)
=

=
2πp(1−ν)R4

0

hE

[
1 + pR0

2hE (1− ν) +
p2R2

0

12h2E2 (1− ν)2
]
.

(3)
Ïðè íàãðóæåíèè èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè âíóòðåííèì

äàâëåíèåì îò 0 äî 80 ìì ðò.ñò. ïîëó÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ îáúåìà îò èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïðè E = 14.3 ÌÏà, h = 0.5 ìì, ν = 0.45, R0 = 12 ìì
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.

Ïðè âñåõ ðåàëüíûõ ïàðàìåòðàõ ýòà çàâèñèìîñòü îñòàåòñÿ ëèíåé-
íîé.

3. Äåôîðìàöèÿ ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè âðàùå-

íèÿ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âëèÿíèÿ ôîðìû îáîëî÷êè íà çàâèñèìîñòü
�îáúåì�äàâëåíèå� ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííóþ âðàùåíè-
åì ýëëèïñà âîêðóã îñè. Ó òàêîé îáîëî÷êè ëèíèÿìè ãëàâíîé êðèâèç-
íû ÿâëÿþòñÿ åå ìåðèäèàíû è ïàðàëëåëè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì â
êà÷åñòâå ãëàâíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ñðåäèííîé ïîâåðõíî-
ñòè ìîæíî âçÿòü â äàííîì ñëó÷àå óãîë θ (îáðàçóåìûé íîðìàëüþ ê
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Ðèñ.1. Çàâèñèñìîñòü èçìåíåíèÿ îáúåìà îò èçìåíåíèÿ
äàâëåíèÿ ñôåðû.

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñ îñüþ îáîëî÷êè) è óãîë ϕ, îïðåäåëÿþùèé
ïîëîæåíèå òî÷êè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïàðàëëåëüíîì êðóãå (ðèñ. 2).

Åñëè R1 � ðàäèóñ êðèâèçíû ìåðèäèàíà, òî âòîðîé ðàäèóñ êðè-
âèçíû, R2, ðàâåí äëèíå îòðåçêà íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
îò ýòîé ïîâåðõíîñòè äî îñè îáîëî÷êè [3], ïðè÷åì

R1 =
b2

a
(
b2

a2 cos2(θ) + sin2(θ)
) 3

2

, R2 =
a(

b2

a2 cos2(θ) + sin2(θ)
) 1

2

, (4)

ãäå à è b � çíà÷åíèÿ ãëàâíûõ ïîëóîñåé ýëëèïñà, ïðè÷åì b ñîîòâåò-
ñòâóåò îñè âðàùåíèÿ. Òàê êàê îáîëî÷êà îñåñèììåòðè÷íàÿ (íàãðóç-
êè íå çàâèñÿò îò óãëà ϕ), òî óðàâíåíèÿ íîðìàëüíûõ óñèëèé ïðèìóò
âèä (ñì. [4]):

N1 =
1

R2 sin(θ)

∫ θ

0

(pn cos(θ)− p1sin(θ))R1R2 sin(θ)dθ,

N2 = pnR2 −
R2N1

R1
.

(5)
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Ðèñ.2. Ìîäåëü îáîëî÷êè.

Çäåñü p1 è pn � ñîñòàâëÿþùèå èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé íàãðóçêè,
ðàñïðåäåëåííîé ïî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Äàëåå, â ñè-
ëó ñèììåòðèè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñå÷åíèå îáîëî÷êè � ÷åòâåðòü
ýëëèïñà.

Ïîäñòàâèâ (4) â ñèñòåìó (5), ìîæíî íàéòè íîðìàëüíûå óñèëèÿ:

N1 =
pa

2
(
b2

a2 cos2(θ) + sin2(θ)
) 1

2

,

N2 = pa

 1(
b2

a2 cos2(θ) + sin2(θ)
) 1

2

− a2

2b2

(
b2

a2
cos2(θ) + sin2(θ)

) 1
2

 .

(6)

Äëÿ ïîëþñà (θ = 0) èìååì R1 = R2 = a2/b, è óðàâíåíèÿ (6)
äàäóò

N1 = N2 =
pa2

2b
. (7)
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Íà ýêâàòîðå (θ = π/2) èìååì R1 = b2/a è R2 = a. Îòñþäà

N1 =
pa

2
, N2 = pa

(
1− a2

2b2

)
. (8)

Îïðåäåëèâ N1 è N2, ìîæíî íàéòè ïðîãèá w íà ïîëþñå è ýêâàòîðå
èç ôîðìóë ëèíåéíûõ äåôîðìàöèé (ñì. [3]):

R1ε1 =
du

dθ
+ w =

R1

Eh
(N1 − νN2),

R2ε2 = u ctg(θ) + w =
R2

Eh
(N2 − νN1).

(9)

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà îáîëî÷êè ìîæåò áûòü òàêæå îïðåäåëåí
è åå íîâûé îáúåì.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà èçîòðîïíûõ
ýëëèïñîèäàëüíûõ îáîëî÷åê, èìåþùèõ ïåðâîíà÷àëüíî îäèíàêîâûé
îáúåì, íî ðàçíûå îòíîøåíèÿ ãëàâíûõ ïîëóîñåé k = b/a (òàáë. 1)
ïðè íàãðóæåíèè îáîëî÷åê âíóòðèãëàçíûì äàâëåíèåì 45 ìì ðò.ñò.

4. Çàêëþ÷åíèå

Èç ãðàôèêà íà ðèñ. 3, îïèñûâàþùåãî èçìåíåíèÿ âíóòðåííåãî
îáúåìà äëÿ ðàçëè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ ãëàâíûõ ïîëóîñåé èçîòðîïíîé
ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè, âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå èçìåíåíèå âíóò-
ðåííåãî îáúåìà ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå, êîãäà îáîëî÷êà èìååò ôîðìó
ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà (ó÷àñòîê 1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãëàçó ñ ãè-
ïåðìåòðîïèåé (ðèñ. 3(a) íà âêëåéêå). Íàèìåíüøåå èçìåíåíèå ñî-
îòâåòñòâóåò ñôåðè÷åñêîé ôîðìå (òî÷êà A). Äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé
âûòÿíóòîé îáîëî÷êè (ó÷àñòîê 3) õàðàêòåðíî ïîñòåïåííîå ìåäëåííîå
âîçðàñòàíèå çíà÷åíèÿ èçìåíåíèÿ îáúåìà ïðè óâåëè÷åíèè ñîîòíîøå-
íèÿ ãëàâíûõ ïîëóîñåé (ñëó÷àé ìèîïèè (ðèñ. 3(b) íà âêëåéêå)). Èç
îáùèõ êàðòèí äåôîðìàöèè, ïðåäñòàâëåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷à-
åâ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî
äàâëåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ïðèíÿòü ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó. Ïîýòîìó ìàêñè-
ìàëüíûé ïðîãèá íàáëþäàåì èìåííî â áîëåå ïîëîãîé ÷àñòè.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü �îáúåì�
äàâëåíèå� î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíà ê ïåðâîíà÷àëüíîé ôîðìå îáîëî÷-
êè, ïîýòîìó ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ýòîò ôàêò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î
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Òàáëèöà 1. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà èçîòðîïíûõ
ýëëèïñîèäàëüíûõ îáîëî÷åê

a(mm) b(mm) k = b/a
1 15.13 7.56 0.5
2 14.23 8.53 0.6
3 13.21 9.9 0.75
4 12.67 10.76 0.85
5 12 12 1
6 11.14 13.92 1.25
7 10.48 15.72 1.5
8 9.96 17.43 1.75
9 9.53 19.06 2

Ðèñ.3. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà ýëëèïñîèäîâ ïðè
îäèíàêîâîì äàâëåíèè è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ k = b/a.
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èíúåêöèÿõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëåçíî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ñôåðè÷åñêîì ñëîå ñðàâíèòü òðåõìåðíîå ðåøåíèå ñ ðåøåíèåì, ïîëó-
÷åííûì ïî íåêëàññè÷åñêèì òåîðèÿì îáîëî÷åê. Ýòî ïîìîæåò ïîíÿòü,
êàêóþ èõ ýòèõ òåîðèé öåëåñîîáðàçíåé èñïîëüçîâàòü äëÿ çàäà÷è îá
èíòðàñêëåðàëüíûõ èíúåêöèÿõ.
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Ä.Â. Ôðàíóñ

Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ ñóùåñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òîíî-
ãðàôèè ãëàçà. Òîíîãðàôèÿ � ìåòîä èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè âíóòðèãëàç-
íîé æèäêîñòè. Ñóùíîñòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîäëåííîé òîíîìåòðèè
(îáû÷íî 4 ìèí) è îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà ëåãêîñòè îòòîêà è ìèíóò-
íîãî îáúåìà âîäÿíèñòîé âëàãè. Â ðàññìîòðåííîé íåäàâíî ìîñêîâñêèìè
ó÷åíûìè íîâîé ìîäåëè òîíîãðàôèè ïðåäëîæåíî îòêàçàòüñÿ îò îñíîâ-
íîãî ïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè ïðèòîêà
æèäêîñòè â ãëàçó. Ïðè îòêàçå îò ýòîãî ïîëîæåíèÿ óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ
ìîäåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ëåãêîñòè
îòòîêà ïî äàííûì î âíóòðèãëàçíûõ èíúåêöèÿõ.

1. Ââåäåíèå

Ãëàç êàê ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, çàïîëíåííàÿ íåñæèìà-
åìîé æèäêîñòüþ [1]. Âàæíûì ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì âíóò-
ðèãëàçíóþ æèäêîñòü, ÿâëÿåòñÿ âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå (ÂÃÄ), à
óðîâåíü ÂÃÄ îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì ìåæäó ïðîèçâîäñòâîì âíóò-
ðèãëàçíîé æèäêîñòè (ïðèòîêîì) è äðåíàæîì (îòòîêîì èç ãëàçà ÷å-
ðåç òðàáåêëÿðíóþ ñåòü è óâåîñêëåðàëüíûå ïóòè) [1, 2]. Òàêèì îá-
ðàçîì, âàæíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïîêàçàòåëè ãèäðî-
äèíàìèêè ãëàçà.

Èíñòðóìåíòàëüíûå ìåòîäû èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ
íàçûâàþòñÿ òîíîìåòðèåé, à ïðèáîðû äëÿ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíî-
ãî äàâëåíèÿ � òîíîìåòðàìè. Ìåòîäû èçìåðåíèÿ ïîêàçàòåëåé ãèä-
ðîäèíàìèêè ãëàçà íàçûâàþò òîíîãðàôèåé, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè-
áîðû � òîíîãðàôàìè.

Îñíîâíîé ïðèíöèï òîíîìåòðèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîä äåé-
ñòâèåì âíåøíèõ ñèë (ò.å. ïîä äåéñòâèåì òîíîìåòðà) îáîëî÷êè ãëàç-
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íîãî ÿáëîêà äåôîðìèðóþòñÿ. Äåôîðìàöèè ðîãîâîé îáîëî÷êè ïî
ôîðìå ìîãóò áûòü â âèäå âäàâëåíèÿ (èìïðåññèè) è ñïëþùèâàíèÿ
(àïïëàíàöèè). Ïî èçìåíåíèþ ôîðìû ðîãîâèöû ïðè åå íàãðóæåíèè
íà îñíîâàíèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ èëè ðàñ÷�åòîâ ñóäÿò îá óðîâíå
âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ.

Òîíîìåòð, ïîñòàâëåííûé íà ãëàç, ÷èñòî ìåõàíè÷åñêè âûçûâàåò
ïîâûøåíèå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, åñëè òîíî-
ìåòð áóäåò íåêîòîðîå âðåìÿ íàõîäèòüñÿ íà ãëàçó, òî íà÷íåòñÿ êîì-
ïåíñàòîðíûé óñêîðåííûé îòòîê âíóòðèãëàçíîé æèäêîñòè è âíóò-
ðèãëàçíîå äàâëåíèå íà÷èíàåò ïîñòåïåííî ñíèæàòüñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùíîñòü òîíîãðàôèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîäëåí-
íîé òîíîìåòðèè (îáû÷íî äî 4 ìèíóò) è ïîñëåäóþùåì âû÷èñëåíèè
îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé ãèäðîäèíàìèêè ãëàçà � êîýôôèöèåíòà ëåã-
êîñòè îòòîêà è ìèíóòíîãî îáúåìà âîäÿíèñòîé âëàãè.

Î íåîáõîäèìîñòè èçìåðÿòü ÂÃÄ çàãîâîðèëè â ñåðåäèíå XIX â.
Ïåðâûé èìïðåññèîííûé òîíîìåòð áûë ñîçäàí Àëüáðåõòîì ôîí Ãðå-
ôå â 1862 ã., îäíàêî åãî ïîêàçàòåëè îêàçàëèñü îøèáî÷íûìè [2],
ïåðâûé àïïëàíàöèîííûé òîíîìåòð áûë ñîçäàí À.È. Ìàêëàêîâûì
â 1884 ã. Ïðîñòîòà êîíñòðóêöèè è õîðîøàÿ ïîâòîðÿåìîñòü ïîëó-
÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ñäåëàëè åãî ïîïóëÿðíûì â íàøåé ñòðàíå. Òî-
íîìåòð ïîäîáíîãî òèïà â íåñêîëüêî èçìåíåííîì âèäå ñ 1962 ã. èñ-
ïîëüçóþò è â ÑØÀ. Î íåîáõîäèìîñòè çàìåðÿòü ïàðàìåòðû ãèä-
ðîäèíàìèêè ãëàçà çàãîâîðèëè ïîçæå. Ñîïðîòèâëåíèå îòòîêó, (R),
ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäëîæèë èçìåðÿòü Ãîëüäìàí â 1951 ã. âåëè÷èíîé
äàâëåíèÿ â ìì ðò.ñò., êîòîðîå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû, ïðåîäîëåâàÿ ñîïðî-
òèâëåíèå, âûòåñíèòü èç ãëàçà çà 1 ìèíóòó 1 ìì3 âëàãè. Ðåçóëüòàò
îöåíèâàëè â ìì ðò.ñò. ·ìèí/ìì3. Îäíàêî â øèðîêóþ êëèíè÷åñêóþ
ïðàêòèêó âîøåë îáðàòíûé ïîêàçàòåëü 1/R = C � êîýôôèöèåíò
ëåãêîñòè îòòîêà ðàçìåðíîñòüþ ìì3/(ìèí·ìì ðò.ñò).

2. Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü òîíîãðàôèè

Ïðîñòåéøàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ãëàçíîãî ÿáëîêà îñíîâàíà íà
ïðåäñòàâëåíèè åãî óïðóãîé îáîëî÷êîé, çàïîëíåííîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòüþ (ðèñ. 4 íà âêëåéêå). Âíóòðåííèé îáúåì îáîëî÷êè ñâÿ-
çàí ñ ñèñòåìîé ïðèòîêà æèäêîñòè, ÷åðåç êîòîðóþ â åäèíèöó âðåìå-
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íè ïîñòóïàåò îáúåì æèäêîñòè Fh, è ñèñòåìîé îòòîêà, ÷åðåç êîòîðóþ
â åäèíèöó âðåìåíè âûòåêàåò îáúåì æèäêîñòè Fe. Â ñòàöèîíàðíûõ
óñëîâèÿõ ïðèòîê è îòòîê ðàâíû ìåæäó ñîáîé: Fh = Fe = Fh0, è
æèäêîñòü â îáîëî÷êå èìååò íåêîòîðûé ñòàöèîíàðíûé îáúåì V0 è
äàâëåíèå p0. Ñâÿçü ìåæäó V0 è p0 îïðåäåëÿåòñÿ óïðóãèìè ñâîé-
ñòâàìè îáîëî÷êè.

Â òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìîé âðà÷àìè ìîäåëè ãëàçíîãî ÿáëîêà
[1] ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ïðèòîê âîäÿíèñòîé âëàãè ê ãëàçó (Fh) íå èç-
ìåíÿåòñÿ êàê ïîñëå íàãðóæåíèÿ ãëàçà, òàê è â òå÷åíèå âñåãî íåñòà-
öèîíàðíîãî ïðîöåññà óñòàíîâëåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïîä
íàãðóçêîé. Îí, òàêèì îáðàçîì, ðàâåí âåëè÷èíå îòòîêà âîäÿíèñòîé
âëàãè Fe0 â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå äî íàãðóæåíèÿ Fh = Fe0 = const.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà îòòîêà Fe îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì, ñî-
îòâåòñòâóþùèì ïîñòîÿííîìó ãèäðàâëè÷åñêîìó ñîïðîòèâëåíèþ ïó-
òåé îòòîêà âîäÿíèñòîé âëàãè:

Fe =
p− pe
R

= C (p− pe) , C =
1

R
= const, (1)

Çäåñü p � òåêóùåå çíà÷åíèå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, pe � äàâ-
ëåíèå â ýïèñêëåðàëüíûõ âåíàõ, R � ñîïðîòèâëåíèå ïóòåé îòòîêà, C
� êîýôôèöèåíò ëåãêîñòè îòòîêà, êîòîðûé â ïðèíÿòîé ìîäåëè ñ÷èòà-
åòñÿ íå çàâèñÿùèì îò óñëîâèé òå÷åíèÿ æèäêîñòè, íàãðóæåíèÿ ãëàçà
è óðîâíÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ.

Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïðèòîêà è îòòîêà äî íàãðóæåíèÿ ñëåäóåò
âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû ïðèòîêà:

Fh = Fe0 =
p0 − pe0

R
= C (p0 − pe0) , (2)

Ïðè î÷åíü áûñòðîì (äëèòåëüíîñòüþ íå áîëåå íåñêîëüêèõ ñå-
êóíä) ïåðâîíà÷àëüíîì íàãðóæåíèè ãëàçà òîíîãðàôîì (êàê è ïðè
òîíîìåòðèè) äàâëåíèå â ãëàçó ìãíîâåííî âîçðàñòàåò îò ñòàöèîíàð-
íîãî çíà÷åíèÿ p0 ïåðåä íàãðóæåíèåì ãëàçà äî íåêîòîðîé âåëè÷èíû
p (0) = p1, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåñîì ãðóçà P , óïðóãèìè ñâîéñòâà-
ìè îáîëî÷êè, ôîðìîé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ãðóçà è ðîãîâèöû è
ò.ä. Èçìåíåíèå îáúåìà æèäêîñòè â ãëàçó ïðè ýòîì ïðåíåáðåæèìî
ìàëî: V (0) = V1 = V0.



Î ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ òîíîãðàôèè 45

Åñëè ãðóç îñòàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ðîãîâèöû ïðîäîëæèòåëüíîå
âðåìÿ, òî â ãëàçó ðåàëèçóåòñÿ íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ÷àñòè÷íîãî
îïîðîæíåíèÿ ãëàçà è óñòàíîâëåíèÿ íîâîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ
[3].

Òàê, åñëè èçìåíåíèå îáúåìà æèäêîñòè â ãëàçó dV çà ìàëûé ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè dt ðàâíî ðàçíîñòè ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ïðèòîêà
è îòòîêà Fh − Fe, òî íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ïåðåõîäà îò îäíîãî
ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dV

dt
= Fh − Fe, ïðè Fe = C (p− pe) , Fh = const. (3)

Ïðè ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ îò t =
0 äî t = △t (ãäå △t � âðåìÿ òîíîãðàôè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ), è
ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

V (t)− V (0)

△t
= Fh − C (⟨p⟩ − ⟨pe⟩) . (4)

Çäåñü óãëîâûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíû ñðåäíèå çà âðåìÿ △t çíà-
÷åíèÿ äàâëåíèé â ãëàçó è ýïèñêëåðàëüíûõ âåíàõ. Êàê ïîä÷åðêèâà-
åòñÿ â ðàáîòå [3], ñðåäíåå çíà÷åíèå äîëæíî ïîíèìàòüñÿ êàê ñðåäíåå
èíòåãðàëüíîå

⟨p⟩ = 1

△t

∫ t

0

p (t) dt, ⟨pe⟩ =
1

△t

∫ t

0

pe (t) dt. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå âûðàæåíèå äëÿ Fh, ïî-
ëó÷àåì òî÷íîå â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìîäåëè ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ëåãêîñòè îòòîêà:

C =
V (0)− V (t)

△t [⟨p⟩ − p0 − (⟨pe⟩ − pe0)]
. (6)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ëåæèò â îñíîâå ñòàíäàðòíîé ìåòîäèêè îáðà-
áîòêè òîíîãðàôè÷åñêèõ êðèâûõ è îöåíêå âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà
ëåãêîñòè îòòîêà [1, 2]. Ïðè ýòîì íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì çíà÷åíèÿ-
ìè < p >= [p(0)+p(t)]/2. Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî çàìåíà ñðåäíåãî
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èíòåãðàëüíîãî ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ìîæåò ïðèâîäèòü ê áîëü-
øèì îøèáêàì.

3. Óñîâåðøåíñòâîâàííûå èëè ìîäèôèöèðîâàííûå

ìîäåëè òîíîãðàôèè

Â ðàáîòàõ [3-5] îáñóæäþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå ìåòîäû òîíî-
ãðàôèè, îñíîâàííûå íà ëèíåàðèçàöèè çàâèñèìîñòè V (p, P ).

Íà ïðîòÿæåíèè òîíîãðàôè÷åñêîãî îïûòà ïîâåäåíèå îáîëî÷êè
ãëàçà ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî-óïðóãèì:

dV = αdp. (7)

Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî óïðóãîå ïîâåäåíèå îáîëî÷êè íå çàâèñèò îò
âåëè÷èíû ãðóçà òîíîãðàôà. Èìåþùèåñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷�åòîâ çàäà÷è î äåôîðìàöèè óïðóãîé îáîëî÷êè, ìîäåëè-
ðóþùåé ãëàç, ïîêàçûâàþò, ÷òî âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà îáúåìíîé
óïðóãîñòè îáîëî÷êè α â äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ
îôòàëüìîëîãèè, ñëàáî çàâèñèò îò âåñà ãðóçà. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðà-
áîòàõ [3, 4] ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà α íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû
íàãðóçêè ïðè òîíîãðàôèè. Îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåí-
ñòâî: α = 1

p0
0.0215ln10 .

Òàêæå îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàãðóæåíèå ãëàçà ïðèâîäèò ê èç-
ìåíåíèþ äàâëåíèÿ â ýïèñêëåðàëüíûõ âåíàõ íà íåêîòîðóþ ïîñòî-
ÿííóþ âåëè÷èíó. Ïðè ñòàíäàðòíîé îáðàáîòêå äëÿ ýòîé âåëè÷èíû
ïðåäïîëàãàåòñÿ âñåãäà îäíî è òî æå (íåáîëüøîå â ñðàâíåíèè ñî ñòà-
öèîíàðíûì çíà÷åíèåì) ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå:

pe = pe0 + 1.25 ìì ðò. ñò., (8)

ãäå pe � äàâëåíèå â ýïèñêëåðàëüíûõ âåíàõ â íàãðóæåííîì ãëàçó.
Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, âåëè÷èíà äàâëåíèÿ â ýïèñ-
êëåðàëüíûõ âåíàõ â îáû÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ óñëîâèÿõ ó ðàçíûõ ëþ-
äåé âàðüèðóåò â íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ: pe0 ∼ 8-10 ìì ðò. ñò.

Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå (7) ñ ó÷å-
òîì (3) ïðèíèìàåò âèä

α
dp

dt
= C (p0 − pe0 − p+ pe) . (9)
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ïðè÷åì âåëè÷èíû α, C, p0, pe − pe0 � ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå
îò âåñà ãðóçà-òîíîìåòðà. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïîäáîðå êîíñòàíòû C äîëæíî ñîâïàäàòü ñ òîíîãðàììîé
p = p (t) äëÿ çàäàííûõ âåëè÷èí α, pe − pe0 è p0, ÷òî äàåò âîç-
ìîæíîñòü îöåíèòü êîýôôèöèåíò ëåãêîñòè îòòîêà äëÿ êîíêðåòíîãî
îáñëåäóåìîãî.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) èìååò âèä

p = p∞ + (p1 − p∞) e−
t
τ , p∞ = p0 + pe − pe0, τ =

α

C
. (10)

Çäåñü τ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ,
p1 = p (0) � íà÷àëüíîå äàâëåíèå äëÿ òîíîãðàììû (âíóòðèãëàçíîå
äàâëåíèå ñðàçó ïîñëå óñòàíîâêè ãðóçà íà ãëàç, ò.å. ïðè t = 0), êîòî-
ðîå âñåãäà ïðåâûøàåò äàâëåíèå äî íàãðóæåíèÿ p0 (p1 > p0) , p∞ =
p (∞) � äàâëåíèå, êîòîðîå óñòàíîâèëîñü áû â ãëàçó ïðè íåîãðàíè-
÷åííîé äëèòåëüíîñòè íàãðóæåíèÿ.

Ðèñ. 1. Àïïðîêñèìàöèÿ òîíîíãðàììû ýêñïîíåíòîé.
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Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñèìèðóÿ òîíîãðàììó ýêñïîíåíòîé è îïðå-
äåëÿÿ ïàðàìåòð τ è àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ ïðè t→ ∞,
ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà ëåãêîñòè îòòîêà C è èçìå-
íåíèå äàâëåíèÿ â ýïèñêëåðàëüíûõ âåíàõ ïðè íàãðóæåíèè â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïðèòîêà è âûõîäíàÿ ïðîâîäèìîñòü ïîä
ãðóçîì íå èçìåíèëèñü ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçãðóæåííûì ñîñòîÿíèåì:

C =
α

τ
, pe − pe0 = p∞ − p0. (11)

Îáðàáîòêà äàííûõ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (9) ïîçâîëÿåò íå òîëüêî
îöåíèòü êîýôôèöèåíò ëåãêîñòè îòòîêà, íî è ïîêàçûâàòü, ÷òî, êàê
ïðàâèëî, p∞ ̸= p0. Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè, êîòîðîå óñòàíîâèò-
ñÿ â ãëàçó ïîä ãðóçîì, âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå p∞ îòëè÷àåòñÿ îò
äàâëåíèÿ p0 â íåíàãðóæåííîì ãëàçó [3, 4]. Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíî-
ñòè, ÷òî ïðèíèìàåìîå îáû÷íî ñîîòíîøåíèå (8) íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ,
è âåëè÷èíà äàâëåíèÿ â ýïèñêëåðàëüíûõ âåíàõ äîëæíà áûòü âêëþ-
÷åíà â ÷èñëî îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, çàâèñÿùèõ îò âåëè÷èíû
íàãðóçêè íà ãëàç.

Â ðàáîòàõ [4-6] îáñóæäàåòñÿ òàêæå ïðàâîìåðíîñòü ïðåäïîëîæå-
íèÿ î ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè ïðèòîêà æèäêîñòè â ãëàçó, ñäåëàííîãî â
êëàññè÷åñêîé ìîäåëè òîíîãðàôèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî äîïóùåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ �ñîìíèòåëüíûì è ïðåäëîæåíà óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ ìîäåëü,
â êîòîðîé ïðèòîê æèäêîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñóììà ãèäðàâëè-
÷åñêîãî è íåãèäðàâëè÷åñêîãî (îñìîòè÷åñêîãî) êîìïîíåíòîâ. Ñäåëà-
íî îãðàíè÷åíèå î ïîñòîÿíñòâå íåãèäðàâëè÷åñêîãî êîìïîíåíòà. Ïðè-
íÿòî, ÷òî äëÿ ñêîðîñòè ïðèòîêà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Fh = L(pα − p) + F ∗
h , (12)

ãäå L � ãèäðàâëè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ýêâèâàëåíòíîé ìåìáðàíû,
ðàçäåëÿþùåé êðîâü â àðòåðèàëüíûõ êàïèëëÿðàõ öèëèàðíîãî òåëà è
âîäÿíèñòóþ âëàãó â çàäíåé êàìåðå ãëàçà, pα � äàâëåíèå â êàïèëëÿ-
ðàõ, à F ∗

h � êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïðèòîêà, ïîëàãàåìûé ïîñòîÿííûì,
òàê æå êàê è L è pα.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (12) â ðàâåíñòâà (2) è (3) è ïîâòîðÿÿ
âûêëàäêè, îïèñàííûå âûøå, ìîæíî ïîëó÷èòü èçìåíåííûå âûðàæå-
íèÿ äëÿ õàðàêòåðíîãî âðåìåíè τ è óñòàíîâèâøåãîñÿ ïîä íàãðóçêîé
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äàâëåíèÿ p∞ â ñëåäóþùåì âèäå:

τ =
α

1
R + L

, p∞ = p0 + (1 + LR) (pe − pe0) . (13)

Èñïîëüçóÿ (13) è ïðèíåáðåãàÿ ðàçíîñòüþ pe − pe0, ìîæíî ïîëó-
÷èòü

C + L =
1

R
+ L =

α

τ
=

α (p (0)− p (t))

△t [⟨p⟩ − p0 − (⟨pe⟩ − pe0)]
, (14)

îòêóäà

C =
α (p (0)− p (t))

△t [⟨p⟩ − p0 − (⟨pe⟩ − pe0)]
− L. (15)

Êàê îòìå÷àåòñÿ â ðàáîòå [3], òåïåðü ýêñïîíåíòà, êîòîðàÿ àï-
ïðîêñèìèðóåò òîíîãðàôè÷åñêóþ êðèâóþ, çàâèñèò îò òðåõ êîíñòàíò.
Äâå èç ýòèõ êîíñòàíò ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíîìó òîíîìåòðè÷åñêî-
ìó äàâëåíèþ è ïðåäåëüíîìó äàâëåíèþ p∞. Èç (13) âèäíî, ÷òî åñëè
ïðè ïîñòîÿííîì ïðèòîêå, çíàÿ τ , ìîæíî íàéòè îòíîøåíèå ïîäàòëè-
âîñòè ãëàçíîé îáîëî÷êè α ê ïðîâîäèìîñòè âûâîäÿùèõ ïóòåé (êîýô-
ôèöèåíòó ëåãêîñòè îòòîêà), òî ïðè ïîñòîÿííîì íåãèäðàâëè÷åñêîì
ïðèòîêå ìîæíî íàéòè òîëüêî îòíîøåíèå ïîäàòëèâîñòè ê ñóììàð-
íîé ïðîâîäèìîñòè ñèñòåì ïðèòîêà è îòòîêà. Â ðàáîòå [4] îòìå÷àåòñÿ
òàêæå, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ èíôîðìàöèÿ çàâèñèò îò äîïóùåíèé îá îð-
ãàíèçàöèè ïðèòîêà, à ïîäàòëèâîñòü α ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïðè
èçìåðåíèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè ââåäåíèè â ãëàç çàäàííûõ
îáúåìîâ æèäêîñòè.

4. Èçìåíåíèå äàâëåíèÿ ïðè èíòðàñêëåðàëüíûõ

èíúåêöèÿõ

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ëå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ãëàç-
íûõ çàáîëåâàíèé øèðîêî èñïîëüçóþò âíóòðèñêëåðàëüíûå èíúåêöèè
íåáîëüøîé (äî 0,2 ìë) äîçû ëå÷åáíîãî ïðåïàðàòà. Ïðèâåäåì, íàïðè-
ìåð, äàííûå èç ðàáîòû [7]. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìî-
ñòè èçìåíåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ îò âðåìåíè ïðè ââåäåíèè
äîïîëíèòåëüíîãî îáúåìà æèäêîñòè îáú�åìîì 0.05 ìë. Êëèíè÷åñêèå
äàííûå ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïî ââåäåíèþ
âíóòðåñêëåðàëüíûõ èíúåêöèè îáú�åìîì 0,05 ìë.

Âðåìÿ

îòíîñèòåëüíî

ââåäåíèÿ

Êëèíè÷åñêàÿ

ãðóïïà, ñðåäíåå

ÂÃÄ, ìì.ðò.ñò.

äî ââåäåíèÿ 19.5

÷åðåç 0.5 ìèí. 65.2

÷åðåç 3 ìèí. 33.4

÷åðåç 5 ìèí. 27.6

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè ââåäåíèè
âíóòðåñêëåðàíûõ èíúåêöèé îáúåìîì 0,05 ìë.
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Çà ñ÷�åò êðàòêîâðåìåííîãî óâåëè÷åíèÿ âíóòðåííåãî îáúåìà ãëàç-
íîãî ÿáëîêà ïðè ââåäåíèè òàêèõ èíúåêöèé â ïåðâûé ìîìåíò ïðîèñ-
õîäèò ðåçêîå óâåëè÷åíèå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (ÂÃÄ). Â äàëü-
íåéøåì, êàê è ïðè òîíîãðàôèè, â æèâîì ãëàçó ïðîèñõîäèò âîññòà-
íîâëåíèå äàâëåíèÿ. Òàêàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ êðèâàÿ ìîæåò òàê-
æå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òîíîãðàôè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ìîæåò ïîìî÷ü
îöåíèòü è èçìåíåíèå ñêîðîñòè ïðèòîêà, è êîýôôèöèåíò ëåãêîñòè
îòòîêà.

Îöåíî÷íûå ðàñ÷�åòû äàþò

L = 0.3
ìì.3

ìèí·ìì ðò.ñò.
, α =

1

p00.0215 ln 10
, (16)

Òîãäà ïî ñîîòíîøåíèþ (15) ìîæíî ïîëó÷èòü â äàííîì ñëó÷àå

êîýôôèöèåíò ëåãêîñòè îòòîêà: C = 0.47 ìì.3
ìèí·ìì ðò.ñò. .

5. Çàêëþ÷åíèå

Ñðàâíåíèå òîíîãðàììû ïðè ïðèëîæåíèè ãðóçà ñ ïëîñêèì îñ-
íîâàíèåì (èëè òîíîìåòðà) ñ ãðàôèêàìè çàâèñèìîñòè �äàâëåíèå-
îáúåì"ïðè ââåäåíèè èíúåêöèé ïîêàçûâàåò, ÷òî óñîâåðøåíñòâîâàí-
íûå ìîäåëè òîíîãðàôèè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòà ëåãêîñòè îòòîêà ïî äàííûì î âíóòðèãëàçíûõ èíúåêöè-
ÿõ.

Ëèòåðàòóðà

1. Íåñòåðîâ À.Ï., Áóíèí Ô.ß., Êàöíåëüñîí Ë.À. Âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå.
Ôèçèîëîãèÿ è ïàòîëîãèÿ. Ì.: Íàóêà, 1974. 381 ñ.

2. Âîëêîâ Â.Â. Ãëàóêîìà îòêðûòîóãîëüíàÿ // Ìåäèöèíñêîå èíôîðìàöèîí-
íîå àãåíòñòâî. 2008. Ñ. 10�13.

3. Ëþáèìîâ Ã.À., Ìîèñååâà È.Í., Øòåéí À.À. Äèíàìèêà âíóòðèãëàçíîé
æèäêîñòè: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è åå îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ // Èçâåñòèÿ
ÐÀÍ. Ìåõ. æèäê. è ãàçà. 2007. N. 5. Ñ. 7�18.

4. Ëþáèìîâ Ã.À., Ìîèñååâà È.Í., Øòåéí À.À. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë òî-
íîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ äàâëåíèÿ // Áèîìåõàíèêà ãëàçà�
2007. Ñáîðíèê òðóäîâ êîíôåðåíöèè. Ì.: Ìîñêîâñêèé ÍÈÈ ãëàçíûõ áî-
ëåçíåé èì. Ãåëüìãîëüöà, 2007. Ñ.127�134.



52 Ä.Â. Ôðàíóñ

5. Ëþáèìîâ Ã.À., Øòåéí À.À., Ìè÷óðèíà Ì.Â., Ìîèñååâà È.Í. Ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â îôòàëüìîëîãèè äëÿ
èçìåðåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ãëàçà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-
ìû ìåõàíèêè. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ; Èçä-âî Îìåãà-Ë., 2008. Ñ. 290�306.

6. Ìîèñååâà È.Í., Øòåéí À.À. Àíàëèç çàâèñèìîñòè äàâëåíèå � îáúåì äëÿ
ãëàçíîãî ÿáëîêà, íàãðóæåííîãî ïëîñêèì øòàìïîì, íà îñíîâå äâóõñåã-
ìåíòíîé óïðóãîé ìîäåëè // Èçâ. ÐÀÍ. Ìåõ. æèäê. è ãàçà. 2011. N. 5. Ñ.
3�15.

7. Åðìîëàåâ À.Ï., Ñóðãó÷ Â.Ê., Ïåðøèí Á.Ñ. Âëèÿíèå ââåäåíèÿ äîïîëíè-
òåëüíîãî îáúåìà æèäêîñòè â ñòåêëîâèäíîå òåëî íà âíóòðèãëàçíîå äàâëå-
íèå. Äîêëàä íà ñåìèíàðå �Áèîìåõàíèêà - 2011�. ÑÏá. 2011.
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ÏÎÄÊÐÅÏËÅÍÍÎÉ ØÏÀÍÃÎÓÒÀÌÈ
Ñ ÐÀÇÍÎÉ ÆÅÑÒÊÎÑÒÜÞ

Ã.À. Íåñòåð÷óê

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå èçìåíåíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ
æåñòêîñòåé øïàíãîóòîâ âäîëü îáðàçóþùåé òîíêîé óïðóãîé öèëèíäðè-
÷åñêîé îáîëî÷êè íà çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è ïåðâîé ÷àñòîòû
êîëåáàíèé îáîëî÷êè.

Ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ îá îïòèìè-
çàöèè ïàðàìåòðîâ ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è ïåðâîé
÷àñòîòû êîëåáàíèé âñåé ñèñòåìû.

1. Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííîì ñóäîñòðîåíèè, ðàêåòíîé òåõíèêå è àâèàñòðîåíèè
íàðÿäó ñ ãëàäêèìè îáîëî÷êàìè èñïîëüçóþòñÿ ïîäêðåïëåííûå (èëè
ðåáðèñòûå) îáîëî÷êè. Ðåáðèñòûå îáîëî÷êè ïîïóëÿðíåå ãëàäêèõ è
ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ îáî-
ëî÷êè è åå ðåáåð (øïàíãîóòîâ) ïîäêðåïëåííàÿ îáîëî÷êà áåç ïîòå-
ðè óñòîé÷èâîñòè ñïîñîáíà âûäåðæèâàòü äàâëåíèå â íåñêîëüêî ðàç
áîëüøåå, ÷åì îáîëî÷êà òîé æå ìàññû, èçãîòîâëåííàÿ èç òîãî æå
ìàòåðèàëà.

Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåí-
íûå ðåáðàìè îäèíàêîâîé æåñòêîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ïîäêðåïëåíèÿ îáîëî÷êè
ðåáðàìè, ÷üè âûñîòû èçìåíÿþòñÿ âäîëü îáðàçóþùåé îáîëî÷êè ñî-
ãëàñíî êàêîìó-ëèáî çàêîíó: ëèíåéíî, ïàðàáîëè÷åñêè èëè ýêñïîíåí-
öèàëüíî. Ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Â ñòàòüå [1] ìåòîäîì Ðèòöà èññëåäîâàí ñëó÷àé ïîäêðåïëåíèÿ
îáîëî÷êè ðåáðàìè ðàçíîé æåñòêîñòè. Âûñîòû øïàíãîóòîâ ëèíåé-
íî ðàñïðåäåëåíû âäîëü îáðàçóþùåé îáîëî÷êè ñèììåòðè÷íî îòíî-
ñèòåëüíî ñåðåäèíû îáîëî÷êè.

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 26 ôåâðàëÿ 2013 ã.
c⃝ Ã.À. Íåñòåð÷óê, 2013
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîäêðåïëåíèÿ øàðíèðíî îïåðòîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ðåáðàìè ðàçíîé æåñòêîñòè ñ íóëåâûì ýêñ-
öåíòðèñèòåòîì (öåíòð òÿæåñòè øïàíãîóòà íàõîäèòñÿ íà ñðåäèííîé
ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè). Âûñîòû øïàíãîóòîâ ðàñïðåäåëÿþòñÿ âäîëü
îáðàçóþùåé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íåðàâíîìåðíî.

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ áåçðàçìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ ìàëûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè, ïðèíèìàåò âèä (ñì. [2])

µ4 ·∆2w − σ∆kΦ− λw = 0, ∆2Φ+∆kw = 0, (1)

ãäå

∆w =
d2w

ds2
−m2w, ∆kw =

d2w

ds2
, σ = 1− ν2, µ4 =

h2

12
, λ = ω2R2σρ

E
.

Çäåñü s � êîîðäèíàòà, íàïðàâëåííàÿ ïî îáðàçóþùåé, Φ � ôóíêöèÿ
óñèëèé, w � ïðîåêöèÿ ïåðåìåùåíèÿ íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè, m �
÷èñëî âîëí ïî ïàðàëëåëè, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, h � òîëùèíà
îáîëî÷êè, ρ� ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, E � ìîäóëüÞíãà, ω � ÷àñòîòà
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, µ � ìàëûé ïàðàìåòð. Çà åäèíèöó äëèíû
âûáðàí ðàäèóñ R îñíîâàíèÿ öèëèíäðà.

Îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëåíèåì íèçøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå äîïóñêàþò èçãèáàíèÿ ñðåäèí-
íîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Òîãäà íèçøèì ÷àñòîòàì ñîîòâåòñòâóþò
λ ∼ µ2, m ∼ µ−1/2. Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû Φ � ôóíêöèþ óñèëèé è
ñ÷èòàÿ, ÷òî ∆ ∼ m2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

wIV
0 − α4w0 = 0, α4 =

m4λ0 − µ4m8

σ
, (2)

ãäå w0 � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), λ0 � ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå λ, w′ = dw/ds (ñì. [3]). Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ òîëüêî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, è âìåñòî w0 è λ0 èñïîëüçóþòñÿ
îáîçíà÷åíèÿ w è λ.
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïè-
ðàíèÿ êðàåâ îáîëî÷êè èìåþò âèä

w(0) = w′′(0) = w(l) = w′′(l) = 0, (3)

ãäå l � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà îáîëî÷êè.
Åñëè îáîëî÷êà ïîäêðåïëåíà ïî ïàðàëëåëÿì ñ êîîðäèíàòàìè s =

si, i = 1, 2 ..., n − 1 êðóãîâûìè ñòåðæíÿìè (øïàíãîóòàìè), òî
w = w(i) ïðè s ∈ [si−1, si], i = 1, 2, ..., n, ïðè÷åì s0 = 0, sn = l:

w
(i)IV

0 − α4w
(i)
0 = 0, i = 1, 2, .., n. (4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ øïàí-
ãîóòà ai ≪ µ. Òîãäà íà ïàðàëëåëÿõ, ïîäêðåïëåííûõ øïàíãîóòàìè,
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (ñì. [4])

w(i) = w(i+1), w(i)′ = w(i+1)′ ,

w(i)′′ = w(i+1)′′ , w(i)′′′ − w(i+1)′′′ = −ciw(i+1), (5)

s = si, i = 1, 2, . . . , n− 1,

ãäå

ci =
m8µ4lηi
σn

, ηi =
12σnEcJi
h3El

, Ji =
a · b3i
12

.

Çäåñü Ec � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà øïàíãîóòà, ηi � áåçðàçìåð-
íàÿ æåñòêîñòü øïàíãîóòà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ îòíîøåíèþ èçãèáíûõ
æåñòêîñòåé øïàíãîóòà è îáîëî÷êè, ââåäåííàÿ â ðàáîòå [5], Ji � ìî-
ìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ øïàíãîóòà îòíîñèòåëüíî îáðà-
çóþùåé öèëèíäðà. Èíäåêñ i îçíà÷àåò, ÷òî øïàíãîóòû ìîãóò îòëè-
÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ïî âûñîòå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïî æåñòêîñòè.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ÷àñòîòû ïîäêðåïëåííîé îáî-
ëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

λi =
σα4

i (c)

m4
+ µm4,

ãäå αi(c) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è (4), (5) ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè (3).
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3. Çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ

Êðàåâàÿ çàäà÷à (3)�(5) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè íèç-
øèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè, ïîäêðåïëåííîé
ïðóæèíàìè æåñòêîñòè ci â òî÷êàõ si (ðèñ. 1)

Ðèñ. 1. Áàëêà, ïîäêðåïëåííàÿ ïðóæèíàìè.

Â ðàáîòå [6] ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ
ïðóæèí. Ïóòåì ïåðåáîðà âàðèàíòîâ îïðåäåëåíî, ÷òî îïòèìàëüíûì
ÿâëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèå ïðóæèí â óçëàõ ôîðìû êîëåáàíèé íåïîä-
êðåïëåííîé áàëêè. Â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êðàåâ îáîëî÷êè
si =

il
n � óçëû ôîðìû êîëåáàíèé wn(s) = sin (αns), ãäå αn = πn

l .

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ
áàëêè, ïîäêðåïëåííîé ïðóæèíàìè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíèì ìå-
òîä Ðýëåÿ. Ôîðìóëó Ðýëåÿ äëÿ ïîäêðåïëåííîé ïðóæèíàìè áàëêè
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì áåçðàçìåðíîì âèäå:

α4
1 = (I1 + I2)/I0,

I1 =

l∫
0

(w′′)2ds, I2 =
n−1∑
i=1

ciw
2(si), I0 =

l∫
0

w2ds.
(6)

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà îáîëî÷êà ñî øïàíãîóòàìè â ðàçðåçå âäîëü
îáîëî÷êè. Ïðèðàâíÿåì ìîäóëü Þíãà øïàíãîóòîâ ìîäóëþ Þíãà
îáîëî÷êè è â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî æåñòêîñòü øïàíãîóòà
çàâèñèò òîëüêî îò åãî ðàçìåðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå øïàíãîóòû
èìåþò îäèíàêîâóþ øèðèíó, ðàâíóþ a, à âûñîòà ïåðâîãî øïàíãîó-
òà b = ka. Òàêæå ââåäåì f(i) � ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò
øïàíãîóòîâ âäîëü îáðàçóþùåé öèëèíäðà: bi = bf(i) = kaf(i).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó Ðýëåÿ áåçðàçìåðíîé æåñòêîñòè
øïàíãîóòà è ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé íåïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè
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Ðèñ. 2. Îáîëî÷êà, ïîäêðåïëåííàÿ øïàíãîóòàìè.

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ α4
1:

α4
1(η,m) =

π4

l4
+

2

l
c(η,m)T (n), ïðè c(η,m) = c1, η = η1, (7)

ãäå

Ji =
a4k3

12
f3(si) = Jf3(si), J =

ab3

12
,

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå α1 â âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ÷àñòîòû λi
è ïîëó÷èì âûðàæåíèå

λ(η,m) = Xm−4 + Y m4,

ãäå

X =
σπ4

l4
, Y =

(
1 +

2T (n)

n
η

)
µ4,

çäåñü

T (n) =
n−1∑
i=1

f3 (i) sin2
(
πi

n

)
.

Íàéäåì íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ÷àñòîòû λ1, ìèíèìèçèðî-
âàâ ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ λ1(η,m) ïî m:

λ′m(η,m) = −4Xm−5 + 4Y m3 = 0, λ1(η) = 2
√
XY ,
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λ1(η) =
2π2µ2

√
σ

l2

√
1 +

2T (n)

n
η.

Ïîñêîëüêó äëÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà µ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
µ4 = h2/12, íàïèøåì λ1 â ñëåäóþùåì âèäå:

λ1(η) =
π2h

√
σ

l2
√
3

√
1 +

2T (n)

n
η. (8)

4. Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè

Ïóñòü ìàññà ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ôèêñèðîâàíà. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ìåæäó
øïàíãîóòàìè è îáîëî÷êîé (îáøèâêîé), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå ïåðâîé ÷àñòîòû.

Íàèìåíüøóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé ω0 öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè
ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êðàÿìè, èìåþùåé áåçðàçìåðíóþ äëèíó l è
òîëùèíó h0, ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé ôîðìó-
ëû:

ω2
0 =

Eλ1(0)

ρR2σ
=

Eh0π
2

ρR2l2
√
3σ
. (9)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷êè äî âå-
ëè÷èíû h íà íåé óñòàíîâëåí n− 1 øïàíãîóò ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ øèðèíîé a è âûñîòîé b(i), ïðè÷åì ìàññà ïîäêðåï-
ëåííîé îáîëî÷êè

Ms =M(h) +Mr,

ãäå M(h) = 2πR3ρhl � ìàññà îáøèâêè, a ìàññà øïàíãîóòîâ

Mr =
n−1∑
i=1

2πR3ρ · a · ak ((f(i)− 1)(u− 1) + 1)

ñîâïàäàåò ñ ìàññîé ãëàäêîé îáîëî÷êè M0 =M(h0).
Ïóñòü øïàíãîóòû óñòàíîâëåíû íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè l/n äðóã

îò äðóãà è îò êðàåâ îáîëî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîé ÷àñòîòû
êîëåáàíèé ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ω1 âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè
(8) è (9). Ââåäåì ôóíêöèþ îòíîøåíèÿ ïåðâîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé



Êîëåáàíèÿ è óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè 59

ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ê ïåðâîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ãëàäêîé îáî-
ëî÷êè:

f2v =
ω2
1

ω2
0

=

{
d
√
1 + 2T (n)

n η, 0 6 η 6 η∗,

dn2, η∗ < η,

ãäå d = h
h0
, η∗ = n4− 1 � ýôôåêòèâíàÿ æåñòêîñòü øïàíãîóòà [4, 5].

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì

f2v =
ω2
1

ω2
0

=

{
d
√

1 + Ba4

d3 , 0 6 η 6 η∗,

dn2, η∗ < η,
(10)

ãäå

B =
2σk3

lh30
· T (n).

Óñëîâèå ðàâåíñòâà ìàññû ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ìàññå ãëàäêîé
îáîëî÷êè (M(h0) =M(h) +Mr) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

a4 =
(1− d)2

A2
,

ãäå

A =
k

h0l
· P (n), P (n) =

n−1∑
i=1

f

(
i · l
n

)
.

Èñïîëüçóÿ òàêîå âûðàæåíèå äëÿ a4, ôóíêöèþ f2v (d) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f2v (d) =

{
dn2, 0 6 d 6 d∗

d
√
1 + B

A2 · (1−d)2

d3 , d∗ < d 6 1
.

η∗ = n4 − 1 =
B

A2
· (1− d∗)

2

d3∗
; d3∗ −

B

A2(n4 − 1)
(1− d∗)

2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîðåíü êîòîðî-
ãî ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ïåðâîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé øàðíèð-
íî îïåðòîé îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìè ðàçíîé æåñòêî-
ñòè:

d3∗ −
2σkl

h0
· T (n)

P 2(n)(n4 − 1)
· (d∗ − 1)2 = 0,
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Ïðè ýòîì a∗ è f
∗
v , ñîîòâåòñòâóþùèå d∗, ìîæíî íàéòè ïî ñëåäóþùèì

ôîðìóëàì:

a∗ =

√
1− d∗
A

, f∗v = n ·
√
d∗.

5. Çàäà÷à î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïîäêðåïëåí-
íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî áîêîâîãî
äàâëåíèÿ. Êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå p0 äëÿ ãëàäêîé îáîëî÷êè äëèíîé l
è òîëùèíîé h0 ìîæíî íàéòè ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå Ñàóòóýëëà�
Ïàïêîâè÷à âçÿòîé èç ðàáîòû [4] :

p0 = λ1
Eh

σ
=

4πEh
5/2
0

63/2lσ3/4
, (11)

ãäå λ1 è η∗ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

λ1(η) = min
m

[
σα4

1(η,m)

m6
+ µ4m2

]
, η∗ = n4/3 − 1.

Äëÿ îáîëî÷êè ñ òîé æå ìàññîé, ïîäêðåïëåííîé ðàâíîîòñòîÿùèìè
øïàíãîóòàìè, êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå p1 îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëû

f2b ≃ p21
p20

=

{
d5/2(1 + Ba4

d3 )3/4, 0 6 η 6 η∗,

d5/2n2, η∗ < η.
(12)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì

f2b (d) =

{
d5/2n2, 0 6 d 6 d∗,

d5/2(1 + B
A2 · (1−d)2

d3 )3/4, d∗ < d 6 1,

ãäå d∗ � êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

d3∗ −
2σkl

h0
· T (n)

P 2(n)(n4/3 − 1)
· (d∗ − 1)2 = 0.
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Çäåñü

P (n) =
n−1∑
i=1

f

(
i · l
n

)
, T (n) =

n−1∑
i=1

f3
(
i · l
n

)
sin2(

πi

n
).

Ïðè ýòîì a∗ è f
∗
b , ñîîòâåòñòâóþùèå d∗, ìîæíî íàéòè ïî ñëåäóþùèì

ôîðìóëàì:

a∗ =

√
1− d∗
A

, f∗b = n · d
5
2
∗ .

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fv è fb äëÿ u = 2, k = 1,
E = 11 · 1010, ρ = 8920, ν = 0.35.

Òàáëèöà 1. Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fv è fb

ns fv fb
3 3.133 3.078

5 3.968 4.157

7 4.590 5.108

9 5.090 5.963

6. Çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ïëàñòèíû

Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå, ñ óâåëè÷åíèåì âûñîòû øïàíãîóòîâ ðàñòåò è ïåðâàÿ ÷à-
ñòîòà êîëåáàíèé îáîëî÷êè. Íî ïðè óâåëè÷åíèè âûñîòû øïàíãîóòà
åãî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ è â èòîãå íà÷èíàåò
óìåíüøàòüñÿ è ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé âñåé ñèñòåìû. Îïòèìàëü-
íî èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ïàðàìåòðîâ øïàíãîóòîâ, ïðè êîòîðûõ èõ
ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïåðâîé ÷àñòîòîé êîëå-
áàíèé îáîëî÷êè.

Â áîëüøèíñòâå ñòàòåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèè øïàí-
ãîóòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü êîëüöåâîãî ñòåðæíÿ. Íî ïðè áîëüøîì
îòíîøåíèè âûñîòû øïàíãîóòà (b) ê åãî øèðèíå (a) äëÿ ïîëó÷åíèÿ
áîëåå òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ âìåñòî ìîäåëè êîëüöåâîãî ñòåðæíÿ íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ìîäåëü êîëüöåâîé ïëàñòèíû.

Èññëåäóåì øïàíãîóòû íàøåé îáîëî÷êè ìåòîäîì, îïèñàííûì â
ðàáîòå [7].
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Ïîñêîëüêó ñ óìåíüøåíèåì âûñîòû øïàíãîóòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ
èõ ïåðâàÿ ÷àñòîòà, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñàìûé áîëüøîé øïàíãîóò.
Â íàøåì ñëó÷àå âûñîòû øïàíãîóòîâ ðàñïðåäåëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îáîëî÷êè, ïîýòîìó ñàìûì âûñîêèì øïàí-
ãîóòîì áóäåò ñðåäíèé.

Âîçüìåì çà åäèíèöó äëèíû ðàäèóñ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè
R, òîãäà áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé êîëüöåâîé ïëàñòèíêè
ïðèíèìàþò âèä

∆2wp = γ4 · wp, ∆wp =
1

sp

d

dsp

(
sp
dwp

sp

)
, γ4 =

12λ

a2
, (13)

ãäå sp � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà, à wp � ñìåùåíèå. Ïîëàãàÿ, ÷òî
êðàé ïëàñòèíû (sp = 1+b) ñâîáîäåí, ìîæíî çàïèñàòü êðàåâûå óñëî-
âèÿ:

Mp = Qp = 0 ïðè sp = 1 + b, (14)

ãäå

Mp =
d2wp

ds2p
+

ν

sp

dwp

dsp
, Qp =

d3wp

ds3p
+

1

sp

d2wp

ds2p
− 1

s2p

dwp

dsp
.

Íà êðàþ s = l, sp = 1 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ

wp = −u, dwp

dsp
=
dw

ds
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèé (13) ñëåäóåò
ñíà÷àëà ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè.

Â îáùåì âèäå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç
ôóíêöèè Áåññåëÿ. Íî ïðè 1 ≫ b ≫ a âûðàæåíèå äëÿ λ1 � áåç-
ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ïåðâîé ÷àñòîòû, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå (ñì. [7])

λ1 = 1.03
a2

b4
.

Âîñïîëüçóåìñÿ äàííîé ôîðìóëîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âûáîðå îï-
òèìàëüíûõ êîýôèöèåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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7. Ðåçóëüòàòû

Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìåäíîé (E = 11 ·
1010 Ïà, ρ = 8920 êã/ì3, ν = 0.35) îáîëî÷êè l = 4 è øïàíãîóòîâ.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ

f(i) = (κ(i)− 1)(u− 1) + 1, κ(i) =

{
rli, i < n

2

n− i, i > n
2

,

ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âûñîò øïàíãîóòîâ.

Òàáëèöà 2. Ðàñïðåäåëåíèå âûñîò øïàíãîóòîâ ïî ïðÿìîé

ns u a fv fb
5 10.945 0.017 4.939 5.32

6 11.185 0.0155 5.411 6.039

7 7.25 0.0177 5.688 6.596

8 7.485 0.016 6.047 7.255

9 5.656 0.0171 6.215 7.703

Ðåçóëüòàòû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò øïàíãîóòîâ ïî ïàðàáîëå
ïðè

f(i) = 1− u(κ(i)− 1)(κ(i)− n+ 1)

ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Òàáëèöà 3. Ðàñïðåäåëåíèå âûñîò øïàíãîóòîâ ïî ïàðàáîëå

ns u a fv fb
5 5.322 0.0149 4.933 5.314

6 3.499 0.0147 5.381 6.012

7 2.262 0.0151 5.703 6.613

8 1.701 0.0146 6.014 7.219

9 1.2685 0.0145 6.248 7.744

Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò ïî
ýêñïîíåíòå, êîãäà

f(i) = 1 + u(eκ(i) − e).
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Òàáëèöà 4. Ðàñïðåäåëåíèå âûñîò øïàíãîóòîâ ïî ýêñïîíåíòå

ns u a fv fb
5 1.0795 0.0188 5.019 5.389

6 1.1266 0.0166 5.495 6.116

7 0.31755 0.0223 5.854 6.764

8 0.341 0.0188 6.242 7.461

9 0.10555 0.0241 6.466 8.001

8. Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ îáîëî÷-
êè è êîëåáàíèÿ øïàíãîóòîâ, äàþò ïðèáëèæåííûå ðåçóëüòàòû [8].
Â ýòîì ìèíóñ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Íî ìíîãîêðàòíîå âû÷èñëåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèé îáîëî÷êè è
øïàíãîóòîâ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò ìàøèí-
íûõ ðåñóðñîâ, â òî âðåìÿ êàê àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïóñòü è ñ
íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, ïîìîãàåò ïîäîáðàòü êàê îïòèìàëüíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âûñîò äëÿ òîãî èëè èíîãî ÷èñëà øïàí-
ãîóòîâ, òàê è îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íåå.

Òàê, íàïðèìåð, èç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ âûøå, ëåãêî çàìå-
òèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âûñîò ïî ýêñïîíåíòå äàåò áîëüøåå óâåëè÷å-
íèå ïåðâîé ÷àñòîò êîëåáàíèé ñèñòåìû, ÷åì ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå
èëè ðàñïðåäåëåíèå ïî ïàðàáîëå, à ðàñïðåäåëåíèå ïî ïàðàáîëå, ïðè
íåêîòîðîì ÷èñëå øïàíãîóòîâ, äàåò á�îëüøóþ ïåðâóþ ÷àñòîòó, ÷åì
ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì, ïðèâåäåííûì â äàííîé ðà-
áîòå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîäñ÷åòà òî÷íûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé
÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.
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ÌÅÒÎÄÛ È ÁÈÎÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ
ÎÖÅÍÊÈ ÑÒÐÓÊÒÓÐ ÃËÀÇÀ

Ä. À. Ðóáàøîâà

Â ñòàòüå ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ìå-
õàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ãëàçà è ñîåäèíèòåëü-
íîòêàííûõ îáðàçîâàíèé ãëàçíèöû íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñî-
ñòîÿíèå êîðíåîñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçà ïðè äàâëåíèè òîíîìåòðà íà
ðîãîâèöó. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî âíóò-
ðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ñòðóêòóð ãëàçà ïîëîæåíû â îñíîâó ðàçðàáîòàííîãî àâòîìàòèçè-
ðîâàííîãî ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî äàâëåíèÿ
ãëàçà ïðè èçìåðåíèè ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà.

1. Ââåäåíèå

Âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå (ÂÃÄ) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ
õàðàêòåðèñòèê ãëàçà. Íàðóøåíèÿ ÂÃÄ ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé ñíèæå-
íèÿ çðåíèÿ è ñòîéêîé èíâàëèäèçàöèè ïàöèåíòîâ. Íàïðèìåð, âûñî-
êîå ÂÃÄ ïðè ãëàóêîìå ïðèâîäèò ê ñïåöèôè÷åñêîé àòðîôèè çðèòåëü-
íîãî íåðâà è íåîáðàòèìîé ñëåïîòå.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå òåðÿþò ñâîåé àêòóàëüíîñòè âîïðîñû
ñòàíäàðòèçàöèè èçìåðåíèé ÂÃÄ, îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ è ïàòî-
ëîãè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ÂÃÄ è èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðà-
ìåòðîâ ãëàçíîãî ÿáëîêà íà âåëè÷èíó ÂÃÄ. Ñóùåñòâóþùèå àïïëàíà-
öèîííûå ìåòîäû ïðè èçìåðåíèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ íå ó÷è-
òûâàþò èíäèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè ñâîéñòâ ñòðóêòóð ãëàçà ïà-
öèåíòà: òîëùèíû ðîãîâèöû è ñêëåðû, èõ êðèâèçíû è ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ. Â òî æå âðåìÿ ïàðàìåòðû ãëàçà îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå
âëèÿíèå íà ðåçóëüòàòû àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäîâ òîíîìåòðèè [1�4].
Ýòî èñêàæàåò ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ïðèâîäÿ ê çàïîçäàëîé äèà-
ãíîñòèêå ðàçëè÷íûõ çàáîëåâàíèé è ê íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííîé
òåðàïèè.

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 12 ìàðòà 2013 ã.
c⃝ Ä. À. Ðóáàøîâà, 2013
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Â Ðîññèè äëÿ èçìåðåíèÿ òîíîìåòðè÷åñêîãî ÂÃÄ íàèáîëüøåå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä Ìàêëàêîâà. Àïïëàíàöèîííàÿ íà-
ãðóçêà ïðè èçìåðåíèè ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà 5 ã, 10 ã è 15 ã (íà-
ãðóçêà, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé óïëîùàåòñÿ ïîâåðõíîñòü ãëàçíîãî
ÿáëîêà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòüþ òîíîìåòðà äî íåêîòîðîãî äèàìåò-
ðà êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ). Ìåòîä ïîñòðîåí íà êà÷åñòâåííûõ ýêñ-
ïåðòíûõ îöåíêàõ. Ïî âåëè÷èíå êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ ïî ëèíåéêå
Ïîëÿêà îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó òîíîìåòðè÷åñêîãî ÂÃÄ.

Àíàëèç ìîäåëåé ãëàçíîãî ÿáëîêà, ïîñòðîåííûõ, íàïðèìåð, â ïðî-
ãðàììíûõ ïàêåòàõ SolidWorks è CosmosWorks, ïîçâîëÿåò îöåíèòü
âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íà ñî-
ñòîÿíèå åãî ñòðóêòóð. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñøèðÿåò ñôåðó ïðè-
ìåíåíèÿ äèàãíîñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîñûëêîé äëÿ
ñîçäàíèÿ àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñðåäñòâ äèàãíîñòèêè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòàõ [5�10] ðàññìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèå è êîìïüþòåðíûå
ìîäåëè ãëàçà è ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ åãî ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íà ðåçóëüòàòû àïïëàíàöè-
îííûõ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ ÂÃÄ. Â ðàáîòå [9] ðîãîâèöà ðàññìîòðåíà
ïî ñõåìå îáîëî÷êè (âñå ðàáîòû íà Çàïàäå êàñàþòñÿ â îñíîâíîì òîíî-
ìåòðèè ïî ìåòîäó Ãîëüäìàíà, ó êîòîðîãî çîíà êîíòàêòà ìàëåíüêàÿ,
ïîýòîìó îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò òîëüêî ðîãîâèöó), à â ðàáîòàõ [5�8,
10] ðîãîâèöà è ñêëåðà � ïî ñõåìàì äâóõ îáîëî÷åê ñ ðàçíûìè äèàìåò-
ðàìè è ðàçíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Â ýòèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàíî
âëèÿíèå òîëùèíû è êðèâèçíû ðîãîâèöû è àíèçîòðîïíûõ ñâîéñòâ
ðîãîâèöû è ñêëåðû [6�10], à òàêæå ìíîãîñëîéíîñòè ðîãîâèöû [7]
íà ðåçóëüòàòû àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ ÂÃÄ. Â ðàáî-
òå [6] ìîäåëü ãëàçíîãî ÿáëîêà ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ ñôåðè÷åñêèìè
ñåãìåíòàìè. Ââåäåíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ìîäóëü óïðóãîñòè
ðîãîâèöû ìíîãî ìåíüøå ìîäóëÿ óïðóãîñòè ñêëåðû è ÷òî ðîãîâèöà �
ìÿãêàÿ îáîëî÷êà. Â ðàáîòå [8] ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëè ãëàçà: àíà-
ëèòè÷åñêàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ñîåäèíåííûõ ñåãìåíòîâ ýëëèïñîèäîâ
âðàùåíèÿ, è êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ñîåäèíåííûõ
ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê. Â ïðèêëàäíîé ïðîãðàììå ANSYS ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ çàäàíû ïî ñõåìå ñêîëüçÿùåé çàäåëêè [8] è æåñòêîãî
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çàùåìëåíèÿ [7, 10]. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ôîðìû ãëà-
çà íà ðåçóëüòàòû òîíîìåòðèè. Ñîâðåìåííûå âîçìîæíîñòè êëèíè÷å-
ñêèõ è ëàáîðàòîðíûõ èññëåäîâàíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñòðóêòóð
ãëàçíîãî ÿáëîêà ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [10�13].

Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àâòîìàòèçè-
ðîâàííîãî ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî äàâ-
ëåíèÿ, âêëþ÷åííîãî â áèîòåõíè÷åñêóþ ñèñòåìó ìåäèöèíñêîãî íà-
çíà÷åíèÿ (ÁÒÑ). ÁÒÑ � ýòî îñîáûé êëàññ áîëüøèõ ñèñòåì, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñîâîêóïíîñòü áèîëîãè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ ýëå-
ìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé â åäèíîì êîíòóðå óïðàâëåíèÿ [14].
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî: 1) ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ èñ-
òèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðè èçìåðåíèè ÂÃÄ ïî ìåòîäó
Ìàêëàêîâà; 2) ïîñòðîèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè ãëàçíîãî ÿáëîêà;
3) èìåòü âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ èñòèííîãî òîíîìåò-
ðè÷åñêîãî ÂÃÄ ãëàçà â íîðìå è ïðè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ
ïàòîëîãèÿõ ãëàçà: êåðàòîêîíóñå, ìèîïèè, ãèïåðìåòðîïèè (ïðè êå-
ðàòîêîíóñå ó ðîãîâèöû èçìåíÿþòñÿ ðàäèóñ êðèâèçíû è òîëùèíà
öåíòðàëüíîé çîíû. Â êîíå÷íîì èòîãå îíà èñòîí÷àåòñÿ è ïðèíèìàåò
êîíóñîâèäíóþ ôîðìó. Ïðè ìèîïèè èñêðèâëåíà ñêëåðà è óäëèíå-
íà ïåðåäíå-çàäíÿÿ îñü (ÏÇÎ) ãëàçà. Ïðè ãèïåðìåòðîïèè óêîðî÷åíà
ÏÇÎ ëèáî óâåëè÷åíà ôðîíòàëüíàÿ îñü (ÔÎ) ãëàçà); 4) ðåàëèçîâàòü
â àïðîáèðîâàííûõ è äîñòóïíûõ â èíæåíåðíîé è êëèíè÷åñêîé ïðàê-
òèêå ïàêåòàõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ïîñòðîåííûå ïàðàìåòðè÷åñêèå
ìîäåëè.

3. Ìîäåëèðîâàíèå ãëàçíîãî ÿáëîêà

Ðàññìîòðåíû òðè ìîäåëè: ìîäåëü ðîãîâèöû, ìîäåëü êîðíåîñêëå-
ðàëüíîé îáîëî÷êè è ìîäåëü ãëàçà ñ ó÷åòîì ñîåäèíèòåëüíîòêàííûõ
îáðàçîâàíèé [15]. Ïî âñåì ìîäåëÿì ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ âëèÿ-
íèÿ òîëùèíû ðîãîâèöû, åå êðèâèçíû è êåðàòîêîíóñà íà ðåçóëüòàòû
òîíîìåòðèè ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà. Â ìîäåëè ðîãîâèöû ó÷òåíû àíè-
çîòðîïíûå ñâîéñòâà åå ñòðóêòóð, ââåäåíî æåñòêîå çàùåìëåíèå ïî
íàðóæíîìó êîíòóðó. Â ìîäåëè êîðíåîñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè, â äî-
ïîëíåíèå ê ìîäåëè ðîãîâèöû, ó÷òåíî âëèÿíèå ãåîìåòðèè è ìåõàíè-
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÷åñêèõ ñâîéñòâ ñêëåðû è ëèìáà. Ìîäåëü æåñòêî çàùåìëåíà â òâåð-
äîé ìîçãîâîé îáîëî÷êå. Òðåòüÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò ñîåäèíèòåëüíî-
òêàííûå îáðàçîâàíèÿ ãëàçíèöû, òåíîíîâóþ êàïñóëó, ýïèñêëåðàëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî, ñòÿæè è êîñòü ãëàçíèöû. È ïîçâîëÿåò íàèáîëåå
àäåêâàòíî îòðàçèòü êðåïëåíèå ãëàçà â ãëàçíèöå. Ïðè ýòîì, ââåäå-
íèå ñòÿæåé îïðåäåëÿåò íåîñåñèììåòðè÷íóþ ôîðìó ìîäåëè. Íèæå
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî òðåòüåé ìîäåëè.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ìîäåëü ãëàçà è ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ â ïà-
êåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì SolidWorks. Ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàññ÷è-
òûâàòü èñòèííîå òîíîìåòðè÷åñêîå ÂÃÄ ïðè: 1) ðîãîâèöå â íîðìå; 2)
ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ êåðàòîêîíóñà; 3) èçìåíåíèÿõ ôîðìû
ãëàçà (ìèîïèÿ, ãèïåðìåòðîïèÿ).

Ðèñ. 1. Ñõåìà (à) è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü
(á) ñîåäèíèòåëüíîòêàííûõ îáðàçîâàíèé ãëàçíèöû.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ââåäåíû ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ (ñì.
ðèñ. 1): I. Ìàòåðèàë ðîãîâèöû (1 ) îäíîðîäíûé, ñïëîøíîé, àíèçî-
òðîïíûé ñ íîðìàëüíûìè ìîäóëÿìè óïðóãîñòè; ìàòåðèàë ñêëåðû
(2 ), òâåðäîé ìîçãîâîé îáîëî÷êè (6 ), ñòÿæåé (5 ), ýïèñêëåðàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà, òåíîíîâîé êàïñóëû (3 ) è êîñòè ãëàçíèöû (4 ) îäíî-
ðîäíûå, ñïëîøíûå, èçîòðîïíûå, ñ íîðìàëüíûìè ìîäóëÿìè óïðóãî-
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ñòè. II. Ìîäåëü æåñòêî çàêðåïëåíà íà âíåøíåé ñòîðîíå êîñòè ãëàç-
íèöû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå ïåðåìåùåíèÿ â çîíå êîíòàêòà
òîíîìåòð�ðîãîâèöà ãëàçà. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèè êîðíå-
îñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì ãðóçà-òîíîìåòðà èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä èòåðàöèé. Ïîñêîëüêó âîäÿíèñòàÿ âëàãà íåñæèìàåìà,
ìû, ïîøàãîâî ïîâûøàÿ âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå, óâåëè÷èâàåì îáú-
åì ãëàçà äî ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ.

4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Ïðèìåð 1. Çàâèñèìîñòè ðàçíèöû ìåæäó çíà÷åíèåì òîíîìåòðè-
÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëà-
êîâà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéêîé Á.Ë. Ïîëÿêà, è èñòèííîãî òîíîìåò-
ðè÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî ïî ìîäåëè (ñì.
ðèñ. 1), îò äèàìåòðà êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ.

Äëÿ ñòðóêòóð ãëàçà çàäàíû ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû è ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà: 1) ðàäèóñ êðèâèçíû ðîãîâèöû Rêð

= 7,8 ìì, òîëùèíà öåíòðàëüíîé çîíû hðö = 0,52 ìì, òîëùèíà ðî-
ãîâèöû íà ïåðèôåðèè hðï = 0,6 ìì; 2) òîëùèíà è ðàäèóñ êðèâèçíû
ñêëåðû H ñ = 0,7 ìì, Rêñ = 12 ìì; äèàìåòð òâåðäîé ìîçãîâîé îáî-
ëî÷êè Dòìî = 2,1 ìì; 3) ýïèñêëåðàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó, ñòÿæàì,
êîñòè ãëàçíèöû è òåíîíîâîé êàïñóëå çàäàþòñÿ íîðìàëüíûå ìîäóëè
óïðóãîñòè ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî Å ý = 30 êÏà; Å ñò = 20 ÌÏà; Å ê

= 2,5 ÃÏà; Å òê = 200 ÌÏà; òîëùèíà è ðàäèóñ êðèâèçíû ýïèñêëåðû
H ý = 0,26 ìì, Rý = 12,26 ìì; 4) ðàçìåðû ñòÿæåé T ñò = 5 ìì, t ñò1
= 11,25 ìì, t ñò2 = 16 ìì, hñò1 = 0,7 ìì, hñò2 = 1,76 ìì, âíåøíèé
äèàìåòð ñòÿæåé D ñò = 36,7 ìì; 5) âûñîòà ãëàçíèöû Í ã = 52,5 ìì;
âíåøíèé äèàìåòð ãëàçíèöû D ã = 49 ìì; âíóòðåííèé äèàìåòð ãëàç-
íèöû d ã = 33 ìì; 6) òîëùèíà è ðàäèóñ êðèâèçíû òåíîíîâîé êàïñóëû
H òê = 0,74 ìì, Ròê = 13 ìì; 7) ìîäóëü óïðóãîñòè ðîãîâèöû â ìåðè-
äèîíàëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ Å ð1,2 èçìåíÿëñÿ îò 0,362 äî
2 ÌÏà, â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè Å ð3 èçìåíÿëñÿ îò 3,6 êÏà äî 20
êÏà, 8) íîðìàëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè ñêëåðû è òâåðäîé ìîçãîâîé
îáîëî÷êè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî Å ñ = 6 ÌÏà; Å òìî = 150 ÌÏà; 9)
ìîäóëü óïðóãîñòè êîíòàêòíîé ÷àñòè òîíîìåòðà Å ò = 210 ÃÏà.
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Ïðè âû÷èñëåíèÿõ êîëè÷åñòâî ââåäåííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äî
70 òûñÿ÷ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû (ðèñ. 2). Äàëüíåéøåå
óâåëè÷åíèå ÷èñëà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ðåçóëüòàòàõ âû÷èñëåíèé
ñêàçûâàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî (íå áîëåå 5%). Ïîýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè, ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ âðåìåíè íà âû-
÷èñëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî çàäàâàòü ðàçáèåíèå íà 70 òûñÿ÷ ëèíåéíûõ
òåòðàýäàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé â
ìîäåëè ãëàçà ñ ó÷åòîì ñîåäèíèòåëüíîòêàííûõ îáðàçîâàíèé
ãëàçíèöû îò ÷èñëà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Íà ðèñ. 3�5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé òîíîìåòðè÷åñêî-
ãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà
â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéêîé Á.Ë. Ïîëÿêà, è èñòèííîãî òîíîìåòðè÷å-
ñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî ïî ìîäåëè, îò äèà-
ìåòðà êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ: 1) íà ðèñ. 3 (êðèâàÿ n = 0) � ðàçíèöà
ìåæäó çíà÷åíèÿìè èçìåðåííîãî è ðàññ÷èòàííîãî òîíîìåòðè÷åñêî-
ãî äàâëåíèÿ; 2) íà ðèñ. 4 � çíà÷åíèÿ èçìåðåííîãî ÂÃÄ (ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ëèíèÿ) è èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî ÂÃÄ (êðèâàÿ n = 0)
ïðè êðóæêå ñïëþùèâàíèÿ 3 ìì â çàâèñèìîñòè îò ìîäóëÿ óïðóãîñòè
ðîãîâèöû; 3) íà ðèñ. 5 � çíà÷åíèÿ èçìåðåííîãî ÂÃÄ (ãîðèçîíòàëü-
íàÿ ëèíèÿ) è èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî ÂÃÄ (êðèâàÿ n = 0) ïðè
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êðóæêå ñïëþùèâàíèÿ 7 ìì â çàâèñèìîñòè îò ìîäóëÿ óïðóãîñòè ðî-
ãîâèöû.

Ïðèìåð 2. Çàâèñèìîñòè ðàçíèöû ìåæäó çíà÷åíèåì òîíîìåòðè-
÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëà-
êîâà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéêîé Á.Ë. Ïîëÿêà, è èñòèííîãî òîíîìåò-
ðè÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ ðàçâè-
òèÿ êåðàòîêîíóñà, ðàññ÷èòàííîãî ïî ìîäåëè, îò äèàìåòðà êðóæêà
ñïëþùèâàíèÿ.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè ðàçíèöû ìåæäó çíà÷åíèåì òîíîìåòðè÷åñêîãî
âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéêîé Á.Ë. Ïîëÿêà, è èñòèííîãî òîíîìåòðè÷å-
ñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ
êåðàòîêîíóñà (n = 1, 2, 3) îò äèàìåòðà êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ.

Âûäåëÿþò òðè ñòàäèè ðàçâèòèÿ êåðàòîêîíóñà.

Ïðè ïåðâîé ñòàäèè êåðàòîêîíóñà îòìå÷àåòñÿ ñíèæåíèå îñòðî-
òû çðåíèÿ, ðàäèóñ êðèâèçíû ðîãîâèöû óìåíüøàåòñÿ äî 7,5�7,2 ìì,
òîëùèíà öåíòðàëüíîé çîíû ðîãîâèöû � äî 0,48 ìì.

Ïðè âòîðîé ñòàäèè çàáîëåâàíèÿ ïðîãðåññèðóåò äåôîðìàöèÿ ðî-
ãîâèöû, óìåíüøàåòñÿ åå ðàäèóñ êðèâèçíû äî 7,1�6,75 ìì, òîëùèíà
öåíòðàëüíîé çîíû ðîãîâèöû � äî 0,44 ìì.

Ïðè òðåòüåé ñòàäèè ðîãîâèöà åùå áîëüøå èñòîí÷àåòñÿ, åå ðàäèóñ
óìåíüøàåòñÿ äî 6,7�6,0 ìì, òîëùèíà öåíòðàëüíîé çîíû ðîãîâèöû �
äî 0,40 ìì.
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Â äîïîëíåíèå ê ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì è ìåõàíè÷åñêèì
ñâîéñòâàì äëÿ ãëàçíîãî ÿáëîêà, ïðèâåäåííûì â ïðèìåðå 1, ââåäåíû
ñëåäóþùèå: 1) êðèâèçíà ðîãîâèöû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàäèåé ðàç-
âèòèÿ êåðàòîêîíóñà (n = 1, 2, 3) Rêð = 7,2 ìì (n = 1); 6,8 ìì (n =
2) è 6,2 ìì (n = 3) 2) òîëùèíà öåíòðàëüíîé çîíû ñîîòâåòñòâåííî
hðö = 0,48 ìì; 0,44 ìì è 0,4 ìì; 3) òîëùèíà ðîãîâèöû íà ïåðèôå-
ðèè ïðèíèìàåòñÿ ïîñòîÿííîé âî âñåõ ñòàäèÿõ êåðàòîêîíóñà hðï =
0,6 ìì.

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé òîíîìåòðè÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî
äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ëèíåéêîé Á.Ë. Ïîëÿêà, è èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî âíóòðèã-
ëàçíîãî äàâëåíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî ïî ìîäåëè, îò ìîäóëÿ óïðóãîñòè
ðîãîâèöû ïðè äèàìåòðå êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ 3 ìì.

Ïðèìåð 3. Çàâèñèìîñòè ðàçíèöû ìåæäó çíà÷åíèåì òîíîìåòðè-
÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëà-
êîâà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéêîé Á.Ë. Ïîëÿêà, è èñòèííîãî òîíî-
ìåòðè÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè ìèîïèè, ðàññ÷èòàííî-
ãî ïî ìîäåëè, îò äèàìåòðà êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ. Â äîïîëíåíèå ê
ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì è ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì äëÿ ãëàç-
íîãî ÿáëîêà, ïðèâåäåííûì â ïðèìåðå 1, ââåäåíî èçìåíåíèå äëèíû
ïåðåäíå-çàäíåé îñè ãëàçà Í ÏÇÎ îò 22 ìì äî 30 ìì (ðèñ. 5, (à) íà
âêëåéêå).
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé òîíîìåòðè÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî
äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ëèíåéêîé Á.Ë. Ïîëÿêà, è èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî âíóòðèã-
ëàçíîãî äàâëåíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî ïî ìîäåëè, îò ìîäóëÿ óïðóãîñòè
ðîãîâèöû ïðè äèàìåòðå êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ 7 ìì.

Ïðèìåð 4. Çàâèñèìîñòè ðàçíèöû ìåæäó çíà÷åíèåì òîíîìåòðè-
÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëà-
êîâà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéêîé Á.Ë. Ïîëÿêà, è èñòèííîãî òîíîìåò-
ðè÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè ãèïåðìåòðîïèè, ðàññ÷èòàí-
íîãî ïî ìîäåëè, îò äèàìåòðà êðóæêà ñïëþùèâàíèÿ.

Â äîïîëíåíèå ê ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì è ìåõàíè÷åñêèì
ñâîéñòâàì äëÿ ãëàçíîãî ÿáëîêà, ïðèâåäåííûì â ïðèìåðå 1, ââåäåíî
èçìåíåíèå äëèíû ôðîíòàëüíîé îñè ãëàçà ÍÔÎ îò 22 ìì äî 30 ìì
(ðèñ. 5, (á) íà âêëåéêå).

Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèÿ èçìåíåíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè ðîãî-
âèöû ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíîìó èçìåíåíèþ îïðåäåëÿåìîãî ÂÃÄ íà
32,3%. Ïðè ýòîì ðàññ÷èòàííîå ÂÃÄ ïî âòîðîé è òðåòüåé ìîäåëÿì
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ìîäóëÿ óïðóãîñòè ðîãîâèöû.

Ðàññ÷èòàííîå ÂÃÄ óâåëè÷èâàåòñÿ â íîðìàëüíîé ðîãîâèöå îò 7 äî
22,6% ñ óâåëè÷åíèåì ìîäóëÿ óïðóãîñòè ðîãîâèöû è óìåíüøàåòñÿ îò
5 äî 32,3% ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè ðàçâèòèÿ êåðàòîêîíóñà.

Ïðè âñåõ êðóæêàõ ñïëþùèâàíèÿ çíà÷åíèÿ ÂÃÄ ìåíüøå òàáëè÷-
íûõ çíà÷åíèé, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â òàáëèöå Ìàêëàêîâà çíà÷å-
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íèÿ ìîãóò áûòü çàâûøåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåàëüíûìè.
Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèé ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè ðàñõîæäå-

íèÿ çíà÷åíèé èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî ÂÃÄ ñî çíà÷åíèÿìè òî-
íîìåòðè÷åñêîãî ÂÃÄ, èçìåðåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà è îïðåäå-
ëåííîãî ïî ëèíåéêå Ïîëÿêà, îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ìåõà-
íè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãëàçà.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïî äèñêðåòíûì òî÷êàì (îò 5 äî 10), ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé çíà-
÷åíèÿ èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè
ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ
ñòðóêòóð ãëàçà, ïîñòðîåíû ïîëèíîìèàëüíûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿä-
êà â ïðîãðàììå Exel. Íàïðèìåð, äëÿ êðèâîé 3 íà ðèñ. 5 óðàâíåíèå
èìååò ñëåäóþùèé âèä: y = 0, 92x2 − 3, 94x + 10, 2. Ýòè óðàâíåíèÿ
ïîëîæåíû â îñíîâó ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ áèî-
òåõíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû èñòèííîãî òîíî-
ìåòðè÷åñêîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ äëÿ êîððåêöèè ðåçóëüòàòîâ
èíñòðóìåíòàëüíîãî èçìåðåíèÿ ÂÃÄ âðà÷ äîëæåí ââåñòè â ýòó àâòî-
ìàòèçèðîâàííóþ ñèñòåìó ñëåäóþùåå: 1) ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ðîãîâèöû è ñêëåðû ïàöèåíòà; 2) âîçðàñò ïàöèåíòà; 3) âîçìîæíûå
ïàòîëîãèè ãëàçíîãî ÿáëîêà ïàöèåíòà; 4) ðåçóëüòàòû òîíîìåòðèè ïî
ìåòîäó Ìàêëàêîâà ãðóçîì 10 ã.
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È.À. Êóëàêîâñêèé

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, øàðíèðíî çà-
êðåïëåííàÿ ïî êðàÿì è ïîäêðåïëåííàÿ êðóãîâûìè ñòåðæíÿìè (øïàí-
ãîóòàìè). Èññëåäîâàíî ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ øïàíãîóòîâ ñ Ï-
îáðàçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì íàä øïàíãîóòàìè ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïî-
ïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Ðàññìîòðåíû çàäà÷à îá îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ
ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ïåðâîé ÷à-
ñòîòû è çàäà÷à îá îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ñ
öåëüþ ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Íàèìåíüøàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé � âàæíåéøàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà äëÿ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá
óâåëè÷åíèÿ äàííîé õàðàêòåðèñòèêè, óâåëè÷èòü òîëùèíó îáîëî÷êè,
îäíàêî ïðè ýòîì ñèëüíî ðàñòåò åå ìàññà, ÷òî íå âñåãäà ïðèåìëåìî.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàðÿäó ñ ãëàäêèìè îáîëî÷êàìè àêòèâíî
èñïîëüçóþòñÿ îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííûå øïàíãîóòàìè èëè ðåáðè-
ñòûå îáîëî÷êè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè óäà÷íîì âûáîðå ñîîò-
íîøåíèÿ ðàçìåðîâ îáîëî÷êè è øïàíãîóòîâ (ðåáåð) ïîäêðåïëåííàÿ
îáîëî÷êà òîé æå ìàññû èìååò çíà÷èòåëüíî áîëüøåå çíà÷åíèå ïåð-
âîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Ýòî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü
âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñà. Òàê æå ïîäêðåïëåííàÿ îáîëî÷êà ñïîñîá-
íà áåç ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âûäåðæàòü áîëåå ñèëüíîå âíåøíåå äàâ-
ëåíèå, ÷åì ãëàäêàÿ.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ, îïèñû-
âàþùèå ìàëûå êîëåáàíèÿ ãëàäêèõ è ïîäêðåïëåííûõ îáîëî÷åê. Â
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áîëüøèíñòâå ðàáîò ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåáðà èìåþò ïðÿìîóãîëü-
íîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå. Îñîáåííîñòüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèå îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìè ñ Ï-îáðàçíûì
ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ äàí-
íûõ øïàíãîóòîâ ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [3].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ áåçðàçìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùàÿ ìàëûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè, èìååò âèä

µ4∆2w − σ∆kΦ− λw = 0, ∆2Φ+∆kw = 0, (1)

ãäå

∆w =
∂2w

∂s2
−m2w, ∆kw =

∂2w

∂s2
, σ = 1− ν.

Çäåñü s � êîîðäèíàòà, íàïðàâëåííàÿ ïî îáðàçóþùåé, Φ � ôóíê-
öèÿ óñèëèé, w � ïðîåêöèÿ ïåðåìåùåíèÿ íà íàïðàâëåíèå íîðìà-
ëè, m � ÷èñëî âîëí ïî ïàðàëëåëè, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,
λ = σρω2R2E−1, ãäå µ4 = h2/12 � ìàëûé ïàðàìåòð, h � òîëùèíà
îáîëî÷êè, λ = σρω2R2E−1 , ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, E � ìîäóëü
Þíãà, ω � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Çà åäèíèöó äëèíû âû-
áðàí ðàäèóñ R îñíîâàíèÿ öèëèíäðà.

Îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëåíèåì íèçøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå äîïóñêàþò èçãèáà ñðåäèííîé ïî-
âåðõíîñòè îáîëî÷êè, òîãäà íàèìåíüøèì ÷àñòîòàì ñîîòâåòñòâóþò:
λ ∼ µ2, m ∼ µ−1/2. Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû Φ è ñ÷èòàÿ, ÷òî ∆ ∼ m2,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå

wIV
0 − α4w0 = 0, α4 = (m4λ0 − µ4m8)/σ, (2)

ãäå w0 � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), λ0 � ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå λ, w

′
= dw/ds [1]. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå è âìåñòî w0 è λ0 èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
w è λ.
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïè-
ðàíèÿ êðàåâ îáîëî÷êè èìåþò âèä

w(0) = w
′′
(0) = w(l) = w

′′
(l) = 0, (3)

ãäå l � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà îáîëî÷êè.
Åñëè îáîëî÷êà ïîäêðåïëåíà ïî ïàðàëëåëÿì ñ êîîðäèíàòàìè s =

si, i = 1, 2, . . . , n−1 îäèíàêîâûìè êðóãîâûìè ñòåðæíÿìè (øïàíãîó-
òàìè), òî w = w(i) ïðè s ∈ [si−1, si], i = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì s0 = 0,
sn = l (ðèñ. 1).

w
(2)

w
(3)

w
(4)

w
(6)

w
(5)

w
(1)

1 4
x 2x 3x x 5x0 l

Ðèñ. 1. Ïîäêðåïëåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà.

Ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ ïîäêðåï-
ëåííîé îáîëî÷êè, èìåþò âèä

w(i)IV − α4w(i) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðíûé ðàçìåð øïàíãîóòà a≪ µ. Òîãäà
íà ïàðàëëåëÿõ, ïîäêðåïëåííûõ øïàíãîóòàìè, âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ ñîïðÿæåíèÿ (ñì.[2]):

w(i) = w(i+1), w(i)
′

= w(i+1)
′

,

w(i)
′′

= w(i+1)
′′

, w(i)
′′′

− w(i+1)
′′′

= −cw(i+1), (5)

s = si, i = 1, 2, . . . , n− 1,

ãäå

c =
m8µ4lη

σn
, η =

12σnEcI

h3El
.
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Çäåñü Ec � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà øïàíãîóòà, I � ìîìåíò èíåð-
öèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ øïàíãîóòà îòíîñèòåëüíî îáðàçóþùåé öè-
ëèíäðà.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ÷àñòîòû ïîäêðåïëåííîé îáî-
ëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

λ = σα4(c)/m4 + µ4m4,

ãäå α(c) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è (4), (5) ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè (3).

3. Ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà äëÿ íàèìåíüøåãî

ïàðàìåòðà ÷àñòîòû

Â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [4], îï-
òèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå øïàíãîóòîâ áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) î êîëåáàíèÿõ áàëêè, ïîä-
êðåïëåííîé ïðóæèíàìè, â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êîíöîâ è
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðóæèí ïîëó÷åíî â ðàáîòå [2] ìåòîäîì
îñðåäíåíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê. Ôîðìóëà äëÿ îöåíêè ïåðâîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ α1 èìååò âèä

α4
1 = π4/l4 + cn/l.

Cîîòâåòñòâóþùåå α1(η,m) íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ÷à-
ñòîòû ìîæíî íàéòè ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå

λ∗1(η) = min

[
σα4

1(η,m)

m4
+ µ4m4

]
≃ λ∗10)(1 + η)1/2,

ãäå

λ∗1(0) ≃
2µ2π2

l2
√
σ

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïàðàìåòðîì ÷àñòîòû äëÿ íåïîäêðåïëåííîé
îáîëî÷êè. Îäíàêî λ∗1(η) ìîæåò íå áûòü íàèìåíüøèì ïàðàìåòðîì
÷àñòîòû äëÿ ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè. Äåëî â òîì, ÷òî λ∗1(η) âîç-
ðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì η, à êðàåâàÿ çàäà÷à (3)�(5) èìååò ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò η. Íàèìåíüøåìó èç ýòèõ
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ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé αn = nα1 ñîîòâåòñòâóåò ôîðìà êîëåáàíèé
wn = sin(nα1s) è ïàðàìåòð ÷àñòîòû λ∗n(0) = n2λ∗1(0). Ïðè äîñòàòî÷-
íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ η íàèìåíüøèì ïàðàìåòðîì ÷àñòîòû λ1 äëÿ
ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè áóäåò λ∗n(0). Êîðåíü η∗ = n4−1 óðàâíåíèÿ

λ∗1(η) = λ∗n(0)

íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé æåñòêîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ1(η)

λ1(0)
≃

{√
1 + η, 0 6 η 6 n4 − 1,

n2, η > n4 − 1.
(6)

4. Ï-îáðàçíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíî Ï-îáðàçíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå øïàíãîó-
òà.

b

a1

1

a1

b

a

Ðèñ. 2. Ï-îáðàçíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå øïàíãîóòà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ka = 2a1/a, kb = b1/b.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ è óñòîé÷èâîñòè ïîäêðåïëåííîé îáî-
ëî÷êè çàâèñÿò îò ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ øïàíãîóòà è åãî
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ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îáðàçóþùåé öèëèíäðà. Îòíîøåíèÿ
ïëîùàäåé S∗ è ìîìåíòîâ èíåðöèè I∗ äëÿ Ï-îáðàçíîãî è ïðÿìîóãîëü-
íîãî ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ka è kb
ïî ôîðìóëàì

S∗ = 1− (1− ka)(1− kb), I∗ = (1− ka)(1− kb)
3. (7)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî S∗ = I∗ = 1 ïðè ka = 1 è (èëè) kb = 1, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëüíîìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ.

5. Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ïîäêðåïëåííîé

îáîëî÷êè ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ

ïåðâîé ÷àñòîòû

Äàííàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ
êðàåâ îáîëî÷êè. Ïóñòü ìàññà ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ôèêñèðîâà-
íà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàññû ìåæ-
äó øïàíãîóòàìè è îáîëî÷êîé, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ïåðâîé ÷àñòîòû. Íàèìåíüøóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé ω0 öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êðàÿìè, èìåþùåé
áåçðàçìåðíóþ äëèíó l è òîëùèíó h0, ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ
ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû

ω2
0 =

Eλ1(0)

ρR2σ
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷êè äî âå-
ëè÷èíû h íà íåé óñòàíîâëåí n− 1 øïàíãîóò ñ ðàçìåðàìè ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ a, b = ka, à òàêæå ââåäåííûìè â (7) êîýôôèöèåíòà-
ìè, ïðè÷åì ìàññà ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè Ms = M(h) +Mr, ãäå
M(h) = 2πR3ρhl � ìàññà îáøèâêè,Mr = 2πR3ρ(n−1)a2kS∗ � ìàñ-
ñà øïàíãîóòîâ, ñîâïàäàåò ñ ìàññîé ãëàäêîé îáîëî÷êè M0 =M(h0).

Ïóñòü øïàíãîóòû óñòàíîâëåíû ðàâíîìåðíî íà ðàññòîÿíèè l/n
äðóã îò äðóãà è îò êðàåâ îáîëî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîé ÷àñòî-
òû ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (6). Ïîëó÷à-
åì

f2vu =
ω2
1

ω2
0

≃

{
d(1 + η)1/2, 0 6 η 6 η∗,

dn, η > η∗,
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ãäå

d =
h

h0
, η =

BI∗a
4

d3
, B =

4σnk3

h30l
, η∗ = n4 − 1.

Èç óñëîâèÿ Ms =M0 ñëåäóåò, ÷òî

d = 1−Aa2S∗, A =
(n− 1)k

h0l
.

Â èòîãå

f2vu(d) =

{
dn2, 0 6 d 6 d∗,

d
√

(1 +Qγ(d− 1)2)/d3, d∗ 6 d 6 1,

γ =
B

A2
, Q =

I∗
S2
∗
,

à d∗ ∈ [0, 1] � êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

d3 −Qq(d− 1)2 = 0, q = γ/η∗. (8)

Ôóíêöèÿ f2vu(d) èìååò ìàêñèìóì f∗vu = n
√
d∗ ïðè d = d∗. Äëÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè fvu(d) îáî-
çíà÷èì f∗v .

6. Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ïîäêðåïëåííîé

îáîëî÷êè ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ

êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïîäêðåïëåí-
íîé øàðíèðíî îïåðòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåãî áîêîâîãî äàâëåíèÿ. Êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå p0 äëÿ ãëàäêîé
îáîëî÷êè äëèíîé l è òîëùèíîé h0 ìîæíî íàéòè ïî ïðèáëèæåííîé
ôîðìóëå Ñàóòóýëëà�Ïàïêîâè÷à:

p0 =
4πEh

5/2
0

62/3lσ3/4
.
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Äëÿ îáîëî÷êè ñ òîé æå ìàññîé, ïîäêðåïëåííîé ðàâíîîòñòîÿùèìè
øïàíãîóòàìè, êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå p1 îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëû (ñì.[2])

fbu =
p1
p0

≃

{
d5/2(1 + η)3/4, 0 6 η 6 η∗,

d5/2n, η > η∗.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å â ñëó÷àå Ï-îáðàçíîãî ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ ïîëó÷àåì

fbu(d) =

{
d5/2n, 0 6 d 6 d∗,

d5/2(1 +Qγ(d− 1)2/d3)3/4, d∗ 6 d 6 1,

ãäå d∗ � êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (8), f∗bu = fbu(d∗). Ìàêñè-
ìóì ôóíêöèè fbu(d) ïðè ka = 1 è (èëè) kb = 1 îáîçíà÷èì f∗b .

7. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîäêðåïëåííóþ îáîëî÷êó ïðè
ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: l = 4, h0 = 0.01, ν =
0.3, Ec = E, k = 1. Çíà÷åíèÿ ka = 1 è kb = 1 ñîîòâåòñòâóþò
ïðÿìîóãîëüíîìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ øïàíãîóòà. Ðåçóëüòàòû âû-
÷èñëåíèÿ âåëè÷èí d∗ è

rv =
f∗vu− f∗v

f∗v
· 100%, rb =

f∗b u− f∗b
f∗b

· 100%,

õàðàêòåðèçóþùèõ óâåëè÷åíèå ïåðâîé ÷àñòîòû è êðèòè÷åñêîãî äàâ-
ëåíèÿ ïðè çàìåíå øïàíãîóòîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ïîïåðå÷íûìè
ñå÷åíèÿìè øïàíãîóòàìè ñ Ï-îáðàçíûìè ñå÷åíèÿìè, ïðèâåäåíû â
òàáë. 1 è 2.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå øïàíãî-
óòîâ ñ Ï-îáðàçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì äàåò îòíîñèòåëüíûé âû-
èãðûø, äîñòèãàþùèé, ïðè 4 øïàíãîóòàõ, 14.1% â çàäà÷å î íèçêî-
÷àñòîòíûõ êîëåáàíèÿõ è 3.7% â çàäà÷å î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. Åùå
áîëüøèé âûèãðûø ìîæíî ïîëó÷èòü, óìåíüøèâ ka è kb (ñì. [3]).
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Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü d∗ è îòíîñèòåëüíîãî âûèãðûøà rv

îò n, ka è kb â çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ

n 2 2 2 2 2 3 3

ka 1 0.8 0.4 0.8 0.2 1 0.8

kb 1 0.8 0.4 0.2 0.8 1 0.8

d∗ 0.935 0.937 0.954 0.942 0.945 0.805 0.810

rv% 0 0.2 2 0.7 1.1 0 0.6

n 3 3 3 4 4 5 5

ka 0.4 0.8 0.2 1 0.4 1 0.4

kb 0.4 0.2 0.8 1 0.4 1 0.4

d∗ 0.854 0.821 0.828 0.662 0.731 0.538 0.614

rv% 6.1 2 2.9 0 10.4 0 14.1

8. ×àñòîòû êîëåáàíèé øïàíãîóòà

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ðàáîòå [2] ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî
÷åì áîëüøå îòíîøåíèå k øèðèíû øïàíãîóòà ê åãî òîëùèíå, òåì
áîëüøå çíà÷åíèå ôóíêöèè fu â çàäà÷å î íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáà-
íèÿõ. Îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k øïàíãîóò ñ ïðÿìîóãîëü-
íûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê êîëüöåâóþ
ïëàñòèíó, ïðè÷åì íàèìåíüøàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïîäêðåïëåííîé
îáîëî÷êè ñòàíîâèòñÿ áëèçêà ê ïåðâîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ýòîé ïëà-
ñòèíû [5].

Øïàíãîóò ñ Ï-îáðàçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ìû ðàññìàòðè-
âàåì êàê äâå êîëüöåâûå ïëàñòèíû òîëùèíîé a1, ñêðåïëåííûå ïî
êðàþ êîëüöîì ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì øèðèíîé a
è òîëùèíîé b1 (ñì. ðèñ. 2). Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé êîëåáàíèé è ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé ìû èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííûé ïîäõîä, çàìåíÿÿ 2
ïëàñòèíû îäíîé ïëàñòèíîé òîëùèíîé 2a1 è ó÷èòûâàÿ òîëüêî êèíå-
òè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñîåäèíÿþùåãî ïëà-
ñòèíû êîëüöà.

Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3,



86 È.À. Êóëàêîâñêèé

Òàáëèöà 2. Çàâèñèìîñòü d∗ è îòíîñèòåëüíîãî âûèãðûøà rb
îò n, ka è kb â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè

n 2 2 2 2 2 3 3

ka 1 0.8 0.4 0.8 0.2 1 0.8

kb 1 0.8 0.4 0.2 0.8 1 0.8

d∗ 0.978 0.979 0.985 0.980 0.981 0.949 0.951

rb% 0 0.1 0.7 0.2 0.3 0 0.2

n 3 3 3 4 4 5 5

ka 0.4 0.8 0.2 1 0.4 1 0.4

kb 0.4 0.2 0.8 1 0.4 1 0.4

d∗ 0.964 0.954 0.956 0.920 0.923 0.892 0.922

rb% 1.6 0.5 0.7 0 0.3 0 3.7

îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèé:

(spQ)′ + λspw = 0, spQ = (spM1)
′ −M2, M1 =

a21
4
(κ1 + νκ2),

M2 =
a21
4
(κ2 + νκ1), κ1 = ϑ′,κ2 = ϑ/r, ϑ = −w′, λ =

σρr20ω
2

E
,

(9)
ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé sp, à ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ íà âíåøíåì êðàå ïëàñòèíû èìåþò âèä

M1 = 0, Q− λab1w/(2a1) = 0, sp = 1 + b. (10)

Çäåñü b � áåçðàçìåðíàÿ øèðèíà ïëàñòèíû. Çà åäèíèöó äëèíû âû-
áðàí âíóòðåííèé ðàäèóñ ïëàñòèíû R, ñîâïàäàþùèé ñ ðàäèóñîì öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè.

Ïðîâåäåííûé â ðàáîòå [5] àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî
åñëè òîëùèíà êîëüöåâîé ïëàñòèíû íå ïðåâîñõîäèò òîëùèíó îáî-
ëî÷êè, òî ïðè ïðèáëèæåííîì îïðåäåëåíèè ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïëà-
ñòèíû, áëèçêîé ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè, íà
âíóòðåííåì êðàå ïëàñòèíû ñëåäóåò çàäàòü óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåë-
êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2a1 6 h. Òîãäà

w = ϑ = 0, sp = 1. (11)
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R
u

w

s l0

b

sp

Ðèñ. 3. Öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ïîäêðåïëåííàÿ ïëàñòèíîé.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (9)�(11) áóäåì èñêàòü
ïðè óñëîâèè b1 ≪ b≪ 1, êîòîðîå îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ øïàíãî-
óòîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåõíèêå.

Çàìåíà ïåðåìåííîé sp = 1+bx è îòáðàñûâàíèå ìàëûõ ñëàãàåìûõ
â óðàâíåíèÿõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (9)�(11) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé
êðàåâîé çàäà÷å, îïèñûâàþùåé òàêæå êîëåáàíèÿ áàëêè ñ ãðóçîì íà
êîíöå:

d4w

dx4
− β4w = 0,

w = ϑ = 0, x = 0, w′′ = 0, w′′′ + β4 m

mb
w = 0, x = 1,

ãäå β4 = 3b4λ/a21, mb � ìàññà ïëàñòèí, m � ìàññà ñîåäèíÿþùåãî
ïëàñòèíû êîëüöà, ïðè÷åì m/mb = kb/ka.

Ïåðâîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøèé
êîðåíü óðàâíåíèÿ

kb
ka

=
(1 + cosβ coshβ)

β(sinβ coshβ − cosβ sinhβ)
.

Îáîçíà÷èì gu îòíîøåíèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïëàñòèíû, èìåþùåé
îïòèìàëüíóþ òîëùèíó, ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé íåïîäêðåïëåííîé îáî-
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ëî÷êè:

gu =
kaβ

2

2a∗k2
√
3λ1(0)

, a∗ =
√
(1− d∗)/AS∗.

Ñ ðîñòîì k ôóíêöèÿ fu âîçðàñòàåò, à ôóíêöèÿ gu óáûâàåò. Â
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ýòèõ ôóíêöèé k = k∗u ïåðâàÿ ÷àñòîòà
êîëåáàíèé ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè èìååò ìàêñèìóì. Çíà÷åíèå k =
k∗u ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì k.

Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, êàê ïîêàçàíî â
ðàáîòå [6], β îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

sinhβ cosβ + 1 = 0,

ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ó êîòîðîãî β = 1.875, à îò-
íîøåíèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïëàñòèíû ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé íåïîä-
êðåïëåííîé îáîëî÷êè

g =
1.01

a∗k2
√
λ1(0)

, a∗ =
√
(1− d∗)/A.

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå k äëÿ øïàíãîóòà ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîïåðå÷-
íûì ñå÷åíèåì îáîçíà÷èì k∗.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîäêðåïëåííóþ îáîëî÷êó ïðè
ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: l = 4, h0 = 0.01, ν =
0.3, ka = 0.2, kb = 0.1.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ k∗, k∗u, f
∗ = f(k∗) = g(k∗) è f∗u =

fu(k
∗) = g(k∗) äëÿ n = 2, 3, 5.

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ïðè ðàçíîì ÷èñëå øïàíãîóòîâ

n k∗ k∗
u f∗ f∗

u

2 59.2 8.8 1.991 1.991

3 34.4 5.13 2.935 2.928

5 19.86 3.01 4.498 4.455

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f∗ è f∗u , ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëüíîìó
è Ï-îáðàçíîìó ñå÷åíèÿì, ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, îäíàêî
âåëè÷èíà k∗ çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì k∗u.
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9. Çàêëþ÷åíèå

Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè èññëåäîâàíèè êî-
ëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê, ïîäêðåïëåííûõ øïàíãîóòàìè,
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ íèçøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé è êðèòè÷åñêîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ.
Îñíîâàííûå íà ýòèõ ôîðìóëàõ àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàèáîëüøèì çíà÷åíèÿì ïåðâîé
÷àñòîòû èëè êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ äëÿ ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè
ñ ôèêñèðîâàííîé ìàññîé, ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ êóáè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå øïàíãîóòîâ ñ Ï-
îáðàçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì âìåñòî øïàíãîóòîâ ñ ïðÿìîóãîëü-
íûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ïåðâóþ ÷àñòîòó è
êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå, íå ïîâûøàÿ âåñà îáîëî÷êè, åñëè îòíîøåíèå
øèðèíû øïàíãîóòà ê åãî òîëùèíå íå ñëèøêîì âåëèêî.
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ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
ÏÎÑËÅ ÏÎÒÅÐÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

È. Ä. Åâçåðîâ

Â ñòàòüå äëÿ òðåõìåðíîé ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷è ïðèâåäå-
íû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è øàãîâîãî ìåòîäà, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ äèíà-
ìè÷åñêîé çàäà÷è. Âûïîëíåí ïåðåõîä ê ñòåðæíÿì è ïëàñòèíàì. Ïðåäëîæåí
íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ïîñëå ïîòå-
ðè óñòîé÷èâîñòè ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðè
ðàâíîé íóëþ ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè óñòîé÷èâîå ñî-
ñòîÿíèå ïðè òîé æå íàãðóçêå, ïðè êîòîðîé êîíñòðóêöèÿ ïîòåðÿëà óñòîé-
÷èâîñòü. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííîé ïåðâîé
ôîðìîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðèìåíÿåòñÿ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâàÿ íåÿâ-
íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ÏÊ ËÈÐÀ
10. Ïðèâåäåíû òàêæå òåñòîâûå çàäà÷è, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü
àëãîðèòìà.

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè
íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðåøàåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðè ðàâíîé íóëþ ïðàâîé ÷àñòè.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííîé ïåðâîé
ôîðìîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðèìåíÿåòñÿ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâàÿ
íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Òàêèì ìåòîäîì íàõîäèì óñòîé÷èâîå ñî-
ñòîÿíèå ïðè òîé æå íàãðóçêå, ïðè êîòîðîé êîíñòðóêöèÿ ïîòåðÿëà
óñòîé÷èâîñòü. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ÏÊ ËÈÐÀ 10.
Äëÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è øàãî-
âîãî ìåòîäà, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è. Âûïîëíåí
ïåðåõîä ê ñòåðæíÿì è ïëàñòèíàì. Ïðèâåäåíû òàêæå òåñòîâûå çà-
äà÷è, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà.

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 23 àïðåëÿ 2013 ã.
c⃝ È. Ä. Åâçåðîâ, 2013
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2. Ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à è øàãîâûé ìåòîä

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ôîðìóëèðóåì â âèäå ïðèíöèïà âîçìîæ-
íûõ ïåðåìåùåíèé:

a(U, V ) + (f, V ) = 0, (1)

ãäå U(x) (V (x), W (x)) � 3D-ïåðåìåùåíèÿ ñòåðæíÿ èëè ïëàñòèíû,
ïðè÷åì U(x) = (U1(x), U2(x), U3(x)), x = (x1, x2, x3) � êîîðäèíàòà
òî÷êè â îáëàñòè Ω, çàíèìàåìîé êîíñòðóêöèåé (âåêòîð íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ), f = (f1, f2, f3) � âåêòîð âíåøíèõ ñèë. Âîçìîæíûå ðà-
áîòû âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ñèë îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîð-
ìóëàìè (ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì)

a(U, V ) =

∫
Ω

σijd
1εij(U)V dx, (f, V ) =

∫
Ω

fiVidx, i, j = 1, 2, 3,

ãäå ïåðâàÿ âàðèàöèÿ äåôîðìàöèé âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

d1εij(U)V =
1

2

(
∂Vi
∂xj

+
∂Vj
∂xi

+
∂Uk

∂xi

∂Vk
∂xj

)
,

äåôîðìàöèè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

εij =
1

2

(
∂Ui

∂xj
+
∂Uj

∂xi
+
∂Uk

∂xi

∂Uk

∂xj

)
,

à íàïðÿæåíèÿ � çàêîíîì Ãóêà:

σij = Eεij .

Çäåñü E � ìàòðèöà óïðóãèõ ìîäóëåé.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé øàãîâîãî ìåòîäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

ïðàâàÿ ÷àñòü (1) ëèíåéíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ (0 6 θ 6 1).
Äèôôåðåíöèðóÿ (1) ïî θ, ïîëó÷èì

a′(U,U ′, V ) + (f, V ) = 0, (2)

ãäå
a′(U, V,W ) = a′E(U, V,W ) + a′σ(U, V,W ),

a′E(U, V,W ) =

∫
Ω

Ed1εij(U)V εij(U)Wdx,
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a′σ(U, V,W ) =

∫
Ω

σij(U)d2εij(U,W )dx.

Çäåñü âòîðàÿ âàðèàöèÿ äåôîðìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

d2εij(V )W =
1

2

(
∂Vk
∂xi

∂Wk

∂xj
+
∂Wk

∂xi

∂Vk
∂xj

)
.

Çàìåíèâ â (2) ïðîèçâîäíóþ U ′ ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì, ïîëó-
÷èì èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ øàãîâîãî ìåòîäà

a′ (Un, Un+1 − Un, V ) = (θn+1 − θn) (f, V ),

ãäå

U0 = 0, m = 1, . . . ,m0, 0 = θ0 < θ1 < · · · < θm0
= 1.

Èñïîëüçóåòñÿ àâòîìàòè÷åñêèé âûáîð øàãîâ θn+1 − θn. Êðèòåðèåì
ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ãåîìåòðèè.

Ôóíêöèîíàë a′E(U, V,W ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í è àíàëîãè÷åí
ôóíêöèîíàëó âîçìîæíîé ðàáîòû âíóòðåííèõ ñèë ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíåéíîé çàäà÷è. Ôóíêöèîíàë a′σ(U, V,W ) çàâèñèò îò íàïðÿæåíèé
è íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì, ïîýòîìó øàãîâûé ìå-
òîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü äåôîðìèðîâàííîé ñõåìû.
Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå çàäà-
÷è äëÿ ñòåðæíåé è ïëàñòèí. Äàëåå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-
öèîíàëà a′σ(U, V,W ) äëÿ ýòèõ çàäà÷.

3. Ôóíêöèîíàë a′σ(U, V,W )

Âû÷èñëèì ôóíêöèîíàë a′σ(U, V,W ) äëÿ ñòåðæíÿ äëèíû l è ñå-
÷åíèÿ A. Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå ïåðåìåùåíèé ïî ñå÷åíèþ (ñì.
[1]):

U1(x) = u1 − x2α3 + x3α2 +
1
2 (x2α1α2 + x3α1α3) ,

U2(x) = u2 − x3α1 − 1
2x2

(
α2
1 + α2

3

)
+ 1

2x3α2α3,

U3(x) = u3 + x2α1 − 1
2x3

(
α2
1 + α2

2

)
+ 1

2x2α2α3.

(3)

Çäåñü u = (u1, u2, u3) è α = (α1, α2, α3) � ñîîòâåòñòâåííî ïåðåìå-
ùåíèÿ è ïîâîðîòû ñòåðæíÿ, ïðè÷åì α2 = −u′3 α3 = u′2.
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Äèôôåðåíöèðóÿ (3), íàõîäèì âòîðûå âàðèàöèè äåôîðìàöèé:

d2ε11(U) = 1
2

(
(α3 − x3α

′
1)

2
+ (α2 − x2α

′
1)

2 + x2(α1α2)
′ + x3(α1α3)

′
)
,

d2ε12(U) = 1
2 (−x3(α

′
2α3 − α′

3α2)− α1α2) ,

d2ε13(U) = 1
2 (x2(α

′
2α3 − α′

3α2)− α1α3) .
(4)

Èíòåãðèðóÿ ïî ñå÷åíèþ, ïîëó÷èì

a′σ(U, V, V ) =
1

2

∫
l

(
N1(α

2
1 + α2

3) +M1(α
′
2α3 − α′

3α2)− 2(M2α1)
′α3+

+(M3α1)
′α2 + (M2α1α3)

′ − (M3α1α2)
′+

+(N1r
2 +M2I32 −M3I23)α

2
1

)
dx1,

(5)
ãäå

r2 = (I2 + I3)/A, I2 =
∫
A
x23dA, I3 =

∫
A
x22dA,

I32 =
∫
A
x3
(
x22 + x23

)
dA/I2, I23 =

∫
A
x2
(
x22 + x23

)
dA/I3.

Äëÿ òîíêîñòåííûõ ñòåðæíåé ïîëàãàåì

α2 = −u′3 + x02α
′
1, α3 = −u′2 + x03α

′
1,

ãäå x02, x
0
3 � êîîðäèíàòû öåíòðà êðó÷åíèÿ. Â ôîðìóëå (5) ïåðâîå

ñëàãàåìîå � èçãèá îò ñæàòèÿ, âòîðîå � èçãèá îò êðó÷åíèÿ, òðåòüå�
øåñòîå � êðó÷åíèå îò èçãèáà, ïîñëåäíåå � êðó÷åíèå îò ñæàòèÿ.
Ôóíêöèîíàë (5) äðóãèìè ìåòîäàìè ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [3,7].

Ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèîíàëà a′σ(U, V,W ) äëÿ ïëàñòèí òîëùè-
íû δ èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå (ñì. [1])

U1(x) = u1 + x3α2 +
1
2x3α1α3,

U1(x) = u2 − x3α2 +
1
2x3α2α3,

U1(x) = u3 − 1
2x3

(
α2
1 + α2

2

)
.

(6)

Çäåñü u = (u1, u2, u3) è α = (α1, α2, α3) � ñîîòâåòñòâåííî ïå-
ðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ñòåðæíÿ, ïðè÷åì α1 = ∂u3

∂x2
, α2 = −∂u3

∂x1
,

α3 = 1
2

(
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

)
.
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Äèôôåðåíöèðóÿ (6), íàõîäèì âòîðûå âàðèàöèè äåôîðìàöèé:

d2ε11(U) =

((
∂u2

∂x1
− x3

∂α1

∂x1

)2
+ α2

2 + x3
∂(α1α3)

∂x1

)
/2,

d2ε22(U) =

((
∂u1

∂x2
− x3

∂α2

∂x2

)2
+ α2

1 + x3
∂(α2α3)

∂x2

)
/2,

d2ε12(U) = 1
2

((
∂u1

∂x1
+ x3

∂α2

∂x1

)(
∂u1

∂x2
+ x3

∂α2

∂x2

)
+ α1α2 +

+
(

∂u2

∂x1
− x3

∂α1

∂x1

)(
∂u2

∂x2
− x3

∂α1

∂x2

)
++x3

(
∂(α1α3)

∂x2
+ ∂(α2α3)

∂x1

))
.

d2ε13(U) = −α1
∂u2

∂x1
+ α1α3/2,

d2ε23(U) = −α2
∂u1

∂x2
+ α2α3/2.

(7)

Èíòåãðèðóÿ ïî òîëùèíå, ïîëó÷èì

a′σ(U, V,W ) =
1

2

∫
Ω

(
Npq

∂u3
∂xp

∂u3
∂xq

+

+ N11

(
∂u2

∂x1

)2
+N22

(
∂u1

∂x2

)2
+N12

(
∂u1

∂x1

∂u1

∂x2
+ ∂u2

∂x1

∂u2

∂x2

)
+

+2
∂ (M1pα1)

∂xp

∂u2
∂x1

− 2
∂ (M2pα2)

∂xp

∂u1
∂x2

− ∂ (Mpqαpα3)

∂xq

)
dx1dx2.

(8)
Çäåñü Ni, Mi, Npq, Mpq (i = 1, 2, 3, p, q = 1, 2) � ñîîòâåòñòâåí-
íî âðóòðåííèå ñèëû è ìîìåíòû. Ïåðâàÿ ñóììà â (8) � èçãèá îò
ñæàòèÿ, òðè ïîñëåäíèå � âëèÿíèå èçãèáà. Âûäåëåííûå ñëàãàåìûå
òàêæå ñóùåñòâåííû. Íàïðèìåð, çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè öåíòðàëüíî
ñæàòûõ ñòåðæíåé ñ ñå÷åíèÿìè � �Ïè�, �äâóòàâð�, �Çåò� è ò.ä., ìîæ-
íî ìîäåëèðîâàòü è ïëàñòèíàìè. Åñëè â (8) íå ó÷èòûâàòü óêàçàííûå
ñëàãàåìûå, êðèòè÷åñêàÿ ñèëà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 30�50% Ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó (òîëùèíå) ýòè
ñëàãàåìûå ïðèíÿòû ìàëûìè.

4. Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à è ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ
(1) äîáàâëÿåòñÿ èíåðöèîííîå ñëàãàåìîå

b(U ′′, V ) + a(U, V ) + (f, U) = 0 (9)
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è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

U(0) = U0, U ′(0) = U1. (10)

Çäåñü

b(U, V ) =

∫
Ω

ρUiVidx

� âîçìîæíûå ðàáîòû èíåðöèîííûõ ñèë, ρ � ïëîòíîñòü.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû

çàïèøåì (9) â âèäå (ñì. [2])

b(U ′′, V ) +
∫
Ω
σij(U)d1εij(U)V dx+ (f, V ) = 0, (11)

E−1σ′
ij(U)− d1εij(U)U ′ = 0. (12)

Â (11) ïîëîæèì V = U ′, (12) óìíîæèì íà σij , ïðîèíòåãðèðóåì ïî
Ω è ñëîæèì ñ (11). Ïîëó÷èì èçâåñòíîå óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî
áàëàíñà:

db(U ′, U ′)

dt
+

1

2

∫
Ω

E−1σij(Uσij(U))dx+ (f, U ′) = 0.

Èç ëåììû Ãðîíóîëëà ìåòîäàìè [4, 6] äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå,
à çàòåì è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñòðîèòñÿ èç
(11)�(12):

b(γnU, V ) +
∫
Ω
σij(Un+1)d

1εij(Un)V dx+ (fn, V ) = 0, (13)

E−1(σ′
ij(Un+1)− σ′

ij(Un))− d1εij(Un)(Un+1 − Un) = 0, (14)

γnU = (Un+1 − 2Un + Un+1)θ
−2, Un = U(tn), tn = nθ.

Óñòîé÷èâîñòü è îöåíêà ïîãðåøíîñòè äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê ñó-
ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.

Ñõåìó (13)�(14) ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ñòàòè÷åñêîé çàäà÷å, çàäàâ
ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå

f(t) =

{
ϵtf, 0 < t 6 1

ϵ ,

f, 1
ϵ < t 6 2

ϵ .
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5. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

Ñíà÷àëà ïðèìåíÿåòñÿ øàãîâûé ìåòîä. Åñëè ïîñëå íåêîòîðîãî
øàãà óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîèçîøëà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, òî äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ äàëüíåéøåãî ïîâåäåíèÿ êîíñòðóêöèè ðåøàåòñÿ äèíàìè-
÷åñêàÿ çàäà÷à (9)�(10) ïðè ðàâíîé íóëþ ïðàâîé ÷àñòè. Ïðèìåíÿ-
åòñÿ ñõåìà (13)�(14). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ íàéäåííîé ïåðâîé ôîðìîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Òàêèì ìåòîäîì
íàõîäèì óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ïðè òîé æå íàãðóçêå, ïðè êîòîðîé
êîíñòðóêöèÿ ïîòåðÿëà óñòîé÷èâîñòü. Äàëåå ñíîâà ïðèìåíÿåòñÿ øà-
ãîâûé ìåòîä.

6. Ðåøåíèå òåñòîâûõ çàäà÷

Ðàññìîòðèì ðÿä ïðèìåðîâ ðàñ÷åòà. Âñå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû â
ÏÊ ËÈÐÀ 10, â êîòîðîì ðåàëèçîâàí ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì.

Ïðèìåð 1

Ãåîìåòðèÿ øàðíèðíî-ñòåðæíåâîé ñèñòåìû çàäàíà íà ðèñ. 1. Ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ: uA = vA = vB = uC = 0.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [5, 8].
Ñèñòåìà ìîäåëèðîâàëàñü äâóìÿ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè íèòè

(ÊÝ 310 � íèòü). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ïðèìåðà 1

Òî÷êà Èñêîìàÿ Àíàëèòè÷åñêîå Ðåçóëüòàòû Ïîãðåøíîñòü,%
âåëè÷èíà ðåøåíèå ðàñ÷åòà (ËÈÐÀ)

N1, ò 174.34 173.47 0.4
N2á ò 239.86 239.80 0.05

B uBá ì 0.343 0.336 2.0
C vCá ì −24.655 −24.633 0.1

Êîíñòðóêöèÿ äâàæäû òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü: ïðè íàãðóçêå P =
74.88 ò ïåðåìåùåíèÿ uB = −0.510 ì, vC = −4.460 ì. Óñòîé÷èâîå
ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå � ïðè uB = −3.616 ì, vC = −18.669 ì;
ïðè íàãðóçêå P = 180.0 ò, ïåðåìåùåíèÿ uB = −2.962 ì, vC =
−22.223 ì. Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå � ïðè uB = 0.330 ì,
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Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.

vC = −24.276 ì. Ïåðåìåñòèâ òî÷êó C íà 20 ì âíèç, ïîëó÷àåì ñèñòå-
ìó, íå òåðÿþùóþ óñòîé÷èâîñòü ïðè çàäàííîé íàãðóçêå, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ëåãêî ïðîâåðèòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 2

Ãåîìåòðèÿ øàðíèðíî-ñòåðæíåâîé ñèñòåìû çàäàíà íà ðèñ. 2. Ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ: vA = uB = uC = vC = uD = 0.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â ðàáîòå [5].

Ñèñòåìà ìîäåëèðîâàëàñü òðåìÿ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè íèòè
(ÊÝ 310 � íèòü). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Êîíñòðóêöèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè íàãðóçêå P = 133.20 ò,
ïåðåìåùåíèÿ uA = −2.602 ì, vB = −3.584 ì, vD = 3.884 ì.
Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè uA = −3.80 ì,
vB = −6.937 ì, vD = 9.494 ì, íèæíèé ñòåðæåíü ãîðèçîíòàëåí.
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Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ïðèìåðà 2

Òî÷êà Èñêîìàÿ Àíàëèòè÷åñêîå Ðåçóëüòàòû Ïîãðåøíîñòü,%
âåëè÷èíà ðåøåíèå ðàñ÷åòà (ËÈÐÀ)

N1, ò −700.0 −693.0 1.0
N2, ò 300.0 296.0 1.0
N3, ò 380.0 380.16 0.05

D vD, ì 9.50 9.50 0. 0
B vB , ì −6.95 −6.947 0.05
A uA, ì −3.80 −3.80 0.0

Ïðèìåð 3

Ãåîìåòðèÿ øàðíèðíî-ñòåðæíåâîé ñèñòåìû çàäàíà íà ðèñ. 3. Ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ: uC = vA = vB = vC = 0, uB = uD.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â ðàáîòå [5].

Ðèñ.3. Ðèñ.4.

Ñèñòåìà ìîäåëèðîâàëàñü òðåìÿ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè íèòè
(ÊÝ 310 � íèòü). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû â òàáë. 3

Êîíñòðóêöèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè íàãðóçêå P = 57.450 ò,
ïåðåìåùåíèÿ uA = 6.665 ì, uB = 3.602 ì, vD = 2.324 ì. Óñòîé÷è-
âîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè uA = 18.013 ì, uB =
18.085 ì, vD = −0.0663 ì. Ïåðåìåñòèâ òî÷êè A, B è D íà 18 ì
âïðàâî, ïîëó÷àåì ñèñòåìó, íå òåðÿþùóþ óñòîé÷èâîñòü ïðè çàäàí-
íîé íàãðóçêå, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðîâåðèòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà
èñõîäíîé ñèñòåìû.
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Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ðà÷ñ÷åòà äëÿ ïðèìåðà 3

Òî÷êà Èñêîìàÿ Àíàëèòè÷åñêîå Ðåçóëüòàòû Ïîãðåøíîñòü,%
âåëè÷èíà ðåøåíèå ðàñ÷åòà (ËÈÐÀ)

N1, ò −112.21 −111.88 0.3
N2, ò 118.35 118.22 0.1
N3, ò −8.0 −8.7 1.0

A uA, ì 18.024 18.017 0.05
B uB , ì 18.090 18.118 0.13
D vD, ì −0.080 −0.087 1.0

Ïðèìåð 4

Ãåîìåòðèÿ øàðíèðíî-ñòåðæíåâîé ñèñòåìû çàäàíà íà ðèñ. 4. Ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ: uA = uB = vA = vB = uC = vC = 0.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â ðàáîòå [5].
Ñèñòåìà ìîäåëèðîâàëàñü ÷åòûðüìÿ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè íè-

òè (ÊÝ 310 � íèòü).
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà òàêîâû (òàáë. 4)

Òàáëèöà 4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ïðèìåðà 4

Òî÷êà Èñêîìàÿ Àíàëèòè÷åñêîå Ðåçóëüòàòû Ïîãðåøíîñòü,%
âåëè÷èíà ðåøåíèå ðàñ÷åòà (ËÈÐÀ)

N1, ò −245.0 −245.3 0.1
N2, ò 319.0 −318.9 0.1

N3 = N4, ò 116.0 115.89 0.1
D uD, ì 0.530 0.529 0.01
D vD, ì −8.240 −8.241 0.01
E uE , ì 0.265 0.265 0.0
E vE , ì −7.620 −7.624 0.05

Êîíñòðóêöèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè íàãðóçêå P = 187.63 ò.
Â óñòîé÷èâîì ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè òî÷êà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè
ñìåùåíà âïðàâî, äâà âåðõíèõ ñòåðæíÿ âûòÿíóòû â ïðÿìóþ ëèíèþ.
Òî÷êà D îïóñêàåòñÿ íèæå ëèíèè ÀÂ ïðè íàãðóçêå P = 290 ò.

Ïðèìåð 5

Ðàññìîòðèì áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ è ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè çà-
ùåìëåííîé êðóãîâîé àðêè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 5, ñ çàùåìëåí-
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íûìè òî÷êàìè À è B. Ìàòåðèàë àðêè òàêîâ, ÷òî EIy = 1.25 · 106
òì2.

Ðèñ. 5.

Ïðè ðàñ÷åòå èñïîëüçóþòñÿ ñòåðæíåâûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû
ñèëüíîãî èçãèáà(ÊÝ 309). Ïðè èñïîëüçîâàíèè 180 ýëåìåíòîâ ðåçóëü-
òàòû òàêîâû (òàáë. 5).

Òàáëèöà 5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ïðèìåðà 5

Òî÷êà. Àíàëèòè÷åñêîå Ðåçóëüòàòû Ïîãðåøíîñòü,%
Èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðåøåíèå ðàñ÷åòà (ËÈÐÀ)

w3, ì 66.07 66.09 0.03

Êîíñòðóêöèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè íàãðóçêå P = 1950ò, ïå-
ðåìåùåíèå w3 = 19.7ì. Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå äîñòèãà-
åòñÿ ïðè w3 = 65.889ì.

Ïðèìåð 6

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàêðèòè÷åñêèé èç-
ãèá êîíñîëè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6 ñ çàùåìëåííîé òî÷êîé A.
Äëÿ ìàòåðèàëà êîíñîëè E = 2 · 107 ò/ì2, à äåéñòâóþùàÿ íàãðóçêà
F = 1.1 ò.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [3].
Ïðè ðàñ÷åòå èñïîëüçóþòñÿ ñòåðæíåâûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû

ñèëüíîãî èçãèáà (ÊÝ 309). Ïðè èñïîëüçîâàíèè 100 ýëåìåíòîâ ðå-
çóëüòàòû òàêîâû (òàáë. 6).
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Ðèñ.6.

Òàáëèöà 6. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ïðèìåðà 6

Òî÷êà Èñêîìàÿ Àíàëèòè÷åñêîå Ðåçóëüòàòû Ïîãðåøíîñòü,%
âåëè÷èíà ðåøåíèå ðàñ÷åòà (ËÈÐÀ)

B uB , ì −2.025 −2.024 0.5
B wB , ì −5.361 −5.359 0.4

Êîíñòðóêöèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè íàãðóçêå P = 0.990 ò. Ïî-
ñêîëüêó âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ îòñóòñòâóþò, òî äëÿ ïðîäîëæå-
íèÿ ðàñ÷åòà íåîáõîäèìî íàéòè ïåðâóþ ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.
Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè uB = 0.0616 ì,
vB = −1.0 ì.

7. Âûâîäû

Ðàññìîòðåíà âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷å-
ñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ è ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ äëÿ ñòåðæíåé è
ïëàñòèí. Äëÿ ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàññìîòðåí øàãîâûé ìå-
òîä, äëÿ äèíàìè÷åñêèõ - ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Ïðåäëîæåí íîâûé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ � ïî-
ñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
çàäà÷à ïðè ðàâíîé íóëþ ïðàâîé ÷àñòè. Ïðèìåíÿåòñÿ áåçóñëîâíî
óñòîé÷èâàÿ íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþò-
ñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííîé ïåðâîé ôîðìîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.
Òàêèì ìåòîäîì íàõîäèì óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ïðè òîé æå íàãðóç-
êå, ïðè êîòîðîé êîíñòðóêöèÿ ïîòåðÿëà óñòîé÷èâîñòü. Â óñòîé÷èâîì
ñîñòîÿíèè ïðèìåíÿåòñÿ øàãîâûé ìåòîä. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
ðåàëèçîâàí â ÏÊ ËÈÐÀ 10. Ïðèâåäåíû òåñòîâûå çàäà÷è, ïîäòâåð-
æäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà.
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ÑÂÎÁÎÄÍÛÅ ÏÎÏÅÐÅ×ÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÁÀËÊÈ
Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

À.Ë. Ñìèðíîâ, Å.Ñ. Ïîìûòêèíà

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîé
óïðóãîé áàëêè ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, c ïàðàìåòðàìè,
çàâèñÿùèìè îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëó÷åíèå ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé è ñîáñòâåííûõ
ôîðì êîëåáàíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû áàëêè ìàëî îòëè÷à-
þòñÿ îò ïîñòîÿííûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â èññëåäîâàíèè àñèìï-
òîòè÷åñêèé ìåòîä. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì,
ñðàâíèâàþòñÿ â ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ
ïðÿìîé óïðóãîé áàëêè ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì,
ïðè÷åì ïàðàìåòðû áàëêè êàê ãåîìåòðè÷åñêèå (øèðèíà, âûñîòà, ïî-
ïåðå÷íîå ñå÷åíèå), òàê è ôèçè÷åñêèå (ïëîòíîñòü, ìîäóëü Þíãà) ìî-
ãóò çàâèñåòü îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû (ðèñ. 1).

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé è ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû áàëêè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ïîñòîÿííûõ, ÷òî
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì, ñðàâíèâàþòñÿ
â ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èññëåäîâàíèÿì ñâîáîäíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëîê ñ ïå-
ðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Êàê ïðàâè-
ëî, ïðè ðåøåíèè èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû (êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è äð.). Íàõîæäåíèþ ïðèáëèæåííûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîñâÿùåíû ðàáîòû [3�5], ñîäåðæàùèå îá-

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �13-01-00523.
Äîêëàä íà ñåìèíàðå 3 ñåíòÿáðÿ 2013 ã.
c⃝ À.Ë. Ñìèðíîâ, Å.Ñ. Ïîìûòêèíà, 2013
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Ðèñ. 1. Áàëêà ïåðåìåííîé âûñîòû.

øèðíóþ áèáëèîãðàôèþ. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé
è äîïîëíåííîé âåðñèåé äîêëàäà [6].

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå â ðàìêàõ ãèïîòåç
Ýéëåðà�Áåðíóëëè, ïîýòîìó ìû ïðåíåáðåãàåì ïðîäîëüíûìè ïåðåìå-
ùåíèÿìè ñå÷åíèé, èõ ïîâîðîòàìè è ñäâèãàìè. Äåéñòâèå ñèë ñîïðî-
òèâëåíèÿ èãíîðèðóåòñÿ. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñâî-
áîäíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè èìååò âèä (ñì. [1])

∂2

∂x2

[
E(x)J(x)

∂2w(x, t)

∂x2

]
+ ρ(x)S(x)

∂2w(x, t)

∂t2
= 0.

ãäå w(x, t) � ïîïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèå áàëêè, x � ïðîäîëüíàÿ êî-
îðäèíàòà (0 6 x 6 L), L � äëèíà áàëêè, t � âðåìÿ, E(x), ρ(x)
� ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü Þíãà è ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèà-
ëà, J(x) = b(x)h3(x)/12 � ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ,
S(x) = b(x)h(x) � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Çäåñü b(x), h(x) �
ñîîòâåòñòâåííî øèðèíà è âûñîòà áàëêè,

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â âèäå w(x, t) =W (x) sin(ωt) ïðè-
äåì ê óðàâíåíèþ

d2

dx2

[
E(x)J(x)

d2W (x)

dx2

]
− ω2ρ(x)S(x)W (x) = 0.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ñî çíàêîì �̃� (êîòîðûé â äàëü-
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íåéøåì áóäåì îïóñêàòü) ïî ôîðìóëàì

h(x) = h0h̃(x), b(x) = b0b̃(x), E(x) = E0Ẽ(x),

ρ(x) = ρ0ρ̃(x), x = x̃/L, Λ4 = ω2 12ρ0l
4

E0h20
è âûïèøåì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå

d2

dx2

[
α(x)

d2W (x)

dx2

]
− Λ4β(x)W (x) = 0. (1)

Çäåñü α(x) = b(x)h3(x)/12, β(x) = b(x)h(x).
Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òðè âèäà îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé:
(I) W (0) = W (1) = W ′′(0) = W ′′(1) = 0 � øàðíèðíîå îïèðàíèå

íà îáîèõ êîíöàõ áàëêè,
(II) W (0) = W (1) = W ′(0) = W ′(1) = 0 � æåñòêàÿ çàäåëêà íà

îáîèõ êîíöàõ áàëêè,
(III) W (0) =W (1) =W ′′(0) =W ′(1) = 0 � øàðíèðíîå îïèðàíèå

íà îäíîì êîíöå è æåñòêàÿ çàäåëêà íà äðóãîì êîíöå áàëêè.
Óðàâíåíèå (1) è îäíî èç óñëîâèé (I)�(III) îáðàçóþò êðàåâóþ çà-

äà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

2. Ìåòîä âîçìóùåíèé

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èëè íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ p(x) èçìå-
íÿþòñÿ ïî çàêîíó p(x) = 1 + εf(x), ãäå ε≪ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð, à
f(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Â òàáë. 1 âûïèñàíû âûðàæåíèÿ äëÿ
ôóíêöèé α(x) è β(x) ïðè âàðüèðîâàíèè ðàçíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è
ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îïèñàí â ðàáî-
òàõ [1, 2]. Ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà
ε ôóíêöèè α(x) = 1 +

∑
i=1 ε

iαi(x) è β(x) = 1 +
∑

i=1 ε
iβi(x), ïî-

ïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèå W (x) = W0(x) +
∑

i=1 ε
iWi(x) è ÷àñòîòíûé

ïàðàìåòð Λ4 = Λ4
0(1 +

∑
i=1 ε

iΛi), ïîäñòàâèì ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â
óðàâíåíèå (1) è ïðèðàâíÿåì ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε. Ïî-
ëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé:

−Λ4
0W0(x) +W0

(4)(x) = 0, (2)



106 À.Ë. Ñìèðíîâ, Å.Ñ. Ïîìûòêèíà

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé α(x) è β(x) ïðè âàðüèðîâàíèè
ïàðàìåòðîâ

N Âîçìóùàåìûé ïàðàìåòð α(x) β(x)

1 b(x) = b0(1 + εf(x)) (1 + εf(x)) (1 + εf(x))

2 h(x) = h0(1 + εf(x)) (1 + εf(x))3 (1 + εf(x))

3 h(x) = h0(1 + εf(x))

b(x) = b0
1

(1 + εf(x))
, S(x) =const (1 + εf(x))2 1

4 b(x) = b0(1 + εf(x))

h(x) = h0
1

(1 + εf(x))
, S(x) =const

1

(1 + εf(x))2
1

5 ρ(x) = ρ0(1 + εf(x)) 1 (1 + εf(x))

6 E(x) = E0(1 + εf(x)) (1 + εf(x)) 1

−Λ4
0W1(x) +W1

(4)(x) = Λ1Λ
4
0W0(x) + Λ4

0W0(x)(β1(x)− α1(x))−
−W0

′′(x)α1
′′(x)− 2α1

′(x)W0
(3)(x),

(3)

−Λ4
0W2(x) +W

(4)
2 (x) = Λ2Λ

4
0W0(x) + Λ1Λ

4
0W1(x)+

+Λ1Λ
4
0W0(x)β1(x) + Λ4

0W1(x)β1(x) + Λ4
0W0(x)(β2(x)− α2(x)))−

−W1
′′(x)α1

′′(x)−W0
′′(x)α2

′′(x)− 2α2
′(x)W0

(3)(x)−
−2α1

′(x)W1
(3)(x)− α1(x)W1

(4)(x).
(4)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ (2) èìååò âèä

W0 =W0(x) = C1 sinΛ0x+ C2 cosΛ0x+ C3 sinhΛ0x+ C4 coshΛ0x.
(5)

Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (I�III), ïîëó÷èì ÷àñòîòíîå óðàâ-
íåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà Λ0,n. Â îáùåì ñëó÷àå
÷àñòîòíîå óðàâíåíèå òðàíñöåíäåíòíî è åãî êîðíè íàõîäÿòñÿ ÷èñ-
ëåííî. Äëÿ êîðíåé ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè n ìîæíî èñïîëüçîâàòü
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.

Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (3) èìååò ðåøåíèå ïðè óñëî-
âèè, ÷òî åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îðòîãîíàëüíà W0. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ê ÷àñòîòíîìó ïàðàìåòðó:

Λ1 = 1
Λ4

0(W0,W0)

(
Λ4
0((α1(x)− β1(x))W0,W0)+

+(α1
′′(x)W0

′′,W0) + 2(α1
′(x)W0

(3),W0)
)
.

(6)
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Ïîä ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ (f, g) =
∫ 1

0
fgdx.

Ïîñòðîèì òåïåðü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3), êîòîðîå áóäåò
ñîäåðæàòü 4 ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òðè èç íèõ íàõîäÿòñÿ ïðè
óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ñèëó ðàâåíñòâà (6) ÷åòâåðòîå
ãðàíè÷íîå óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ÷åòâåðòîé
ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Ïîëîæèì åå ðàâíîé 0.

Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèå âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ (4) èìååò ðåøåíèå
ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îðòîãîíàëüíà ðåøåíèþ íóëåâî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ W0(x). Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ
âòîðîé ïîïðàâêè ê ÷àñòîòíîìó ïàðàìåòðó:

Λ2 = 1
Λ4

0(W0,W0)

(
− Λ4

0Λ1(W1,W0)− Λ4
0Λ1(β1(x)W0,W0)−

−Λ4
0(β1(x)W1,W0)− Λ4

0((β2(x)− α2(x))W0,W0)+

+(α1
′′(x)W ′′

1 ,W0) + (α2
′′(x)W ′′

0 ,W0)− (2α2
′(x)W

(3)
0 ,W0)−

−(2α1
′(x)W1

(3),W0) + (α1(x)W1
(4),W0)

)
.

(7)

Ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà è ôîðìû ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí. Ìû áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ íà-
õîæäåíèåì ïåðâîé íåíóëåâîé ïîïðàâêè ê ÷àñòîòíîìó ïàðàìåòðó è
ê ôîðìå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.

3. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ âîçìóùåíèé

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñî ñëó÷àÿ, êîãäà îäèí èëè íåñêîëüêî ïà-
ðàìåòðîâ ëèíåéíî çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû x. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ f(x) = x− 1/2, ïðè ýòîì çà íåâîçìóùåííîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå â öåíòðå áàëêè, è ïðè
âîçìóùåíèè íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèÿ ìàññû áàëêè.

Äëÿ óñëîâèé (I) óðàâíåíèå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå:

W0(x) = sin(πnx), Λ0 = πn.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñèììåòðè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ôóíê-
öèÿ W0 áóäåò ÷åòíà, à åå íå÷åòíûå ïðîèçâîäíûå � íå÷åòíû îòíî-
ñèòåëüíî x = 1/2. Çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèÿõ α(x) è
β(x) ïðèâåäåíû â òàáë. 2.
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Òàáëèöà 2. Ãëàâíûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèÿõ ôóíêöèé α(x) è β(x)

N Âîçìóùàåìûé ïàðàìåòð α1(x) β1(x)

1 b(x) f(x) f(x)

2 h(x) 3f(x) f(x)

3 h(x) = 1/b(x) S(x) =const 2f(x) 0

4 b(x) = 1/h(x) S(x) =const −2f(x) 0

5 ρ(x) 0 f(x)

6 E(x) f(x) 0

Ïîñêîëüêó ïðè f(x) = x− 1/2 ôóíêöèè α1(x), β1(x) íå÷åòíû îò-
íîñèòåëüíî x = 1/2, òî èç ôîðìóëû (6) Λ1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ñèììåòðè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âëèÿíèå íà ÷àñòîòó ëèíåéíîãî
ïî x âîçìóùåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñëàáûì (îòñóòñòâóåò ëèíåéíûé ÷ëåí
â ðàçëîæåíèè ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà ïî ε).

Â nàáë. 3 äëÿ ðàçíûõ âîçìóùåíèé ïðè f(x) = x−1/2 äëÿ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé âèäà (I) ïðèâåäåíû âòîðûå ïîïðàâêè äëÿ ÷àñòîòíîãî
ïàðàìåòðà è ñòàðøèå ÷ëåíû èõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè
n→ ∞

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ Λ2,n ïðè f(x) = x− 1/2 äëÿ øàðíèðíî îïåðòîé
áàëêè

N Λ2,n Λ2,n n → ∞

1
nπ − 4 coth[nπ] + 4(−1)ncsch[nπ]

2n3π3
1

2n2π2

2
19nπ − n3π3 − 64 coth[nπ] + 64(−1)ncsch[nπ]

8n3π3
− 1

8
+ 19

8n2π2

3
7nπ − n3π3 − 16 coth[nπ] + 16(−1)ncsch[nπ]

8n3π3
− 1

8
+ 7

8n2π2

4
−3nπ + n3π3 − 48 coth(nπ) + 48(−1)ncsch(nπ)

24n3.π3
1
24

− 1
8n2π2

5
33nπ − 5n3π3 − 48 coth[nπ] + 48(−1)ncsch[nπ]

96n3π3
− 5

96
+ 11

32n2π2

6
−5nπ + n3π3 − 16 coth[nπ] + 16(−1)ncsch[nπ]

32n3π3
1
32

− 5
32n2π2

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àÿõ 1, 4, 6, ò.å. ïðè âîçìóùåíèè øèðèíû,
ïðè âîçìóùåíèè øèðèíû è âûñîòû ïðè ñîõðàíåíèè ïëîùàäè ïîïå-
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ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èëè ïðè âîçìóùåíèè ïëîòíîñòè, Λ2,1 < 0, à äëÿ
n > 1 ïîïðàâêà Λ2,n > 0, ïðè÷åì ïðè n→ ∞ â ñëó÷àå (1) Λ2,n → 0,
à â ñëó÷àÿõ (4) è (6) ïîïðàâêà ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîé âåëè÷èíå.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n ïîïðàâêà Λ2,n < 0, à
ïðè n→ ∞ îíà ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîé âåëè÷èíå.

Íà âêëåéêå íà ðèñ. 6 (à) è (á) ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïåðâîé,
òðåòüåé è ïÿòîé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò áàëêè îò ïàðàìåòðà ε ïðè âîç-
ìóùåíèè øèðèíû è âûñîòû ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êàìè îòìå÷åíû çíà-
÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå (ñåðûå òî÷êè � ìåòîä
ïðîãîíêè, ÷åðíûå òî÷êè � ANSYS12.0 (3D-ýëåìåíòû BEAM54)).

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âèäà (II) ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (2) áóäåò

W0(x) = sh(xΛ0)−sin(xΛ0)+
(sin(Λ0)− sh(Λ0))

(cos(Λ0)− ch(Λ0))
(cos(xΛ0)−ch(xΛ0))

ïðè

−1 + cos(Λ0) ch(Λ0) = 0. (8)

Êîðíè óðàâíåíèÿ (8) íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî. Äëÿ êîðíåé ñ áîëü-
øèìè íîìåðàìè ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (ñì. [1])
Λ0,n ∼ π

2 +πn. Âûðàæåíèÿ äëÿW1(x) è Λ2 íàéäåíû ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïàêåòà Mathematica 8.0 è çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ èç-çà èõ ãðîìîçä-
êîñòè. Â òàáë. 4 äëÿ ðàçíûõ âîçìóùåíèé ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
âèäà (II) ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ Λ2,n äëÿ n = 1, 2, 3 è ãëàâíûå ÷ëåíû
ïðè n→ ∞.

Òàáëèöà 4. Çíà÷åíèÿ Λ2,n ïðè f(x) = x− 1/2 äëÿ áàëêè
ñ æåñòêî çàäåëàííûìè êîíöàìè

N Λ2,1 Λ2,2 Λ2,3 Λ2,n

1 −0.037 −0.018 −0.010 − 3
2n2π2

2 −0.116 −0.120 −0.122 − 1
8
+ 3

8π2n2

3 −0.128 −0.127 −0.126 − 1
8
− 1

8π2n2

4 0.112 0.076 0.061 1
24

+ 23
8π2n2

5 −0.062 −0.057 −0.055 - 5
96

− 13
32π2n2

6 −0.003 0.014 0.021 1
32

− 45
32π2n2
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Êàê âèäíî èç òàáë. 3 è 4, ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé Λ2,n äëÿ áàëêè ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êîíöàìè è ñ çàäå-
ëàííûìè êîíöàì îäèíàêîâû.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäà (III) íåñèììåòðè÷íû è ñëåäóåò îæè-
äàòü ïîÿâëåíèÿ íåíóëåâîé ïåðâîé ïîïðàâêè ê ÷àñòîòíîìó ïàðàìåò-
ðó. Äåéñòâèòåëüíî, â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ôîðìà êîëåáàíèé áóäåò
òàêàÿ æå, ÷òî è äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (II), à ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå
èìååò âèä

− chΛ0 sinΛ0 + cosΛ0 shΛ0 = 0.

Äëÿ åãî êîðíåé ñ áîëüøèìè íîìåðàìè ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ ôîðìóëà (ñì. [1]) Λ0,n ∼ π

4 + πn.
Â òàáë. 5 äëÿ ðàçíûõ âîçìóùåíèé ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âèäà

(III) ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ Λ1,n äëÿ n = 1, 2, 3 è ãëàâíûå ÷ëåíû ïðè
n→ ∞.

Òàáëèöà 5. Çíà÷åíèÿ Λ1,n ïðè f(x) = x− 1/2 äëÿ áàëêè
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà (III)

N Λ1,1 Λ1,2 Λ1,3 Λ1,n

1 0.137 0.040 0.019 2
n2π2

2 0.274 0.080 0.038 4
n2π2

3 0.137 0.040 0.019 2
n2π2

4 −0.137 −0.040 −0.019 − 2
n2π2

5 0.069 0.020 0.010 1
n2π2

6 0.069 0.020 0.010 1
n2π2

Åñëè ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèàëà ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì,
÷òî æåñòêîñòü áàëêè ó êîíöà ñ áîëåå ñëàáûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè óâåëè÷èâàåòñÿ, òî ýòî ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ÷àñòîòû, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè b = 1/h) ÷àñòîòà óìåíüøàåòñÿ.

Ôîðìà êîëåáàíèé ñëàáî çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Íà
ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå íîðìàëèçîâàííûõ ôîðì êîëåáàíèé

W (x) = w(x)/
√∫ 1

0
w2(x)ds øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè ïðè n = 1 è

n = 5 äëÿ íóëåâîãî (ïóíêòèð) è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íà ðèñ. 2
âîçìóùàåòñÿ øèðèíà áàëêè, à íà ðèñ. 3 � âûñîòà áàëêè. Çíà÷åíèå
ε = 1 óìûøëåííî âçÿòî áîëüøèì, ÷òîáû áûëà âèäíà òåíäåíöèÿ èç-
ìåíåíèÿ ôîðìû. Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà
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ôîðìó êîëåáàíèé, â òî âðåìÿ êàê ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò èìååò
èçìåíåíèå âûñîòû áàëêè. Ïîõîæåå âëèÿíèå îêàçûâàåò èçìåíåíèå
ïàðàìåòðîâ íà ôîðìó êîëåáàíèé áàëêè ñ æåñòêî çàäåëàííûìè êîí-
öàìè.

Ðèñ. 2. Ôîðìû êîëåáàíèé øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè ïðè ëèíåéíîì
âîçìóùåíèè øèðèíû ïðè n = 1 (à) è n = 5 (á).

Ðèñ. 3. Ôîðìû êîëåáàíèé øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè ïðè ëèíåéíîì
âîçìóùåíèè âûñîòû ïðè n = 1 (à) è n = 5 (á).

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû íîðìàëèçîâàííûå ôîðìû êîëåáàíèé áàë-
êè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà (III) ïðè n = 1 äëÿ íóëåâîãî
(ïóíêòèð) è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ε = 1. Íà ðèñ. 4 (à) âîç-
ìóùåíèþ ïîäâåðãàåòñÿ øèðèíà áàëêè, à íà ðèñ. 4 (á) � âûñîòà
áàëêè. Èçìåíåíèå âûñîòû îêàçûâàåò âåñüìà çíà÷èòåëüíûé ýôôåêò
íà ôîðìó êîëåáàíèé.
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Ðèñ.4. Ôîðìû êîëåáàíèé áàëêè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà (III)
ïðè ëèíåéíîì âîçìóùåíèè øèðèíû (à) è âûñîòû (á).

4. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ âîçìóùåíèé

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = x2 + ax + b, ãäå a, b � ïîñòîÿííûå.
Íàì áóäåò îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ìàññà áàëêè íå ìå-
íÿåòñÿ ïðè âîçìóùåíèè åå øèðèíû, âûñîòû èëè ïëîòíîñòè. Ïðè

ýòîì
∫ 1

0
f(x)dx = 0, ò.å. a/2 + b + 1/3 = 0. Âûäåëèì äâà ñëó÷àÿ:

a = −1, b = 1/6, òîãäà ôóíêöèÿ f(x) ÷åòíà îòíîñèòåëüíî x = 1/2,
è a = −2/3, b = 0, òîãäà f(0) = 0.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä âîçìóùåíèÿ ê óðàâíåíèÿì êîëåáàíèé øàðíèð-
íî îïåðòîé áàëêè, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ïåðâîé ïî-
ïðàâêè ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå (òàáë. 6).

Òàáëèöà 6. Çíà÷åíèÿ Λ1,n ïðè f(x) = x2 + ax+ b äëÿ áàëêè
ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êîíöàìè

N Λ1 Λ1 ïðè m =const
1 0 0

2 2
3 − 1

n2π2 + a+ 2b − 1
n2π2

3 2
3 − 1

n2π2 + a+ 2b − 1
n2π2

4 −2
3 + 1

n2π2 − a− 2b 1
n2π2

5 1
3 − 1

2n2π2 + a
2 + b − 1

2n2π2

6 1
6

(
−2 + 3

n2π2 − 3a− 6b
)

1
2n2π2
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Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû áàëêè,
ïîïðàâêà Λ1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n, à åñëè ìàññà ìåíÿåòñÿ
ïðè âîçìóùåíèè, òî ê íåêîòîðîìó íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ. Îñîáûé
ñëó÷àé � âîçìóùåíèå øèðèíû áàëêè, ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ ïîïðàâêà
ê ÷àñòîòå ðàâíà 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ a è b, â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ,
ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (6)W0 = sin(πnx), α1(x) = β1(x) = x2+ax+b.
Âû÷èñëåíèå äâóõ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ïî n äëÿ Λ2,1 ïðè a = −1, b = 1/6
äàåò

Λ2,n ∼ − 2

n3π3
+

1

6n2π2
.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîì âîçìóùåíèè f(x) øèðèíû øàðíèðíî
îïåðòîé áàëêè ïîïðàâêà Λ1 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè òàêîì âîç-
ìóùåíèè α1 = β1 = f(x) è ÷èñëèòåëü â ôîðìóëå (6)

∫ 1

0

−n2π2 sin(nπx) (2nπ cos(nπx)f ′(x) + sin(nπx)f ′′(x)) dx =

= −n2π2 sin(nπ)2f ′(1) = 0.

Íà âêëåéêå íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïåðâîé, òðåòüåé è
ïÿòîé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò áàëêè îò ïàðàìåòðà ε øèðèíû è âûñîòû
äëÿ ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ f(x) = x2−x+1/6. Òî÷êàìè îáîçíà÷åíû
çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå ìåòîäîì ïðîãîíêè,
ïóíêòèðíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò îäíî÷ëåííîìó ïðèáëèæåíèþ, à
ñïëîøíûå � äâó÷ëåííîìó.

Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìàññû ìàëî âëèÿåò íà ôîðìó êîëåáàíèé.
Ìàêñèìàëüíîå âëèÿíèå íà ôîðìó îêàçûâàåò èçìåíåíèå æåñòêîñòè
ïðè âîçìóùåíèè h. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíà ôîðìà êîëåáàíèÿ äëÿ
òàêîãî âîçìóùåíèÿ ïðè a = −1, b = 1/6 äëÿ n = 5 è ε = 1.

Ñ óâåëè÷åíèåì æåñòêîñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âëèÿíèå âîçìóùå-
íèÿ íà ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå óâåëè÷èâàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîëåáà-
íèé áàëêè ñ æåñòêî çàäåëàííûìè êîíöàìè è c ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè âèäà (III) âëèÿíèå âîçìóùåíèÿ îêàçûâàåò íà ÷àñòîòó áîëüøåå
âëèÿíèå, ÷åì ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè. Â òàáë. 7 è 8 ïðèâåäåíû ïî-
ïðàâêè ê òðåì ïåðâûì ÷àñòîòàì è ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé Λ1,n ïðè f(x) = x2 − x+ 1/6
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Ðèñ. 5. Ôîðìà êîëåáàíèé øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè
ïðè êâàäðàòè÷íîì âîçìóùåíèè âûñîòû.

Òàáëèöà 7. Çíà÷åíèÿ Λ1,n ïðè f(x) = x2 − x+ 1/6 äëÿ áàëêè
ñ æåñòêî çàäåëàííûìè êîíöàìè

N Λ1,1 Λ1,2 Λ1,3 Λ1,n

1 0.098 0.048 0.027 4
n2π2

2 0.172 0.085 0.047 7
n2π2

3 0.074 0.036 0.020 3
n2π2

4 −0.074 −0.036 −0.020 − 3
n2π2

5 0.037 0.018 0.010 3
2n2π2

6 0.061 0.030 0.017 5
2n2π2

Òàáëèöà 8. Çíà÷åíèÿ Λ1,n ïðè f(x) = x2 − x+ 1/6 äëÿ áàëêè
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà III

N Λ1,1 Λ1,2 Λ1,3 Λ1,n

1 0.057 0.029 0.015 2
n2π2

2 0.065 0.040 0.022 3
n2π2

3 0.008 0.012 0.007 1
n2π2

4 −0.008 −0.012 −0.007 − 1
n2π2

5 0.004 0.006 0.003 1
2n2π2

6 0.052 0.023 0.012 3
2n2π2
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5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ÷àñòîò è
ôîðì êîëåáàíèé áàëêè ñ ïàðàìåòðàìè, áëèçêèìè ê ïîñòîÿííûì,
â òî âðåìÿ, êîãäà ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè èëè
êâàäðàòè÷íûìè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âîçìóùåíèÿì, íå èçìå-
íÿþùèì ìàññó áàëêè. Âûÿâëåíû ôàêòîðû, ïðè êîòîðûõ âëèÿíèå
âîçìóùåíèé íà ÷àñòîòû ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì (îòñóòñòâóåò ëèíåéíûé
÷ëåí â àñèìïòîòè÷åñêîì ðÿäå äëÿ ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà).
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ÄÎÊËÀÄÛ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÅ Â ÑÁÎÐÍÈÊ

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êðèòåðèåâ ïëàñòè÷íîñòè

àíèçîòðîïíûõ ðàçíîïðî÷íûõ ïëàñòèí

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 18 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.

È.Â. Åôèìîâ

ÐÅÇÞÌÅ

Äîêëàä ïîñâÿùåí àêòóàëüíûì âîïðîñàì îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé. Öåëü � ïîñòðîåíèå êîíòóðîâ òåêó÷åñòè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèîí-
íûõ ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ ñëîæíóþ ðåîëîãèþ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè êîýôôèöèåíòîâ êîíòóðà è ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé
çàäà÷åé ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ
êîíòóðà òåêó÷åñòè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì: ðó÷íîé ïîäáîð, ìåòîä ïî-
êîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è ìåòîä ïåðåáîðà íà íåðàâ-
íîìåðíîé ñåòêå. Íà èõ îñíîâå ïðåäëîæåí ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé ñ íàèìåíüøåé
ïîãðåøíîñòüþ äîñòè÷ü ðåçóëüòàòà. Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ äàí-
íûé ñïîñîá. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äàþò óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîâïàäåíèå ñ
ýêñïåðèìåíòàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïëàâîâ ñëîæíîé ñòðóêòóðû.

Èìïóëüñíûå ãàçîñòðóéíûå ñèñòåìû

â òåõíè÷åñêèõ îáúåêòàõ

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 2 îêòÿáðÿ 2012 ã.

Ì.Ñ. ßêîâ÷óê

ÐÅÇÞÌÅ

Äîêëàä ïîñâÿùåí ìîäåëèðîâàíèþ ñëîæíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,
êîòîðûå ïðîòåêàþò ïðè ðàáîòå èìïóëüñíûõ ñèñòåì â ðÿäå òåõíè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñèñòåìàì óïðàâëåíèÿ âåêòîðîì òÿãè, îñíî-
âàííûì íà âäóâå ãàçà â ñâåðõçâóêîâóþ ÷àñòü ñîïëà.

Òàêæå èññëåäóþòñÿ ïðîöåññû â ñåïàðàòîðàõ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îòñå÷êè
ïàäàþùåãî ïîëåçíîñîäåðæàùåãî ïðîäóêòà ñòðóåé ñæàòîãî âîçäóõà. Â äîêëàäå
òàêæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî è íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòîâ.
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×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ãèäðîàýðîäèíàìèêè

íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 30 îêòÿáðÿ 2012 ã.

À.Ã. Êàðïåíêî

ÐÅÇÞÌÅ

Äîêëàä ïîñâåùåí îñîáåííîñòÿì ðåàëèçàöèè âåêòîðíîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà
òå÷åíèé æèäêîñòè è ãàçà íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðå-
øåíèå ðÿäà òåñòîâûõ çàäà÷. Ïðîèçâåäåíà ìîäèôèêàöèÿ äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé ñ
ìàëûìè ÷èñëàìè Ìàõà, íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé è òå÷åíèé ñî ñâîáîäíîé êîíâåê-
öèåé.

Èçãèá ìíîãîñëîéíîé áàëêè

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 9 àïðåëÿ 2013 ã.

Ä.Ä. Êâàðàöõåëèÿ

ÐÅÇÞÌÅ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçãèá â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ìíîãîñëîéíîé áàëêè-ïîëîñêè ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ñëîÿìè â ñëó÷àå, êîãäà
ñëîè îòëè÷àþòñÿ ïî òîëùèíå è óïðóãèì ñâîéñòâàì.



ÕÐÎÍÈÊÀ

×åòâåðòàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

ïî âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì

â äèíàìèêå êîíñòðóêöèé è ñåéñìîèíæåíåðèè

11�14 ìàÿ 2013 ã. íà î. Êîñ (Ãðåöèÿ) ñîñòîÿëàñü ×åòâåðòàÿ Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì â äèíàìèêå
êîíñòðóêöèé è ñåéñìîèíæåíåðèè (COMPDYN2013), êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç òåìàòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèé Åâðîïåéñêîãî îáùåñòâà
ïî âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì â ïðèêëàäíûõ íàóêàõ (ECCOMAS)
è ñïåöèàëèçèðîâàííîé êîíôåðåíöèåé Ìåæäóíàðîäíîé àññîöèàöèè
ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå (IACM). Êîíôåðåíöèÿ áûëà òàêæå
ïîääåðæàíà Åâðîïåéñêèì êîìèòåòîì ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå
êîíñòðóêöèé è òâåðäûõ òåë (ECCSM). Ïåðâàÿ ïîäîáíàÿ êîíôåðåí-
öèÿ ïðîøëà â 2007 ã. íà î. Êðèò, âòîðàÿ � â 2009 ã. íà î. Ðîäîñ, à
òðåòüÿ � â 2011 ã. íà î. Êîðôó. Îñíîâíûì îðãàíèçàòîðîì êîíôå-
ðåíöèè âûñòóïàåò Íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Àôèí,
à ïðåäñåäàòåëåì îðãêîìèòåòà � ïðîô. Ì. Ïàïàäðàêàêèñ.

Â êîíôåðåíöèè ó÷àñòâîâàëè ïðåäñòàâèòåëè 51 ñòðàíû. Ðîññèé-
ñêàÿ äåëåãàöèÿ ñ 15 ó÷àñòíèêàìè áûëà øåñòîé ïî ÷èñëåííîñòè. Â
÷èñëå ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ âî ãëàâå ñ àêàäåìèêîì ÐÀÍ Í.Ô. Ìîðî-
çîâûì è äèðåêòîðîì Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÷ë.-êîðð.
ÀÍ ÐÀÍ Ä.À. Èíäåéöåâûì áûëè àêòèâíûå ó÷àñòíèêè ñåìèíàðà
�Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû�: ïðîôåññî-
ðà Ï.Å. Òîâñòèê, Ñ.Ì. Áàóýð, Ñ.Á. Ôèëèïïîâ, äîöåíò À.Ë. Ñìèð-
íîâ, êàíäèäàòû ôèç.-ìàò. íàóê Ò.Ï. Òîâñòèê è À.Â. Ëåáåäåâ (ðèñ. 8
íà âêëåéêå). Îíè ïðèíÿëè ó÷àñòèå ñ äîêëàäàìè â ðàáîòå ìèíè-
ñèìïîçèóìà �Periodicity e�ects and periodicity-based methods in
vibro-acoustics and structural dynamics� (Ìîðîçîâ Í.Ô.) è ñåêöèé
�Optimum design in structural dynamics and earthquake engineering�



ÕÐÎÍÈÊÀ 119

(Ôèëèïïîâ Ñ.Á.), �Desigh nethods under dynamic and seismic actions�
(Òîâñòèê Ï.Å., Òîâñòèê Ò.Ï.), �Simulayion methods for dynamic
promlems� (Òîâñòèê Ï.Å., Òîâñòèê Ò.Ï., Áàóýð Ñ.Ì.), �Numerical
methods for linear and nonlinear dynamics� (Ñìèðíîâ À.Ë., Ëåáåäåâ
À.Â.), �Waves and computation� (Èíäåéöåâ Ä.À.).

Ñëåäóþùóþ, ïÿòóþ, êîíôåðåíöèþ COMPDYN ïëàíèðóåòñÿ
ïðîâåñòè â 2015 ã.

Ñ.Ì. Áàóýð, À.Ë. Ñìèðíîâ

25-é ñåìèíàð Ñåâåðíûõ còðàí

ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå

25�26 îêòÿáðÿ 2012 ã. â Ëóíäå (Øâåöèÿ) ïðîøåë 25-é ñåìè-
íàð Ñåâåðíûõ ñòðàí ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå. Îðãàíèçàòîðîì
ñåìèíàðà ÿâëÿëàñü Ñåâåðíàÿ àññîöèàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìåõà-
íèêè (NoACM, http://www.noacm.org/), ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðå-
ñû Ìåæäóíàðîäíîé àññîöèàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè (IACM).
Ïåðâûé ïîäîáíûé åæåãîäíûé ñåìèíàð ïðîøåë â 1988 ã. â Ã¼òåáîðãå
(Øâåöèÿ). Â ñåìèíàðå òðàäèöèîííî ó÷àñòâóþò ïðåäñòàâèòåëè èç
ñòðàí Ñåâåðíîé Åâðîïû: Äàíèè, Ôèíëÿíäèè, Èñëàíäèè, Íîðâåãèè,
Øâåöèè è Ïðèáàëòèêè (Ýñòîíèÿ, Ëàòâèÿ è Ëèòâà). Â 2012 ã. â ñåìè-
íàðå ïðèíÿëè ó÷àñòèå ïðåäñòàâèòåëè ðîññèéñêîé íàó÷íîé øêîëû,
ïîñòîÿííûå ó÷àñòíèêè ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíè-
êå ñïëîøíîé ñðåäû�: Ñ.Ì. Áàóýð, Ë.À. Êàðàìøèíà, À.Â. Ëåáåäåâ. è
À.Ë. Ñìèðíîâ (ÑÏáÃÓ). Ðóêîâîäèòåëåì îðãàíèçàöèîííîãî êîìèòå-
òà â 2012 ã. áûë ïðîôåññîð G�oran Sandberg èç Óíèâåðñèòåòà Ëóíäà.

Ñåìèíàð áûë ïîñâÿùåí âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ âû÷èñëèòåëüíû-
ìè ìåòîäàìè è èõ ïðèëîæåíèÿì ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ ìåõàíè-
êè. Ñ ïëåíàðíûìè äîêëàäàìè âûñòóïèëè Prof. Peter Hansbo (JTH,
Sweden), Prof. Jesper Hattel (DTU, Denmark), Prof. Hans Petter
Langtangen (CBC and UIO, Norway) è Dr. Ville Vuorinen (Aalto
Univ., Finland). Êàæäàÿ ñåêöèÿ ñîñòîÿëà ëèáî èç îñíîâíîé ëåêöèè
ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ 30 ìèíóò è ÷åòûðåõ äîêëàäîâ ïî 15 ìèíóò,
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ëèáî èç øåñòè ïðåçåíòàöèé ïî 20 ìèíóò. Ñòàòüè, íàïèñàííûå íà
îñíîâå äîêëàäîâ, áûëè âêëþ÷åíû â ñáîðíèê òðóäîâ ñåìèíàðà.

Íàó÷íûé óðîâåíü äîêëàäîâ áûë î÷åíü âûñîêèì, àòìîñôåðà íà
ñåìèíàðå � òâîð÷åñêîé è äðóæåñòâåííîé, ÷åìó ñïîñîáñòâîâàëè êîì-
ôîðòíûå óñëîâèÿ äëÿ îáùåíèÿ, ðàâíîïðàâèå ó÷àñòíèêîâ, îòñóò-
ñòâèå áàðüåðîâ äëÿ îáìåíà ìíåíèÿìè, îáñóæäåíèå àêòóàëüíûõ çà-
äà÷ è ïåðñïåêòèâû ïàðòíåðñòâà ïî èòîãàì êîíôåðåíöèè.

Ñëåäóþùèé, 26-é ñåìèíàð ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåñòè â Îñëî (Íîð-
âåãèÿ) 25�26 îêòÿáðÿ 2013 ã.

Ñ.Ì. Áàóýð, À.Ë. Ñìèðíîâ
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SUMMARIES

I.D. EvzerovAnalysis of geometrically nonlinear postbuckling
problems.

The following algorithm for solution of geometrically nonlinear
postbuckling problems is proposed. Firstly, a step-by-step method
is used. If after the certain step the structure buckles, then the
corresponding dynamical problem with the zero right part is solved.
The initial conditions are set due to the �rst buckling mode. The
unconditionally stable implicit di�erence scheme is used. We �nd the
stable state under the same load, for which the structure losses its
stability. Then step-by-step method is applied again. The proposed
algorithm is realized in the FEM package PK LYRA10. The analysis
of the benchmark problems con�rms the e�ectiveness of the proposed
algorithm.
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D. V. Franus On mathematical models of tonography.
Two existing mathematical models of eye's tonography are

discussed. Tonography is a research method of dynamics of aqueous
humor. The main part of the method is the prolonged tonometry
(usually 4 minutes) and evaluation of the coe�cient of the out�ow
easiness and the volume of the aqueous humor per minute. The inter-
eye pressure during inter-sclera injections and di�erent parameters of
anisotropy are estimated together with the typical periods of relaxation
of the inter-eye pressure after injection of additional volume of liquid
into the vitreous body. In the proposed model we withdraw the main
assumption of the classical theory on the constant velocity of the in�ow
liquid.
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K.A. Ignateva Buckling of axisymmetric equilibrium states
of circular plates under normal pressure.

The stability of axisymmetric equilibrium states of an isotropic
non-homogeneous circular and annular plate under uniform pressure is
considered. The re�ned 2D shell theory is employed to obtain governing
equations for buckling of a clamped circular shell. The asymmetric
part of the solution is sought in terms of products of the harmonics of
the angular coordinates. The numerical method is employed to obtain
the lowest load value, which leads to the appearance of the waves in
the circumferential direction. The e�ect of the inner radius and the
degree of inhomogeneity on the critical load value and buckling mode
is studied.
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I.A.Kulakovskii Vibrations of a cylindrical shell sti�ened by
rings with the "hat-type"cross-sectional areas

Nowadays together with the so-called �smooth� shells the ribbed
shells and the s hells sti�ened by rings are actively used. In the paper
the freely supported cylindrical shell sti�ened by circular rings with the
�hat-type"cross-sectional area is considered. The vibration and buckling
problems are analyzed. The parameters for the sti�ened shell with the
given mass corresponding to the maximum values of the �rst natural
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frequency and the critical external pressure are found by means of
asymptotic methods. The advantage of using rings with the �hat-type�
cross-sectional areas as compared to rings with the rectangular cross-
sections is illustrated.
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Nesterchuk G.A.Vibrations and buckling of a cylindrical shell
sti�ened by rings with various sti�nesses.

The vibrations and buckling of the elastic ring-sti�ened freely
supported thin cylindrical shell are considered. The shell reinforced
by rings of unequal sti�ness with zero eccentricity is analyzed. It is
assumed that the heights of rings are distributed symmetrically with
respect to the shell edges. To �nd the fundamental vibration frequency
and the external critical pressure the asymptotic techniques and the
Rayleigh method are applied.

The e�ect of the distribution of the sti�ness's of rings along the
generator of the cylindrical thin shell on the value of the fundamental
frequency and critical pressure is analyzed. Linear, parabolic and
exponential distributions of the heights of rings are considered.

The approximate analytical solutions for the optimization problem
for the ribbed shell with given mass maximizing the fundamental
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frequency or the critical pressure are obtained. The fundamental
vibration frequencies and the external critical pressures of the sti�ened
and non-sti�ened shells of the same mass are compared. It is shown
that the replacement of a non-sti�ened cylindrical shell by the optimal
sti�ened cylindrical shell with the same mass increases the fundamental
frequency and critical pressure more than six times.
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Rubashova D.A. Methods and Biotechnical Assessment
System of the eye structures

In the development process of data support of biotechnical systems
for biomechanical assessment of the eye structures, an algorithm for
evaluation of displacements, stresses and strains in the structures of
the eyeball is proposed. This algorithm permits to make computer
models taking into account the anisotropy and inhomogeneity of the
structures. For geometric modeling was produced by using of the
package SolidWorks, VAT calculations and analysis of the number of
�nite elements were made in the �nite element package CosmosWorks.
Based on the results of calculations depending on the parameters of
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the eyes the diagrams of the di�erences between the values of the
actual tonometric IOP and tonometric IOP estimated with Maklakov's
method were plotted. Also, the dependencies of the stress-strain state
in the structures of lamina cribrosa and optic disk on the gradient of
IOP and ICP were found.
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Smirnov A.L., Pomytkina E.S. Free transverse vibrations of a
beam with variable parameters.

Free transverse vibrations of a straight elastic beam with
rectangular cross-sectional area with parameters varying in the axial
direction are analyzed. The purpose of the study is to derive formulas
for natural frequencies and vibration nodes. It is assumed that the
beam parameters (width, height, density, Young modulus) are close to
constants what permits to use the perturbation method. The results
obtained with the asymptotic method are compared with the results
of numerical modeling. It appears that the dependence of the natural
frequencies on the amplitude of the perturbation may be weak, i.e. not
linear, but quadratic, if the boundary conditions and the perturbation
function possess some symmetry.
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5. Safa Bozkurt Coskun, Mehmet Tarik Atay, and Baki Ozturk, Transverse
Vibration Analysis of Euler-Bernoulli Beams Using Analytical Approximate
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Smolnikov B.A., Leontyev V.A. Prospects of tethered satellite
systems (TSS) and computer simulation of their deployment
in orbit.

For practical development and use of the near-Earth space, there
should be created bulky tethered systems with a mesh structure
in orbit, to which a variety of modules, devices and mooring-start
constructions may be joint. However, in the almost complete absence
of gravitational forces the deploying process of such tethered satellite
systems (TSS) is a very complex engineering problem. Some methods
of solution of this problem are proposed in the paper. Methods of
deployment in space the main building element of TSS, the so-called
gravitational dipole (GD), by separating the long tether with a thrust
module controlled from aboard of satellite carrier are discussed and
simulated. For this purpose, a special computer model was developed,
which simulates numerically the dynamic behavior of extensible �exible
tether with the end module. The optimal ways of thrust control by end
module are found, which realizes the emission and stopping of GD
without tangling or undesirable oscillations of the tether.
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Tro�menko P.V. The dependence of the intraocular pressure
on the volume of the eye.

The ocular rigidity is a very common concept in ophthalmology,
but the parameter of the ocular rigidity is always depends on the
relation �intraocular pressure �volume of the eye�. The mechanical
model describing the relation �pressure�volume� for a human eye is
considered in the paper. Isotropic shells of revolution of di�erent shapes
(modeling the sclera) with equal initial volumes show linear pressure-
volume relationship, while proportionality factor (coe�cient of the
ocular rigidity) is minimal for a spherical shell (emmetropic eye). It
was revealed that, if the ratio of the axial length (AL) and the equator
diameter of the shell (D) increases (the case of a myopic eye), then
the coe�cient of ocular rigidity increases up to 5-10 % and, if the
ratio AL/D decreases (for hyperopic eye), then the coe�cient of ocular
rigidity increases up to 100 %.
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ

ÓÄÊ 539
Åâçåðîâ È.Ä. Ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå çàäà÷è ïîñëå

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòî-
äû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 89�101.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå çàäà÷è â òðåõìåð-
íîé âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå è øàãîâûé ìåòîä äëÿ èõ ðåøåíèÿ.
Âûïîëíåí ïåðåõîä ê ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷àì äëÿ ñòåðæíåé è
ïëàñòèí. Ðàññìîòðåíû òàêæå ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå äèíàìè÷å-
ñêèå çàäà÷è è ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè. Ñíà÷àëà ïðèìåíÿåòñÿ øàãîâûé ìåòîä. Åñëè ïîñëå íåêîòî-
ðîãî øàãà óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîèçîøëà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, äàëåå
ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðè ðàâíîé íó-
ëþ ïðàâîé ÷àñòè. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
íàéäåííîé ïåðâîé ôîðìîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðèìåíÿåòñÿ áåç-
óñëîâíî óñòîé÷èâàÿ íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Òàêèì ìåòîäîì íà-
õîäèì óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ïðè òîé æå íàãðóçêå, ïðè êîòîðîé êîí-
ñòðóêöèÿ ïîòåðÿëà óñòîé÷èâîñòü. Äàëåå ñíîâà ïðèìåíÿåòñÿ øàãî-
âûé ìåòîä. Ïðèâåäåíû òåñòîâûå çàäà÷è äëÿ øàðíèðíî-ñòåðæíåâûõ
ñèñòåì, êðóãîâîé àðêè è öåíòðàëüíî ñæàòîé êîíñîëè, ïîäòâåðæäà-
þùèå ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà.

Áèáëèîãð. 8 íàçâ. Èë. 6. Òàáë. 6.

ÓÄÊ 539.3
Èãíàòüåâà Ê.À. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ

ôîðì ðàâíîâåñèÿ êðóãëûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì íîð-
ìàëüíîãî äàâëåíèÿ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû
â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 21�34.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü îñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì ðàâíî-
âåñèÿ íåîäíîðîäíûõ êðóãëûõ è êîëüöåâûõ ïëàñòèí, çàãðóæåííûõ
íîðìàëüíûì äàâëåíèåì. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåñèììåòðè÷íàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íîñèò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð è ÷èñ-
ëåííûì ìåòîäîì îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íàãðóçêè, ïðè
êîòîðîé ïîÿâëÿþòñÿ âîëíû â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. Èññëåäîâàíî
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âëèÿíèå îòâåðñòèÿ â öåíòðå ïëàñòèíû, ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè ìà-
òåðèàëà íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è ôîðìó ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè.

Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 2. Òàáë. 5.

ÓÄÊ 539.3:534.1
Êóëàêîâñêèé È.À. Êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè,

ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìè ñ Ï-îáðàçíûì ïîïåðå÷íûì
ñå÷åíèåì // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå
ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 76�88.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, øàðíèðíî çàêðåï-
ëåííàÿ ïî êðàÿì è ïîäêðåïëåííàÿ êðóãîâûìè ñòåðæíÿìè (øïàí-
ãîóòàìè). Èññëåäîâàíî ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ øïàíãîóòîâ ñ
Ï-îáðàçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì íàä øïàíãîóòàìè ñ ïðÿìîóãîëü-
íûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Ðàññìîòðåíû çàäà÷à îá îïòèìèçàöèè
ïàðàìåòðîâ ïîäêðåïëåííîé îáîëî÷êè ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíîãî óâå-
ëè÷åíèÿ ïåðâîé ÷àñòîòû è çàäà÷à îá îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ïîä-
êðåïëåííîé îáîëî÷êè ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ êðèòè÷å-
ñêîãî äàâëåíèÿ. Ïîëó÷åíû ñðàâíèòåëüíûå äàííûå î ïðåèìóùåñòâå
èñïîëüçîâàíèÿ øïàíãîóòîâ ñ Ï-îáðàçíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.

Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 3. Òàáë. 3.

ÓÄÊ 539.3:534.1
Íåñòåð÷óê Ã.À. Êîëåáàíèÿ è óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè-

÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåííîé øïàíãîóòàìè ñ ðàçíîé
æåñòêîñòüþ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõà-
íèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 53�64.

Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå èçìåíåíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ æåñòêî-
ñòåé øïàíãîóòîâ âäîëü îáðàçóþùåé òîíêîé óïðóãîé öèëèíäðè÷å-
ñêîé îáîëî÷êè íà çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è ïåðâîé ÷àñòîòû
êîëåáàíèé îáîëî÷êè. Ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå çàäà÷ îá îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ êðèòè-
÷åñêîé íàãðóçêè è ïåðâîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé âñåé ñèñòåìû.

Áèáëèîãð. 8 íàçâ. Èë. 2. Òàáë. 4.
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ÓÄÊ 532.11:539.3
Ðóáàøîâà Ä.À. Ìåòîäû è áèîòåõíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îöåí-

êè ñòðóêòóð ãëàçà // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû
â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 65�75.

Ïðè ðàçðàáîòêå èíôîðìàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ áèîòåõíè÷åñêîé
ñèñòåìû äëÿ áèîìåõàíè÷åñêîé îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóð ãëàçà
ïðåäëîæåí àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé è
äåôîðìàöèé â ñòðóêòóðàõ ãëàçíîãî ÿáëîêà, ïîçâîëÿþùèé ñòðî-
èòü äëÿ íåãî êîìïüþòåðíûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå àíèçîòðîïèþ
è íåîäíîðîäíîñòü ñâîéñòâ âõîäÿùèõ â íèõ ñòðóêòóð. Ãåîìåòðè-
÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ïðîâåäåíû â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì SolidWorks, âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ è àíàëèç ÷èñëà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ïðîâåäåíû â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå CosmosWorks. Ïî
ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèé ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè ðàñõîæäåíèÿ çíà-
÷åíèé èñòèííîãî òîíîìåòðè÷åñêîãî ÂÃÄ ñî çíà÷åíèÿìè ÂÃÄ, îïðå-
äåëåííîãî ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà, îò ïàðàìåòðîâ ãëàçà.

Áèáëèîãð. 15 íàçâ. Èë. 6.

ÓÄÊ 539.3
Ñìèðíîâ À.Ë., Ïîìûòêèíà Å.Ñ. Ñâîáîäíûå ïîïåðå÷íûå

êîëåáàíèÿ áàëêè ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè // Òðóäû ñå-
ìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�
2013 ãã. Ñ. 102�114.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîé
óïðóãîé áàëêè ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, c ïàðàìåò-
ðàìè, çàâèñÿùèìè îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé è
ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû áàë-
êè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ïîñòîÿííûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
â èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì, ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 7. Òàáë. 8.
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ÓÄÊ 629.786.2.
Ñìîëüíèêîâ Á.À., Ëåîíòüåâ Â.À. Ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ

îðáèòàëüíûõ òðîñîâûõ êîíñòðóêöèé è êîìïüþòåðíîå ìî-
äåëèðîâàíèå èõ ðàçâåðòûâàíèÿ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþ-
òåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 7�20.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî îñâîåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ îêîëîçåìíîãî êîñ-
ìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäëîæåíî ñîçäàâàòü íà îðáèòå êðóïíîãà-
áàðèòíûå âàíòîâî-òðîñîâûå êîíñòðóêöèè ñ ñåò÷àòîé ñòðóêòóðîé, íà
êîòîðûå ìîãóò êðåïèòüñÿ ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ìîäóëè, óñòðîéñòâà
è ïðè÷àëüíî-ñòàðòîâûå êîíñòðóêöèè. Îäíàêî ñàì ïðîöåññ ðàñêðû-
òèÿ ïîäîáíûõ îðáèòàëüíûõ òðîñîâûõ êîíñòðóêöèé (ÎÒÊ) â óñëî-
âèÿõ ïî÷òè ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ñèë ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âåñüìà ñëîæíóþ èíæåíåðíî-òåõíè÷åñêóþ ïðîáëåìó. Ðåøåíèþ
å¼ è ïîñâÿùåíà ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé îáñóæäàþòñÿ è ìî-
äåëèðóþòñÿ ñïîñîáû ðàñêðûòèÿ â êîñìîñå îñíîâíîãî ñòðîèòåëüíîãî
ýëåìåíòà ÎÒÊ � òàê íàçûâàåìîãî ãðàâèòàöèîííîãî äèïîëÿ (ÃÄ), ïî-
ñðåäñòâîì âûáðîñà ñ áîðòà ñïóòíèêà-íîñèòåëÿ èëè òðàíñïîðòíîãî
ãðóçîâîãî êîðàáëÿ äëèííîìåðíîãî òðîñà ñ êîíöåâûì óïðàâëÿåìûì
ìîäóëåì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ êîìïüþ-
òåðíàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äè-
íàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîäóëÿ ñ ãèáêèì è ðàñòÿæèìûì òðîñîì âî
âðåìåíè. Íàéäåíû îïòèìàëüíûå ðåæèìû óïðàâëåíèÿ òÿãîé êîíöå-
âîãî ìîäóëÿ, ðåàëèçóþùèå âûáðîñ è îñòàíîâêó òðîñà áåç åãî çàïó-
òûâàíèÿ èëè âîçíèêíîâåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ êîëåáàíèé.

Áèáëèîãð. 10 íàçâ. Èë. 7.

ÓÄÊ 532.11:539.3
Òðîôèìåíêî Ï.Â. Çàâèñèìîñòü âíóòðèãëàçíîãî îáúåìà îò

âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå
ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 35�41.

Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ïîëó÷åíû çà-
âèñèìîñòè èçìåíåíèÿ îáúåìà îò äàâëåíèÿ, à äëÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ
èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ
îáúåìà îò îòíîøåíèÿ ãëàâíûõ ïîëóîñåé îáîëî÷êè ïî ëèíåéíîé áåç-
ìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî÷åê.

Ñäåëàíû âûâîäû, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü âëèÿíèå ôîðìû îáî-
ëî÷êè (ñòåïåíü åå îòêëîíåíèÿ îò ñôåðè÷åñêîé) íà çàâèñèìîñòü



142 Òðóäû ñåìèíàðà �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû�

�îáúåì�äàâëåíè�. Çàâèñèìîñòü âíóòðèãëàçíîãî îáúåìà îò âíóòðèã-
ëàçíîãî äàâëåíèÿ (ÂÃÄ) â îôòàëüìîëîãèè ñâÿçûâàþò ñ ïîíÿòèåì
ðèãèäíîñòè ãëàçà, êîòîðîå ëåæèò â îñíîâå êëèíè÷åñêîé òîíîìåò-
ðèè è òîíîãðàôèè. Êðîìå òîãî, çíàíèå çàâèñèìîñòè, ñâÿçûâàþùåé
èçìåíåíèå ÂÃÄ è âíóòðèãëàçíîãî îáúåìà, ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðî-
âàòü èçìåíåíèå ÂÃÄ ïðè ââåäåíèè âíóòðèãëàçíûõ èíúåêöèé.

Áèáëèîãð. 4 íàçâ. Èë. 4. Òàáë. 1.

ÓÄÊ 519.62
Ôèëèí À.Ï. Îá îäíîé òðàêòîâêå ìåòîäà Áóáíîâà�

Ãàë¼ðêèíà // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõà-
íèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 4�6.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä Áóáíîâà�Ãàë¼ðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî òðàêòîâàòü è êàê ðåçóëüòàò íåïî-
ñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííûõ ðÿäîâ Ôóðüå. Ïðè ýòîì â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáëåã÷àåòñÿ êàê çàäà÷à î ñõîäèìîñòè ìåòîäà,
òàê è âîïðîñ î âûáîðå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé.

ÓÄÊ 532.11:539.3
Ôðàíóñ .Ä.Â. Î ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ òîíîãðàôèè //

Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-
äû¿ 2012�2013 ãã. Ñ. 42�52.

Òîíîãðàôèÿ � ìåòîä èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè âîäÿíèñòîé âëàãè.
Ñóùíîñòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîäëåííîé òîíîìåòðèè (îáû÷íî
4 ìèí) è îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà ëåãêîñòè îòòîêà è ìèíóòíîãî
îáúåìà âîäÿíèñòîé âëàãè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îïðåäåëåíèå âíóòðèã-
ëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè âíóòðåñêëåðàëüíûõ èíúåêöèÿõ è ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðàõ àíèçîòðîïèè, à òàêæå õàðàêòåðíûå ïåðèîäû ðåëàêñà-
öèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïîñëå ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî îáú-
åìà æèäêîñòè â ñòåêëîâèäíîå òåëî ãëàçà.

Îáñóæäàþòñÿ äâå ñóùåñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òîíî-
ãðàôèè ãëàçà.

Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 3.
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