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ÄÅÑÒÐÓÊÖÈß ÂÈÕÐß

Å.Ô. Æèãàëêî, À. Ã. Êàðïåíêî, À. È. Öâåòêîâ

Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷å-
òà â ñèñòåìå ANSYS äèôôóçèè çàâèõðåííîñòè è ðàçðóøåíèÿ ñâîáîäíîãî
âèõðÿ â öèëèíäðè÷åñêîì è ìíîãîãðàííîì êàíàëå.

Äëÿ îöåíêè è àíàëèçà ïàðàìåòðîâ çàêðó÷åííîãî ïîòîêà âîçäóõà
â àýðîäèíàìè÷åñêîì êàíàëå ïðîâåäåíî ïðèáëèæåííîå ìîäåëèðîâà-
íèå òàêîãî òå÷åíèÿ â ñèñòåìå ANSYS. Óñïåõ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ ñëîæíûõ òå÷åíèé ãàçà è æèäêîñòè
â ñèñòåìå ANSYS âäîõíîâëÿåò, íî è äåëàåò àêòóàëüíûì âîïðîñ îá
óòî÷íåíèè âîçìîæíîñòåé è ýôôåêòèâíîñòè ýòîãî ïîäõîäà.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ äëÿ âûÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòè ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ
ñ ðàññåèâàþùèìèñÿ âèõðÿìè (ðèñ. 1 íà âêëåéêå) è îïðåäåëåíèÿ, òà-
êèì îáðàçîì, ïîäõîäà ê ðàñ÷åòó ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è îöåíêè ìåðû
ñíèæåíèÿ çàêðó÷åííîñòè ïîòîêà âñëåäñòâèå åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñî
ñòåíêàìè ìíîãîãðàííîãî êàíàëà, à òàêæå ñ ëîíæåðîíàìè, ðàçìåùà-
åìûìè íà ýòèõ ñòåíêàõ.

Èç ÷àñòíûõ ìîäåëåé, êîòîðûå îòíîñèëèñü áû ê ðàññìàòðèâàå-
ìîìó ïðîöåññó, äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ òåîðåòè÷åñêîå ðåøåíèå ÿñíî-
ãî ñìûñëà è êîòîðûå ìîãëè áû èãðàòü ðîëü ýòàëîíà, ìû ñîñðåäî-
òî÷èëèñü íà òåîðèè Ëýìáà äëÿ ëàìèíàðíîãî òîðìîæåíèÿ âðàùà-
þùåéñÿ æèäêîñòè â îñòàíîâèâøåìñÿ êðóãîâîì öèëèíäðå [1, 2] è
ìîäåëè ñâîáîäíîãî âèõðÿ. Ïî òåîðèè Ëýìáà â ðåøåíèè íåñòàöè-
îíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà âîçíèêàåò äèñêðåòíûé
ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñâÿçàííàÿ ñ íèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ñ ñîîòâåòñòâåííî óñëîæíÿþùèìèñÿ ìîäàìè,
âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîé ôóíêöèè òîêà êîòîðûõ ïðåäñòàâ-
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ëÿåòñÿ â âèäå

ψmn = Amn cos (nφ + δmn)×
×
(
Jn(λmnr)− Jn(λmnr0)

(
r
r0

)n)
exp

(
−λ2mnνt

)
m = 1, 2, 3, . . . , n = 0, 1, 2, . . .

(1)

Â ýòîé ôîðìóëå Jn � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ 1-ãî ðîäà, r0 � ðàäèóñ öè-
ëèíäðà, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà λmn íàõîäÿòñÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ

Jn+1(λmnr0) = 0.

Ïðèìåðû ìîä ðàçíîãî ïîðÿäêà ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ïðèìåðû ìîä ñîáñòâåííûõ òå÷åíèé â òåîðèè Ëýìáà.

Íå óãëóáëÿÿñü â àíàëèç ñâÿçè ýòîãî ðåøåíèÿ ñ êàêèì-ëèáî êîí-
êðåòíûì ðåàëüíûì òå÷åíèåì, óêàæåì ëèøü, ÷òî â ðàìêàõ òåîðèè
ñ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà, â ìåäëåííîì ëàìèíàðíîì òå÷åíèè
æèäêîñòè â öèëèíäðå âîçìîæíû ñåïàðàòíûå âèõðè, à èõ çàòóõàíèå
ýêñïîíåíöèàëüíî âî âðåìåíè, è òåì ñèëüíåå (âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ
λmn ñ m è n), ÷åì âûøå ïîðÿäîê ìîäû.

Â ìîäåëè ñâîáîäíîãî âèõðÿ ïðèíèìàþò, ÷òî æèäêîñòü âðàùàåò-
ñÿ îêîëî öåíòðà òàê, ÷òî îêðóæíàÿ ñêîðîñòü vφ îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíà ðàññòîÿíèþ r äî öåíòðà. Â ýòîé ìîäåëè âñþäó, êðîìå öåíòðà,
çàâèõðåííîñòü ðàâíà íóëþ, à öèðêóëÿöèÿ Γ = 2πrvφ ïîñòîÿííà.

Ðàññìîòðåíî ìåäëåííîå íåñòàöèîíàðíîå âÿçêîå òå÷åíèå â ïîëî-
ñòè ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè êîàêñèàëüíûìè öèëèíäðàìè. Â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò æèäêîñòü ïîêîèòñÿ, à âíóòðåííèé öèëèíäð (r1)
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âðàùàåòñÿ, êàê è â ïîñëåäóþùåì, âîêðóã ñâîåé îñè ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ vφ1. Ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âíåøíåãî öèëèíäðà (r2) ïðè-
íèìàëàñü ðàâíîé èëè íóëþ, èëè ïîñòîÿííîé èç òåîðèè ñâîáîäíîãî
âèõðÿ:

vφ2 = vφ1
r1
r2
.

Â ðàñ÷åòå äî ýôôåêòèâíîãî óñòàíîâëåíèÿ îòñëåæèâàëàñü äèôôó-
çèÿ çàâèõðåííîñòè îò âíóòðåííåãî öèëèíäðà.

Áîëüøèíñòâî ðàñ÷åòîâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âûïîëíåíî íà
ñåòêàõ 20 × 56 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäîñòàâëÿåìûõ ïî óìîë÷àíèþ
ñèñòåìîé ANSYS ðåñóðñîâ íàñòðîéêè Flotran 141. Ïðåäïîëîæåíèå
îá îñåñèììåòðè÷íîñòè òå÷åíèÿ íå äåëàåòñÿ, òî åñòü ðåøàåòñÿ òðåõ-
ìåðíàÿ çàäà÷à.

Íà ðèñ. 2 íà âêëåéêå ïîêàçàíû âûðàçèòåëüíûå ïðèìåðû ïîëó-
÷àþùèõñÿ ïîëåé âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè äèôôóçèè çàâèõðåííîñòè îò
âðàùàþùåãîñÿ öèëèíäðà: r1 = 0.1, r2 = 1.

Ýòè ïðèìåðû ìîæíî ñ÷èòàòü òèïè÷íûìè äëÿ âñåé ñåðèè ðàñ÷å-
òîâ, ïîñêîëüêó îíè èëëþñòðèðóþò íåñêîëüêî îáùèõ âûâîäîâ. Êàê
óïîìèíàëîñü âûøå, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â çàäà÷àõ ñå-
ðèè � âïîëíå îñåñèììåòðè÷íûå. Ñëåäâàòåëüíî½ â èäåàëå, èç óñëî-
âèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñëåäóåò, ÷òî òå÷åíèå ðàçâèâàåòñÿ êàê îñå-
ñèììåòðè÷íîå. Îáû÷íî åãî è ðàññìàòðèâàþò ëèøü â ïëîñêîñòè îñå-
âîãî ñå÷åíèÿ. Â íàøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàñ÷åò âåë-
ñÿ â òðåõìåðíîé îáëàñòè. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíîé ñòåïåíè ñâîáîäû
äëÿ íåîäíîðîäíîñòè è äâèæåíèÿ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ (ïðè îñåñèììåòðè÷íûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëî-
âèÿõ) íåîñåñèììåòðè÷íûõ êîìïîíåíòîâ â ðàñ÷åòíîì ïîëå, èìåþùèõ
ñõîäñòâî ñ ñîáñòâåííûìè òå÷åíèÿìè òåîðèè Ëàìáà. Ëåãêî îáíàðó-
æèòü, ÷òî îäíîé èç ïðè÷èí ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü àëãîðèò-
ìà. Ñåïàðàòíûå âèõðè íàêëàäûâàþòñÿ, êàê âîçìóùåíèå, íà îñåñèì-
ìåòðè÷íûé îñíîâíîé ïðîöåññ, ïðè÷åì èõ âêëàä îñëàáåâàåò ñ ðîñòîì
ïîðÿäêà ìîäû. Âñëåäñòâèå äèôôóçèè çàâèõðåííîñòè ðåçóëüòèðó-
þùåå òå÷åíèå ïðèáëèæàåòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñòàöèîíàðíîìó
ëàìèíàðíîìó îñåñèììåòðè÷íîìó òå÷åíèþ (íàïðèìåð, Äîêóìåíòà-
öèÿ ÀNSYS, VM46, F.White), íî ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà ýòîé
äèôôóçèè â ðàñ÷åòå íåäîñòàòî÷íî îò÷åòëèâû äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ
òåîðèåé.
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ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÝÊÂÀÒÎÐÈÀËÜÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ñ.È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâà

Èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ òðåõìåðíîé ýêâàòîðèàëüíîé äèíàìèêè èäå-
àëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîé íåîäíîðîäíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Ýòè
óðàâíåíèÿ âñëåäñòâèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ ñêîðîñòè â
âèäå ñóïåðïîçèöèè íåâîçìóùåííûõ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàöèîíàð-
íîìó ñîñòîÿíèþ ñðåäû, è èíäóöèðîâàííûõ ïîëåé, îáóñëîâëåííûõ âîëíî-
âûì äâèæåíèåì, ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé
ïðèâîäÿòñÿ ê ñïåöèàëüíîìó ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ. Èññëåäîâàíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ ïîçâîëèò èññëåäîâàòü ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè âîçíèêàþùèõ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îêðåñò-
íîñòè ýêâàòîðèàëüíîé çîíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ýëåêòðîïðîâîäíîé âðà-
ùàþùåéñÿ æèäêîñòè ñ íåîäíîðîäíîé ïëîòíîñòüþ. Ïîñòðîåíû ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåííîãî ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå âîëí ìàëîé àìïëèòóäû.

Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìîäåëèðóþùåé âîçìóùåíèÿ â èäåàëü-
íîé ýëåêòðîïðîâîäíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, ñ ó÷åòîì èíåðöè-
îííûõ ñèë, ñèë òÿæåñòè, Êîðèîëèñà, Ëîðåíöà, à òàêæå íåîäíîðîä-
íîñòåé ïëîòíîñòè, äëÿ îñîáîãî ñëó÷àÿ ãåîìåòðèè ðàññìàòðèâàåìî-
ãî îáúåìà, êîòîðûé ó÷èòûâàåò îñîáåííîñòè ýêâàòîðèàëüíîé çîíû
ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ. Ïðåäñòàâëåííûå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû â àñòðîôèçèêå è ãåîôèçèêå, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè
ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â æèäêîì ÿäðå Çåìëè è íåäðàõ çâåçä.

Ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, îïóáëèêîâàííûõ â ðàáîòàõ [1]�[6].

Êîëåáàíèÿ èäåàëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîé íåñæèìàåìîé ñòðàòè-

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 7 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.
c⃝ Ñ.È. Ïåðåãóäèí, Ñ.Å. Õîëîäîâà, 2010
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ôèöèðîâàííîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé
ñèñòåìîé óðàâíåíèé [7]�[12]:

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇p

ρ
− 2ωω × v − gz+

1

µρ
rotb× b, (1)

dρ

dt
+ divv = 0, divb = 0, (2)

∂b

∂t
= (b · ∇)v − (v · ∇)b− bdivv, (3)

ãäå b � âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè, v � ñêîðîñòü æèäêîñòè â
ñèñòåìå êîîðäèíàò, âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωω, p � äàâ-
ëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü, g � âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, êðîìå òîãî, ÷òî ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü µ ïîñòîÿííà.

Âáëèçè ýêâàòîðà íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà óãëîâîé ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ Çåìëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëóþ âåëè÷èíó è îáðàùàåòñÿ
â íóëü íà ýêâàòîðå, è, êàê ñëåäñòâèå, ãåîñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæå-
íèå [6] ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
îïèñàíèÿ ïðèðîäû ýêâàòîðèàëüíîé äèíàìèêè íåîáõîäèì äåòàëüíûé
àíàëèç èñõîäíûõ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì
îñîáåííîñòåé ýêâàòîðèàëüíîé îáëàñòè.

Èòàê, ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âîëí â øèðîòíîì ïîÿñå
îêîëî ýêâàòîðà. Ïóñòü ìàñøòàá äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè ñåâåð�þã
äîñòàòî÷íî ìàë, òàê, ÷òî ãåîìåòðèÿ äâèæåíèÿ äîïóñêàåò èñïîëüçî-
âàíèå ëîêàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè÷åì ñôåðè÷-
íîñòü Çåìëè ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü â èçìåíåíèè ïàðàìåòðà Êîðèîëèñà
ñ øèðîòîé, êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

f = β0y∗, (4)

ãäå y∗ � ðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå ê ñåâåðó îò ýêâàòîðà, β0 = −2ω

r0
(r0 � ðàäèóñ æèäêîãî ÿäðà Çåìëè).

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä â îêðåñòíîñòè øè-

ðîòû θ0 =
π

2
:

cos θ = cos θ0 − sin θ0 (θ − θ0)−
cos θ0
2

(θ − θ0)
2
+ · · · ,
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ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ

y∗ = (θ − θ0) r0

ïîëó÷èì âûðàæåíèå

f = 2ω cos θ = −2ω sin θ0
r0

y∗ = −2ω

r0
y∗ = β0y∗.

Ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áåç-
ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

x∗ = Lx, y∗ = Ly, z∗ = Dz, t∗ = Tt,

ãäå â êà÷åñòâå ìàñøòàáà âðåìåíè âûáðàíî âðåìÿ àäâåêöèè. Äëÿ
êîìïîíåíò ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååì

vx∗ = Uvx, vy∗ = Uvy, vz∗ =
D

L
Uvz,

bx∗ = Ubx, by∗ = Uby, bz∗ =
D

L
Bbz.

Âûáîð ìàñøòàáîâ äëÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ãîðèçîíòàëüíûé ãðàäèåíò
äàâëåíèÿ îäèíàêîâ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñ ñèëîé Êîðèîëèñà, è ñ
ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ ðàâåíñòâà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èí ñèë ïëàâó-
÷åñòè è âåðòèêàëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ÷òî ñëåäóåò èç óäîâëå-
òâîðåíèÿ ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ äâèæå-
íèé ïðèáëèæåíèþ ãèäðîñòàòèêè. Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ps(z) è
ρs(z) îïðåäåëÿþò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, íà ôîíå êîòîðîãî âîçíèêà-
þò âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå äâèæåíèåì. Ïîýòîìó äàâëåíèå p∗ è
ïëîòíîñòü ρ∗ ïðåäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿìè

p∗ = ps(z) + p̃(x, y, z, t), ρ∗ = ρs(z) + ρ̃(x, y, z, t),

â êîòîðûõ p̃ è ρ̃ � èçìåíÿþùèåñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè îò-
êëîíåíèÿ îò ñòàíäàðòíûõ çíà÷åíèé ps(z) è ρs(z). Îïðåäåëèì ìàñ-
øòàáû äëÿ âåëè÷èí p̃ è ρ̃. Òàê êàê õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ñèëû Êî-
ðèîëèñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ρ∗vx∗f = O (ρsβ0LU) ,
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à õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà ãîðèçîíòàëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ðàâ-

íà
p̃

L
, òî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

p̃ = O
(
ρsβ0L

2U
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàâëåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

p∗ = ps(z) + ρs(z)β0L
2Up̃(x, y, z, t). (5)

Äëÿ âåðòèêàëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ p̃ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∂p̃

∂z∗
= O

(
p̃

D

)
= O

(
ρsβ0L

2U

D

)
,

ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ρ̃g èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, òî

ρ̃ = O

(
ρsU

β0L
2

gD

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ρ∗ = ρs(z)

(
1 +

β0L
2U

gD
ρ(x, y, z, t)

)
. (6)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïðèìóò âèä

(
1+

β0L
2U

gD
ρ

)
U

T

∂vx
∂t

+

(
1+

β0L
2U

gD
ρ

)
U2

L

(
vx
∂vx
∂x

+vy
∂vx
∂y

+vz
∂vx
∂z

)
=

= −β0LU
∂p

∂x
− B2

2µLρs(z)

∂

∂x

(
bx

2 + by
2 + δ2bz

2
)
+
β0LUyvyρ∗

ρs(z)
+

+
B2

µLρs(z)

(
bx
∂bx
∂x

+by
∂bx
∂y

+ bz
∂bx
∂z

)
, (7)
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(
1+

β0L
2U

gD
ρ

)
U

T

∂vy
∂t

+

(
1+

β0L
2U

gD
ρ

)
U2

L

(
vx
∂vy
∂x

+vy
∂vy
∂y

+vz
∂vy
∂z

)
=

= −β0LU
∂p

∂y
− B2

2µLρs(z)

∂

∂y

(
bx

2 + by
2 + δ2bz

2
)
− β0LUyvxρ∗

ρs(z)
+

+
B2

µLρs(z)

(
bx
∂by
∂x

+ by
∂by
∂y

+ bz
∂by
∂z

)
, (8)(

1 +
β0L

2U

gD
ρ

)(
δU

T

∂vz
∂t

+
δU2

L

(
vx
∂vz
∂x

+ vy
∂vz
∂y

+ vz
∂vz
∂z

))
=

= − 1

ρz(z)

∂

∂z
(ρs(z)p)−

B2

β0µL2Uρs(z)

(
bx
∂bx
∂z

+ by
∂by
∂z

+ δ2bz
∂bz
∂z

)
−

−ρ+ B2δ2

β0L2Uρs(z)

(
bx
∂bz
∂x

+ by
∂bz
∂y

+ bz
∂bz
∂z

)
, (9)

ãäå δ =
D

L
.

Ïàðàìåòðû
U

T
, β0LU,

B2

µLρs
îäíîãî ïîðÿäêà, îòêóäà ìàñøòàá äëÿ

t∗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

T =
1

β0L
. (10)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

β0L
2U

gD

dρ

dt
+

(
1 +

β0L
2U

gD
ρ

)
divv +

vz
ρs(z)

dρs(z)

dz
= 0, (11)

óðàâíåíèå ñîëåíîèäàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

divb = 0 (12)

è óðàâíåíèå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

∂b

∂t
= ⟨b,∇⟩v − ⟨v,∇⟩b− b divv. (13)

Ïðè U = 1 ñì/ñåê, r0 = 3, 5 · 108 ñì, 2ω ≈ 1, 4 · 20−4ñåê−1, D =
= 4 · 106 ñì ïîëó÷àåì îöåíêó:

β0L
2U

gD
= O

(
10−7

)
. (14)
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Îñòàâëÿÿ òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ (7)�(9) è (11)�(13),
ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (10), îöåíêè (14) è ïðåäñòàâëåíèé

v = v0 + v′(x, y, z, t), b = b0 + b′(x, y, z, t),

è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìàëûå âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè v′ è èíäóêöèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ b′ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî íåêîòîðîìó ñòàöèîíàðíîìó
îäíîðîäíîìó ôîíó, îïèñûâàåìîìó ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè v0, b0

(äàëåå v0 = 0), ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ â ïðèáëèæåíèè
ýêâàòîðèàëüíîé β-ïëîñêîñòè, â âèäå

ρs

(
∂vx
∂t

− yvy

)
+
∂η

∂x
− 1

µ
Dbx = 0, (15)

ρs

(
∂vy
∂t

+ yvy

)
+
∂η

∂y
− 1

µ
Dby = 0, (16)

ρ = − 1

ρs

∂η

∂z
, (17)

1

ρs

∂

∂z
(ρsvz) +

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0, (18)

∂bx
∂x

+
∂by
∂y

+
∂bz
∂z

= 0, (19)

∂b

∂t
= Dv + b0

ρ′s
ρs
vz, (20)

ãäå η = ρsp +
1

µ
(b0xbx + b0yby), D = ⟨b0,∇⟩ � äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð, îáîçíà÷åíèå äëÿ âîçìóùåíèÿ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ñîõðàíåíî ïðåæíèì.

Çàìûêàåì ñèñòåìó (15)�(20) òåðìîäèíàìè÷åñêèì óðàâíåíè-
åì ( ñì. [10])

dρ

dt
= κ∆ρ− αρ0

cP
Q, (21)

κ � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, α = −1

ρ

(
∂ρ

∂T

) ∣∣∣∣∣
p

�

êîýôôèöèåíò òåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ, cP � óäåëüíàÿ òåïëîåì-
êîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, Q � ñêîðîñòü ïðèòîêà òåïëà îò
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âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íà åäèíèöó ìàññû. Ïîñêîëüêó èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ (6) èìååì

ρ∗ = ρs(z)

(
1 +

β0L
2U

gD
ρ(x, y, z, t)

)
,

ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (21) ïðèâîäèòñÿ ê áåçðàçìåðíîé ôîðìå

∂ρ

∂t
+

g

ρs(z)

∂ρs(z)

∂z

D

β0
2L4

vz =
M∗gD

β0
2L3Uρs(z)

, M∗ = κ∆ρ∗ −
αρ0
cP

Q,

èëè, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

N2 = − g

ρs(z)

∂ρs(z)

∂z∗
= − g

Dρs(z)

∂ρs(z)

∂z
,

S(z) =
N2D2

β0
2L4

= − g

Dρs(z)

∂ρs(z)

∂z

D2

β0
2L4

= − gD

β0
2L2L2ρs(z)

∂ρs(z)

∂z
=

= −
(
R

L

)2
1

ρs(z)

∂ρs(z)

∂z
= O(1), M = − M∗R

LUρs(z)
,

ãäå R =

√
gD

β0L
� ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ äåôîðìàöèè Ðîññáè, N2 �

êâàäðàò ÷àñòîòû Âÿéñÿëÿ�Áðåíòà, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

−∂ρ
∂t

+ S(z)vz =M. (22)

Ñ÷èòàÿ âåðòèêàëüíûé ìàñøòàá ïëîòíîñòè áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ
âåðòèêàëüíûì ìàñøòàáîì âåðòèêàëüíîãî äâèæåíèÿ, ò. å. ó÷èòûâàÿ

ìàëîñòü âåëè÷èíû
1

ρs(z)

∂ρs(z)

∂z
, óðàâíåíèå (18) ïðèìåò âèä

divv = 0. (23)

Ýôôåêò ñòðàòèôèêàöèè îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì S, êîòîðûé ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê S =

(
LD

L

)2

, ãäå LD =
ND

β0L
. Âûáèðàÿ

â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà äëèíû L =

√
ND

β0
, ïîëó÷àåì
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S = O (1). Ýòî ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç íàáëþäåíèé, è íå òðåáóåò-
ñÿ àïðèîðè [13].

Â îòñóòñòâèå äèññèïàöèè óðàâíåíèå (22) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
ñîõðàíåíèÿ ïëîòíîñòè:

∂ρ

∂t
− S(z)vz = 0. (24)

Èñêëþ÷èâ ôóíêöèþ ρ èç óðàâíåíèÿ (24) è èç ðåçóëüòàòà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (17) ïî t, ñèñòåìó (15)�(20), (23), (24) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

∂vx
∂t

− yvy +
∂η̃

∂x
− 1

µρs
Dbx = 0, (25)

∂vy
∂t

+ yvx +
∂η̃

∂y
− 1

µρs
Dby = 0, (26)

vz = − 1

S(z)

∂2η̃

∂t∂z
, (27)

divv = 0, (28)

divb = 0, (29)

∂b

∂t
= Dv, (30)

η̃ = p+
1

µρs
(b0xbx + b0yby) . (31)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè ˜̃η(x, y, z, t) è b̃(x, y, z, t), îïðå-
äåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

η̃(x, y, z, t) = −
(
Dt

2 + y2
)2 ˜̃η(x, y, z, t), (32)

b(x, y, z, t) = µρs
(
Dt

2 + y2
)
b̃(x, y, z, t), (33)

ãäå Dt =
∂

∂t
,b = (bx, by) , b̃ = (bx, by). Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (32)

è (33) îïðåäåëÿþò ôóíêöèè ˜̃η è b̃ íåîäíîçíà÷íî: åñëè ôóíêöèÿ
η0(x, y, z, t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (32), òî ýòîìó ñîîòíîøå-
íèþ óäîâëåòâîðÿåò è ôóíêöèÿ âèäà˜̃η = η0(x, y, z, t) + [η1(x, y, z) + η2(x, y, z)y] cos yt+

+ [η3(x, y, z) + η4(x, y, z)y] sin yt,
(34)



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñëîÿ ... 15

ãäå ηj(x, y, z), (j = 1, 4) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè; àíàëîãè÷íî ðà-

âåíñòâî (33) îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ôóíêöèé b̃ âèäà

b̃ = b0(x, y, z, t) + b(1)(x, y, z) cos yt+ b(2)(x, y, z) sin yt, (35)

ãäå b(j), j = 1, 2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Ïóñòü äàëåå b0x = b0y = 0. Ïîäñòàâèâ ôóíêöèè η̃ è b èç âûðà-
æåíèé (32) è (33) â óðàâíåíèÿ (25) è (26), ïîëó÷èì â ìàòðè÷íîì
âèäå

(
Dt −y
y Dt

)(
vx
vy

)
=
(
D2 + y2

)2


∂˜̃η
∂x
∂˜̃η
∂y

+

+4y
(
Dt

2 + y2
)( 0˜̃η

)
+
(
D2 + y2

)
D

(
b̃x
b̃y

)
. (36)

Èíòåãðèðîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (36) ïî t ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

(
vx
vy

)
=

(
Dt y
−y Dt

)(Dt
2 + y2

)
∂˜̃η
∂x
∂˜̃η
∂y

+ 4y

(
0˜̃η
)
+

+D

(
b̃x
b̃y

)+C1(x, y, z)

(
cos yt
−sin yt

)
+C2(x, y, z)

(
sin yt
cos yt

)
, (37)

ãäå C1(x, y, z) è C2(x, y, z) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâëÿÿ

ôóíêöèè ˜̃η, b̃x è b̃y èç ïðåäñòàâëåíèé (34) è (35) â ðàâåíñòâî (37),
ïîëó÷èì

(
vx
vy

)
=

(
Dt y
−y Dt

)(D2+y2
) ∂η0

∂x
∂η0
∂y

+4y

(
0
η0

)
+D

(
bx

(0)

by
(0)

)+
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+

[
C1(x, y, z) + 2y2(η1+η2y) + yb0z

(
∂bx

(2)

∂z
+
∂by

(1)

∂z

)](
cos yt
− sin yt

)
+

+

[
C2(x, y, z) + 2y2(η3 + η4y) + yb0z

(
∂by

(2)

∂z
− ∂bx

(1)

∂z

)](
sin yt
cos yt

)
.

(38)

Ðàññìîòðèì âåêòîð C(x, y, z) = (C2(x, y, z),−C1(x, y, z), 0) ∈ H2(ΩΩ),
Cj(x, y, z) ∈ L2(ΩΩ), j = 1, 2, ãäå H2(ΩΩ) � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåð-
òîâà ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ âåêòîð-ôóíêöèé v = (v1, v2, v3),
îïðåäåëåííûõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ΩΩ ∈ R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé è èìåþùèõ êîìïîíåíòû vk, k = 1, 3, ïðèíàäëåæàùèå ãèëü-
áåðòîâó ïðîñòðàíñòâó âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé L2:

H2(ΩΩ) = {v ∈ L2 : v = (v1, v2, 0)} ,

ò. å. H2(ΩΩ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ v ∈
∈ L2(ΩΩ), èìåþùèõ íóëåâóþ òðåòüþ êîìïîíåíòó.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâàH2(ΩΩ) [14].

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà C(x, y, z) ∈ H2(ΩΩ) íàéäåòñÿ ïà-
ðà ôóíêöèé φ(x, y, z), ψ(x, y, z) ∈ L2(ΩΩ) òàêàÿ, ÷òî C(x, y, z) =
= (φx + ψy, φy − ψx, 0), ãäå φx, φy, ψx, ψy � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèé φ(x, y, z) è ψ(x, y, z).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó è ïîëàãàÿ â (38)

∆2ψ(x, y, z) =
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

, ∆2φ(x, y, z) =
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

,

ãäå

f1(x, y, z) = −2y2(η1 + η2y)− yb0z
∂

∂z

(
b(2)x + b(1)y

)
,

f2(x, y, z) = −2y2(η3 + η4y)− yb0z
∂

∂z

(
b(2)y − b(1)x

)
,
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ïîëó÷àåì

(
vx
vy

)
=

(
Dt y
−y Dt

)(D2+y2
)

∂˜̃η
∂x
∂˜̃η
∂y

+4y

(
0˜̃η
)
+D

(
b̃x
b̃y

) .
(39)

Èç óðàâíåíèÿ (30) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (39) âûòåêàåò ðàâåíñòâî(
Dtµρs

(
Dt

2 + y2
)
−DtD2 −yD2

yD2 Dtµρs
(
Dt

2 + y2
)
−DtD2

)(
b̃x
b̃y

)
=

= D
(

Dt y
−y Dt

)(Dt
2 + y2

)
∂˜̃η
∂x
∂˜̃η
∂y

+ 4y

(
0˜̃η
) . (40)

Ââîäÿ âìåñòî ôóíêöèè ˜̃η ôóíêöèþ ξ ïî ôîðìóëå ˜̃η = f2ξ, ãäå

f = Dt
2
(
µρs

(
Dt

2 + y2
)
−D2

)2
+ y2D4

åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, è èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (40),
äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèå â ìàò-
ðè÷íîì âèäå(
b̃x
b̃y

)
=

(
Dt

[
µρs

(
Dt

2 + y2
)
−D2

]
yD2

−yD2 Dt

[
µρs

(
Dt

2 + y2
)
−D2

] )×

×D
(

Dt y
−y Dt

)(Dt
2 + y2

) f
∂ξ

∂x

2f ′yξ + f
∂ξ

∂y

+ 4y

(
0
fξ

) . (41)
Ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ðåçóëüòàòà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî èñ-

êëþ÷èòü èñïîëüçóåìûì âûøå ìåòîäîì.

Âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (25)�(30), ïîýòîìó ïîä-
ñòàíîâêà âûðàæåíèé (27), (39) è (41) â óðàâíåíèå (28) ïðèâîäèò ê
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óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè ξ(x, y, z, t):

A1∆2ξ +
(
B1 −A′

2y

)
ξx +

(
A′

1y +B2

)
ξy+

+

[
B′

2y +
1

S
Dt

(
Dt

2 + y2
)2(

2ff ′z + f2
∂

∂z

)]
ξ = 0,

(42)

ãäå ∆2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂xy
� îïåðàòîð Ëàïëàñà,

A1 =
(
Dt

2 + y2
)
Dtf

2 +Dt

(
Dt

2 + y2
)
(Dh1)− y

(
Dt

2 + y2
)
(Dh2) ,

A2 = y
(
Dt

2 + y2
)
f2 +Dt

(
Dt

2 + y2
)
(Dh2) + y

(
Dt

2 + y2
)
(Dh1) ,

B1 = 2y
(
Dt

2 + y2
)
ff ′y + 4y2f2 +DtD

[
2
(
Dt

2 + y2
)
h4 + 4yh2

]
+

+yD
[
2
(
Dt

2 + y2
)
h3 + 4yh1

]
,

B2 = 2Dt

(
Dt

2 + y2
)
ff ′y + 4yDtf

2 +DtD
[
2
(
Dt

2 + y2
)
h3 + 4yh1

]
−

−yD
[
2
(
Dt

2 + y2
)
h4 + 4yh2

]
, h1 = F1f, h2 = F2f, h3 = F1f

′
y,

h4 = F2f
′
y, F1 =

(
Dt

2f1 − y2D2
)
D, F2 = yDt

(
f1 +D2

)
D,

f1 = µρs
(
Dt

2 + y2
)
−D2, f = Dt

2 + f21 + y2D4

ñóòü äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ôóíêöèè vz è bz îïðåäåëÿþòñÿ
èç óðàâíåíèé (27) è (30).

Èòàê, ðåçþìèðóåì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû â âèäå ñëåäó-
þùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå. Ëþáîå ðåøåíèå v(x, y, z, t), b(x, y, z, t), p(x, y, z, t)
ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êðóïíîìàñøòàá-

íûõ âîëíîâûõ äâèæåíèé ñòðàòèôèöèðîâàííîé ýëåêòðîïðîâîäíîé

âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè â ýêâàòîðèàëüíîé îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè, ïðåäñòàâèìî â âèäå

p(x, y, z, t) = −
(
Dt

2 + y2
)2
f2ξ,(

bx
by

)
(x, y, z, t) = µρs

(
Dt

2 + y2
)( b̃x

b̃y

)
(x, y, z, t),

(
b̃x
b̃y

)
=

(
Dtf1 yD2

−yD2 Dtf1

)(
Dt y
−y Dt

)
D

(Dt
2 + y2

)
×
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×

 f
∂ξ

∂x

2f ′yξ + f
∂ξ

∂y

+ 4y

(
0
fξ

) ,
(
vx
vy

)
=

(
Dt y
−y Dt

)(Dt
2 + y2

) f2
∂ξ

∂x

2ff ′yξ + f2
∂ξ

∂y

+ (43)

+4y

(
0
f2ξ

)
+D

(
b̃x
b̃y

) , (44)

vz =
1

S
Dt

(
Dt

2 + y2
)2(

2ff ′zξ + f2
∂ξ

∂z

)
,

bz =
1

S
Dt

(
Dt

2 + y2
)2 D(2ff ′zξ + f2

∂ξ

∂z

)
,

ρ =
(
Dt

2 + y2
)2(

2ff ′zξ + f2
∂ξ

∂z

)
,

Dt =
∂

∂t
, D = b0z

∂

∂z
, f = Dt

2
(
µρs

(
Dt

2 + y2
)
−D2

)2
+ y2D4,

ãäå ôóíêöèÿ ξ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (42).
Çàìå÷àíèå: Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ëþáîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (42) ïîðîæäàåò ðåøåíèå ñèñòåìû (15)�(20), ìîäåëèðó-
þùåé ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ

äâèæåíèé â ñòðàòèôèöèðîâàííîé ýëåêòðîïðîâîäíîé âðàùàþùåé-

ñÿ æèäêîñòè â øèðîòíîì ïîëå îêîëî ýêâàòîðà, åñëè ïîñòðîåííûå

ïî ôîðìóëàì (43) ôóíêöèè v, b, p, ρ óäîâëåòâîðÿþò â ðàññìàò-

ðèâàåìîé îáëàñòè óñëîâèÿì ãëàäêîñòè.

Èòàê, îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåäóêöèÿ èñõîäíîé íåëèíåéíîé âåêòîðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ è óòâåðæäåíèå îá
àíàëèòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàëûõ âîçìóùå-
íèÿõ â èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé ýëåêòðîïðî-
âîäíîé æèäêîñòè â ýêâàòîðèàëüíîé îáëàñòè.

Äàëåå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå, íî ñîäåðæàòåëüíûå ïðè-
ìåðû ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âîëí â ýêâàòîðèàëüíîì øè-
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ðîòíîì ïîÿñå.
Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ýêâàòîðèàëüíîé β-

ïëîñêîñòè, ïîëó÷åííûå ðàíåå, èìåþò âèä

∂vx
∂t

− yvy +
∂p

∂x
− 1

µρs
Dbx = 0, (45)

∂vy
∂t

+ yvx +
∂p

∂y
− 1

µρs
Dby = 0, (46)

vz = − 1

S

∂2p

∂t∂z
, (47)

divv = 0, divb = 0, (48)

∂b

∂t
= Dv, (49)

ρ = −∂p
∂z
. (50)

Óðàâíåíèÿ (45) è (46) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ èíäóêöèè (49) çàïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

Dt
2 − 1

µρs
D2

)
vx − yDtvy +

∂2p

∂t∂x
= 0, (51)(

Dt
2 − 1

µρs
D2

)
vy + yDtvx +

∂2p

∂t∂y
= 0. (52)

Èññëåäóåì äàëåå âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ âîë-
íîâûõ âîçìóùåíèé, äëÿ êîòîðûõ y-êîìïîíåíòà ñêîðîñòè vy òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïîëàãàÿ vy ðàâíûì íóëþ è èñêëþ÷àÿ äàâëå-
íèå èç óðàâíåíèé (51) è (52), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ x-êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè vx: (

Dt
2 − 1

µρs
D2

)
∂vx
∂y

− yDt
∂vx
∂x

= 0. (53)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè âèäà

vx = u(x, y, t)G(z). (54)

Ïîäñòàâëÿÿ (54) â óðàâíåíèå (53), ïîëó÷àåì

∂3u

∂t2∂y
− y

∂2u

∂t∂x
− λ

∂u

∂y
= 0, (55)
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d2G

dz2
− λµρs

b20z
G = 0, (56)

ãäå λ � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ.
Ðàçäåëÿÿ äàëåå ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (55), ò. å. ïîëàãàÿ

u(x, y, t) = ũ(x, t)u1(y), ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ũ(x, t) è
u1(y) óðàâíåíèÿ

∂2ũ

∂t2
− ν

∂2ũ

∂t∂x
− λũ = 0, (57)

du1
dy

− y

ν
u1 = 0, (58)

ãäå ν � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ. Îãðàíè÷åííîå ïðè áîëüøèõ y ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (58) ñóùåñòâóåò ïðè ν = −ν21 < 0. Îíî èìååò âèä

u1(y) = e
− y2

2ν21 , (59)

à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (57) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáè-
íàöèþ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé âèäà A1(x + αt) è A2(x − αt), ò.å.
ũ = A1(x+ αt) + A2(x− αt), ãäå ôóíêöèè A1(x+ αt) è A2(x− αt),
êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (57), äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíå-
íèÿì (α ̸= 0, λ ̸= 0, ν21 ̸= α):

A′′
1(x+ αt)− λ

α2 + ν21α
A1(x+ αt) = 0, (60)

A′′
2(x− αt)− λ

α2 − ν21α
A2(x− αt) = 0. (61)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü α > 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (60) ïðè
λ

α2 + ν21α
< 0 èìååò âèä

A1(x+ αt) = d1 sin

√
−λ

α2 + ν21α
(x+ αt) + d2 cos

√
−λ

α2 + ν21α
(x+ αt),

(62)
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à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (61) ïðè
λ

α2 − ν21α
< 0 èìååò âèä

A2(x− αt) = d3 sin

√
λ

ν21α− α2
(x− αt) + d4 cos

√
λ

ν21α− α2
(x− αt).

(63)
Ðàññìîòðèì äàëåå óðàâíåíèå (56) äëÿ âåðòèêàëüíîé ñòðóêòóðû

G(z) ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíòû vx. Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ G(z)
â âèäå

G(z) = G̃ (ρs(z)) .

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

G′(z) = G̃′ (ρs(z)) ρ
′
s(z) è G′′(z) = G̃′′ (ρ′s(z))

2
+G̃′ (ρs(z)) ρ

′′
s (z)

óðàâíåíèå (56) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè G̃ (ρs(z)):

(ρ′s)
2
G̃′′ + ρ′′s G̃

′ − λµρs
b20z

G̃ = 0. (64)

Èç ðàâåíñòâà

S = − 1

Fρs

∂ρs
∂z

= const

ïîëó÷àåì, ÷òî

ρ′s = −SFρs, ρ′′s = S2F 2ρs,

ïîýòîìó óðàâíåíèå (64) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ρ2sG̃
′′ + ρsG̃

′ − λµρs
b20zS

2F 2
G̃ = 0, (65)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà íóëåâîãî ïîðÿäêà ( ñì.: [15]), ò. å.

G̃ (ρs(z)) = C1J0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)
+ C2Y0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)
,

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Åñëè α = ν21 , òî A2(x− αt) ≡ 0 è

A1(x+ ν21 t) = d1 sin
|λ1|
ν21

√
2
(x+ ν21 t) + d2 cos

|λ1|
ν21

√
2
(x+ ν21 t).

Èòàê, ïðè λ = −λ21 < 0 è α > ν21 > 0 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (53)
èìååò âèä

vx = e
−
y2

2ν21

[
d1 sin

|λ1|√
α2 + ν21α

(x+ αt) + d2 cos
|λ1|√

α2 + ν21α
(x+ αt)+

+ d3 sin
|λ1|√

α2 − ν21α
(x− αt) + d4 cos

|λ1|√
α2 − ν21α

(x− αt)

]
×

×

[
C1J0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)
+ C2Y0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)]
. (66)

Ïðèìåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè z = 0:

vz = 0,
bx = 0, by = 0.

(67)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìû èùåì ðåøåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííûå âáëèçè ãðàíè-
öû æèäêîãî ÿäðà ñ ìàíòèåé, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

vx → 0,
bx → 0, by → 0, ïðè z → −∞.

(68)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (49) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ
êîìïîíåíò èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

bx(x, y, z, t) = b0ze
−
y2

2ν21

[
C1|λ1|

√
µρ′s(z)

b0zSF
√
ρs(z)

J ′
0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)
+

+
C2|λ1|

√
µρ′s(z)

b0zSF
√
ρs(z)

J ′
0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)]
×

×

[
−d1

√
α2 + ν21α

α|λ1|
cos

|λ1|√
α2 + ν21α

(x+ αt)+
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+
d2
√
α2 + ν21α

α|λ1|
sin

|λ1|√
α2 + ν21α

(x+ αt)+

+
d3
√
α2 − ν21α

α|λ1|
cos

|λ1|√
α2 − ν21α

(x− αt)−

−d4
√
α2 − ν21α

α|λ1|
sin

|λ1|√
α2 − ν21α

(x− αt)

]
+ C3(x, y, z), (69)

by(x, y, z, t) = by(x, y, z, t),

bz(x, y, z, t) = −b0ze
−
y2

2ν21

[
C1J0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)
+

+C2Y0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)][
d1
α

sin
|λ1|√

α2 + ν21α
(x+ αt)+

+
d2
α

cos
|λ1|√

α2 + ν21α
(x+ αt)− d3

α
sin

|λ1|√
α2 − ν21α

(x− αt)−

−d4
α

cos
|λ1|√

α2 − ν21α
(x− αt)

]
+ C5(x, y, z). (70)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïî z, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè:

vz(x, y, z, t) = −e
−
y2

2ν21

[
d1|λ1|√
α2 + ν21α

cos
|λ1|√

α2 + ν21α
(x+ αt)−

− d2|λ1|√
α2 + ν21α

sin
|λ1|√

α2 + ν21α
(x+ αt)+

+
d3|λ1|√
α2 − ν21α

cos
|λ1|√

α2 − ν21α
(x+ αt)−

− d4|λ1|√
α2 − ν21α

sin
|λ1|√

α2 − ν21α
(x+ αt)

]
×
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×
∫ [

C1J0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)
+ C2Y0

(
2|λ1|

√
µρs(z)

b0zSF

)]
dz + C4(x, y, t).

(71)

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà óñëîâèé (67) ïîëó÷àåì

C4(x, y, t) = ũ′x(x, t)u1(y)

∫
G̃dz

∣∣∣
z=0

,

âûïîëíåíèå âòîðîãî ðàâåíñòâà óñëîâèé (67) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
C2 = 0 è ê îïðåäåëåíèþ ÷èñëà |λ1|:

|λ1| =
γ20SFb0z

2
√
µρs(0)

,

ãäå γ20 � íóëü ôóíêöèè Áåññåëÿ J1. Ôóíêöèÿ by(x, y, z) ñâÿçàíà ñ
ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè C3(x, y, z) è C5(x, y, z) ñîîòíîøåíèåì

∂C3

∂x
+
∂C5

∂z
+
∂by
∂y

= 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ. Ïóñòü

C3(x, y, z) = Re yeikx−
y2

2 zez, C5(x, y, z) = Re yeikx−
y2

2 (z − 1)ez,

òîãäà

by(x, y, z) = Re

(
(1 + ik)eikx−

y2

2 zez
)
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüå ðàâåíñòâî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (67) òàê-
æå âûïîëíÿåòñÿ. Óñëîâèå (68) âûïîëíÿåòñÿ âñëåäñòâèå èçâåñòíîãî
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà è
ó÷åòà òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ ρ′s(z) â óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ïðè áîëüøèõ z ðàâíà íóëþ. Äàâëåíèå è ïëîòíîñòü îïðåäåëÿþòñÿ èç
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óðàâíåíèé (47) è (50) ñîîòíîøåíèÿìè

p(x, y, z, t) = −S
t∫

0

z∫
0

vz(x, y, z̃, τ) dτdz̃,

ρ(x, y, z, t) = S

t∫
0

vz(x, y, z, τ) dτdz.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé àíàëèç ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùå-
ñòâîâàíèè â ýêâàòîðèàëüíîé çîíå âîëí Êåëüâèíà, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèõñÿ ê âîñòîêó è ê çàïàäó, ïðè÷åì çîíàëüíàÿ ñêîðîñòü â âîëíå
Êåëüâèíà íå óäîâëåòâîðÿåò ãåîñòðîôè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ, ÷òî
ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (46), êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò â íåýëåêòðîïðî-
âîäíîé æèäêîñòè. Âêëàä â îòêëîíåíèå îò ãåîñòðîôè÷íîñòè ñêîðî-
ñòè âíîñèò íàëè÷èå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à èìåííî åãî ìåðèäèîíàëüíàÿ
êîìïîíåíòà.

Äàëåå ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ âîëí, âîçíè-
êàþùèõ â çîíå ýêâàòîðà â ñëó÷àå îòëè÷íîé îò íóëÿ ìåðèäèîíàëüíîé
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè.

Èñêëþ÷àÿ äàâëåíèå èç óðàâíåíèé èìïóëüñà (51), (52) è (47),
èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (48), ïîëó÷àåì

∂2vx
∂x2

+

[(
ρ′s
Sµρ2s

)′

D2 + 2
ρ′s
Sµρ2s

D2 ∂

∂z
+

1

S

(
D2

t −
1

µρs
D2

)
∂2

∂z2

]
vx =

= − ∂2vy
∂x∂y

+
y

S
Dt
∂2vy
∂z2

, (72)

∂2vy
∂y2

+

[(
ρ′s
Sµρ2s

)′

D2 + 2
ρ′s
Sµρ2s

D2 ∂

∂z
+

1

S

(
D2

t −
1

µρs
D2

)
∂2

∂z2

]
vy =

= − ∂2vx
∂x∂y

− y

S
Dt
∂2vx
∂z2

. (73)

Áóäåò èñêàòü ðåøåíèÿ äëÿ vx è vx âèäà

vx = Reu(y, z)ei(kx− σt), vy = Re v(y, z)ei(kx− σt),
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òîãäà ôóíêöèè u(y, z) è v(y, z) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

−k2u+Au = −ik ∂v
∂y

− iσy

S

∂2v

∂z2
, (74)

∂2v

∂y2
+Av = −ik ∂u

∂y
− iσy

S

∂2u

∂z2
, (75)

ãäå

A =

(
ρ′s
Sµρ2s

)′

D2 + 2
ρ′s
Sµρ2s

D2 ∂

∂z
+

1

S

(
D2

t −
1

µρs
D2

)
∂2

∂z2

ñóòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Ðåøåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïå-
ðåìåííûìè óðàâíåíèé (74) è (75) âîçìîæíû ïðè óñëîâèè ñëåäóþ-
ùåé ìåðèäèîíàëüíîé ñòðóêòóðû ïîëÿ ñêîðîñòè:

u = ũ(y)u1(z), ũ(y) = ye−C2
0

y2

2 ,

v = ṽ(y)v1(z), ṽ(y) = e−C2
0

y2

2 ,

(76)

ïðè÷åì

v1(z) =
ik

C2
0

u1(z) +
iσ

SC4
0

d2u1(z)

dz2
. (77)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (76) è (77) óðàâíåíèÿ (74) è (75) ïðèìóò âèä

Au1 =
σ2

S2C4
0

d4u1(z)

dz4
, (78)

Au1 +
σ

SkC2
0

A
d2u1(z)

dz2
− σ

kS

d2u1(z)

dz2
= 0. (79)

Âû÷èñëÿÿ u
(4)
1 è Au1, ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (74) ïîëó÷èì

u
(4)
1 =

kS

σ

(
A′′u1 + 2A′u′1 +Au′′1

)
+

1

C2
0

(
A′′u′′1 + 2A′u

(3)
1 +Au

(4)
1

)
,

Au1 = − σ

SkC2
0

Au′′1 +
σ

kS
u′′1 ,
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ãäå øòðèõè îçíà÷àþò ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé, èç êîòîðûõ ïîëó÷àåì
îäíî óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè u1(z):

−Au′′1 + C2
0u

′′
1 =

σk

SC2
0

{
kS

σ
(A′′u1 + 2A′u′1 +Au′′1)+

+
1

C2
0

(
A′′u′′1 + 2A′u

(3)
1

)
+Au

(4)
1

}
, (80)

A = −
[(

F 2Sb20z
µρs

+
σ2

S

)
∂2

∂z2
+
Fb20z
µρs

∂3

∂z3
+

b20z
µρsS

∂4

∂z4

]
,

A′ = −
[
F 3S2b20z
µρs

∂2

∂z2
+
SF 2b20z
µρs

∂3

∂z3
+
b20zF

µρs

∂4

∂z4

]
, (81)

A′′ = −
[
F 4S3b20z
µρs

∂2

∂z2
+
S2F 3b20z
µρs

∂3

∂z3
+
b20zSF

2

µρs

∂4

∂z4

]
.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (81) óðàâíåíèå (80) çàïèøåì â âèäå

u′′1

[
C2

0µρs
b20z

+
k2S3F 4

C2
0

]
+ u

(3)
1

3k2S2F 3

C2
0

+ u
(4)
1

[
F 2S +

4k2SF 2

C2
0

+

+
kσS2F 4

C4
0

+
σ2µρs
Sb0z

(
1 +

k2

C2
0

)]
+ u

(5)
1

[
3k2F

C2
0

+
3kσSF 3

C4
0

]
+ (82)

+u
(6)
1

[
1

S
+

k2

C2
0S

+
4kσSF 2

C4
0

+
kσ3µρs
S2C4

0b
2
0z

]
+ u

(7)
1

3kσF

C4
0S

+ u
(8)
1

kσ

S2C4
0

= 0.

Ïðè k = 0 ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (82) ïîíèæàåòñÿ:

u′′1
C2

0µρs
b20z

+ u
(4)
1

[
F 2S +

σ2µ

Sb20z
ρs

]
+

1

S
u
(6)
1 = 0.

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè u′′1(z) = u2(z), ïîëó÷èì

u
(4)
2 + u′′2

[
F 2S2 +

σ2µ

b20z
ρs

]
+ u2

C2
0Sµρs
b20z

= 0.

Ïðè σ2 =
C2

0

F 2S
âîçìîæíî èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ. Ñäåëàâ

çàìåíó

G(z) = u′′2zz +
C2

0Sµ

b20z
u2, (83)
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äëÿ ôóíêöèè G(z) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

G′′(z) + ρs(z)G(z) = 0, (84)

ðåøåíèå êîòîðîãî áóäåì èñêàòü â âèäå óðàâíåíèÿ

G(z) = G̃ (ρs(z)) .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

G′(z) = G̃′ (ρs(z)) ρ
′
s(z), G′′(z) = G̃′′ (ρs(z)) (ρ

′
s(z))

2
+ G̃′ (ρs(z)) ρ

′′
s (z),

ρ′s(z) = −SFρs, ρ′′s (z) = S2F 2ρs,

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (84) â óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè G̃ (ρs(z)):

ρsG̃
′′ + G̃′ +

G̃

S2F 2
= 0,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà íóëåâîãî ïîðÿäêà (ñì.: [15]):

G̃ (ρs(z)) = C1J0

(
2
√
ρs

SF

)
+ C2Y0

(
2
√
ρs

SF

)
, (85)

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u2(z), ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (83), ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

u′′2 +
C2

0Sµ

b20z
u2 = G̃. (86)

Ïîëàãàÿ u2(z) = ũ2 (ρs(z)), äëÿ ôóíêöèè ũ2 ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå Ýéëåðà

ρ2sũ
′′
2 + ρsũ

′
2 +

C2
0Sµ

b20zS
2F 2

ũ2 =
G̃

S2F 2
. (87)

Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå [15]:

ũ2g.h. = C3 sin (µ̃ ln |ρs(z)|) + C4 cos (µ̃ ln |ρs(z)|) , (88)
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ãäå µ̃ =
2C0

b0zF

√
µ

S
, à C3, C4 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (87) ïðåäñòàâèìî
â âèäå

ũ2g.n. = C3y1 + C4y2 + y2

∫
y1
G̃

W
dρs − y1

∫
y2
G̃

W
dρs, (89)

ãäå y1 = sin (µ̃ ln |ρs(z)|) , y2 = cos (µ̃ ln |ρs(z)|); W = y1
dy2
dρs

−

−y2
dy1
dρs

= − µ̃

|ρs(z)|
� îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíêöèé y1 (ρs(z)),

y2 (ρs(z)). Ñëåäîâàòåëüíî,

ũ2g.n. = C3 sin (µ̃ ln |ρs(z)|) + C4 cos (µ̃ ln |ρs(z)|)−

−cos (µ̃ ln |ρs(z)|)
µ̃

∫
ρs sin (µ̃ ln |ρs(z)|) G̃ dρs+

+
sin (µ̃ ln |ρs(z)|)

µ̃

∫
ρs cos (µ̃ ln |ρs(z)|) G̃ dρs. (90)

Äàëåå, òàê êàê u′′1(z) = u2(z), òî, åñëè u1(z) = ũ1 (ρs(z)), ôóíêöèÿ
ũ1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ρ2sũ
′′
1 + ρsũ

′
1 =

ũ2 (ρs(z))

S2F 2
,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

ũ1g.n. = C5 ln |ρs(z)|+ C6 −
1

S2F 2

∫
ln |ρs(z)|ũ2 d (ln |ρs(z)|)+

+
ln |ρs(z)|
S2F 2

∫
ũ2 d (ln |ρs(z)|) . (91)

Êàê è ðàíåå, ïðèìåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

vz = 0, bx = 0, by = 0, ïðè z = 0;
vx → 0, vy → 0, bx → 0, by → 0, ïðè z → −∞.

(92)
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Èç óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè è èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàõîäèì

vz = Re

[
iσ

SC2
0

ye−
C2

0y
2

2 − iσtu′1(z)

]
,

bx = Re

[
−b0z
iσ
ye−

C2
0y

2

2 − iσtu′1(z)

]
+ c1(x, y, z),

by = Re

[
− b0z
SC4

0

e−
C2

0y
2

2 − iσtu
(3)
1 (z)

]
+ c2(x, y, z),

bz = Re

[
− b0z
SC2

0

ye−
C2

0y
2

2 − iσtu′′1(z)

]
+ c3(x, y, z).

(93)

Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (93) âûïîëíåíèå óñëîâèé (92) ýêâèâàëåíòíî
âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

u′1(0) = 0, c1(x, y, 0) = 0, u′′′1 = 0, c2(x, y, 0) = 0;

u1(z) → 0, u′1(z) → 0, u′′1(z) → 0, u1(z)
′′′ → 0, ïðè z → −∞,

c1(x, y, z) → 0, c2(x, y, z) → 0, ïðè z → −∞. (94)

Òàê êàê u′1(z) = C5
ρ′s
ρs

+
ρ′s

S2F 2ρs

∫
ũ2 d (ln ρs), òî èç óñëîâèÿ

u′1(0) = 0 ïîëó÷àåì

C5 = − 1

S2F 2

∫
ũ2 d (ln ρs)

∣∣∣
z=0

. (95)

Äàëåå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ u′′′1 (0) = 0 òðåáóåò, ÷òîáû u′2(0) = 0,
îòêóäà ïðè C3 = C4 = 0 íåîáõîäèìûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå{

sin (µ̃ ln |ρs|)
∫
ρs sin (µ̃ ln |ρs|) G̃ρ′s dz+

+ cos (µ̃ ln |ρs|)
∫
ρs cos (µ̃ ln |ρs|) G̃ρ′s dz

} ∣∣∣
z=0

= 0,

ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðàìåò-
ðû C0, b0z, F, S, µ, ρs(0). Èç óñëîâèÿ u1(z) → 0 ïðè z → −∞ ñëåäóåò
âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C6:

C6 = −C5 ln |ρs(−∞)|. (96)
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Óñëîâèÿ u′1(z) → 0 è u′′1(z) → 0 ïðè z → −∞ âûïîëíÿþòñÿ âñëåä-
ñòâèå ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ âûðàæåíèé â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îãðà-
íè÷åííûõ ôóíêöèé íà ρ′s(z), êîòîðàÿ â óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷è ïðè áîëüøèõ z ðàâíà íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå
C3 = C4 = 0 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëåäñòâèåì óäîâëåòâîðåíèÿ ïîñòðîåí-
íîãî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà áåñêîíå÷íîñòè. Âûïîëíåíèå
îñòàâøèõñÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà âûáîð
ôóíêöèé c1(x, y, z) è c2(x, y, z). Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

c1(x, y, z) = e−
C2

0y
2

2 + ik1xz ez,

c2(x, y, z) = −C
2
0y

ik
e−

C2
0y

2

2 + ik1xz ez.
(97)

Èòàê, ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

vx = Re y e−
C2

0y
2

2 − iσtu1(z), vy = Re
iσ

SC4
0

e−
C2

0y
2

2 − iσtu′′1(z),

vz = Re
iσ

SC2
0

y e−
C2

0y
2

2 − iσtu′1(z),

bx = Re

[
−b0z
iσ
ye−

C2
0y

2

2 − iσtu′1(z)

]
+ c1(x, y, z),

by = Re

[
− b0z
SC4

0

e−
C2

0y
2

2 − iσtu
(3)
1 (z)

]
+ c2(x, y, z),

bz = Re

[
− b0z
SC2

0

ye−
C2

0y
2

2 − iσtu′′1(z)

]
+ c3(x, y, z),

p = Re

[
y

C2
0

e−
C2

0y
2

2 − iσtu1(z) + d1(x, y, z)

]
,

d1(x, y, z) =
b0z
µρs

∫
c′1z(x, y, z) dx, c′1y = c′2x,

c1(x, y, z) = e−
C2

0y
2

2 + ik1xz ez, c2(x, y, z) =
iC2

0y

k
e−

C2
0y

2

2 + ik1xz ez,
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c3(x, y, z) = − i

k1

(
k21 + C2

0 − y2C4
0

)
(z − 1) ez −

C2
0y

2

2 + ik1x,

ρ = −ℜ

[
y

C2
0

e−
C2

0y
2

2 − iσtu′1(z) + d′1z(x, y, z)

]
.

Âèä ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé d1(x, y, z) è c3(x, y, z), à òàêæå ñâÿçü
c1(x, y, z) è c2(x, y, z) îáóñëîâëåíû óðàâíåíèÿìè èìïóëüñà è ñîëåíî-
èäàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì äàëåå ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ýêâàòîðèàëüíîé äèíàìè-
êè, à èìåííî íåïîñðåäñòâåííî çîíó ýêâàòîðà. Ïîëàãàÿ â îñíîâíûõ
óðàâíåíèÿõ â ïðèáëèæåíèè ýêâàòîðèàëüíîé β-ïëîñêîñòè y = 0 è âñå

èñêîìûå ôóíêöèè íå çàâèñÿùèìè îò y, ïðè vx = Reu(z)ei(kx− σt)

äëÿ âåðòèêàëüíîé ñòðóêòóðû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−k2u(z) +Au(z) = 0 (98)

êàê ñëåäñòâèå áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ (72). Çäåñü

A(z) = −
[(

F 2Sb20z
µρs

+
σ2

S

)
∂2

∂z2
+
Fb20z
µρs

∂3

∂z3
+

b20z
µρsS

∂4

∂z4

]
(99)

ñóòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Óðàâíåíèå (98) ñ ó÷åòîì âûðà-
æåíèÿ (99) çàïèøåì â âèäå

u(4) + SFu′′′ +

(
F 2S2 +

σ2µ

b20z
ρs

)
u′′ +

µk2S

b20z
ρsu = 0, (100)

êîòîðîå óäàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü àíàëèòè÷åñêè ïðè k = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (100) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(4) + SFu′′′ +

(
F 2S2 +

σ2µ

b20z
ρs

)
u′′ = 0.

Ïîëàãàÿ äàëåå u′′(z) = u2(z), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ u2(z):

u′′2 + SFu′2 +

(
F 2S2 +

σ2µ

b20z
ρs

)
u2 = 0. (101)



34 Ñ.È. Ïåðåãóäèí, Ñ.Å. Õîëîäîâà

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (101) â âèäå u2(z) = ũ2 (ρs(z)).
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

u′2(z) = ũ′2 (ρs(z)) (ρ
′
s(z)) , u

′′
2(z) = ũ′′2 (ρs(z)) (ρ

′
s(z))

2
+ ũ′2 (ρs(z)) ρ

′′
s (z),

ρ′s(z) = −SFρs, ρ′′s (z) = S2F 2ρs,

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (101) â óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ũ2 (ρs(z)):

ρ2sũ
′′
2 +

(
1 +

σµ

b20zS
2F 2

ρs

)
ũ2 = 0,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà [15]:

ũ2 =
√
ρs(z)

[
C1Jν

(
2
√
σµ

b0zSF

√
ρs(z)

)
+ C2Yν

(
2
√
σµ

b0zSF

√
ρs(z)

)]
,

ãäå ν = i
√
3 è C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òàêèì îáðàçîì,

ôóíêöèÿ ũ (ρs(z)) = u(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ

ũ′′ +
ũ′

ρs
=

ũ2
S2F 2ρ2s

,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

ũ (ρs(z)) = u(z) =

∫
u3 (ρs(z)) dρs,

ãäå

u3 (ρs(z)) =
C

ρs
+

1

S2F 2ρs

∫
ũ2
ρ2s
d (ln |ρs|) .

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå vx → 0 ïðè z → −∞ âûïîëíÿåòñÿ âñëåä-
ñòâèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè vx â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îãðàíè÷åí-
íûõ ôóíêöèé íà ρ′s(z), êîòîðàÿ â óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ðàâíà íóëþ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ
èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷èì

bx(x, z) =
ib0z
σ

e−iσtu′(z) + C1(x, z).
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Èç óñëîâèÿ bx → 0 ïðè z → −∞ ñëåäóåò, ÷òî

ib0z
σ

e−iσtu′(z) + C1(x, z) → 0, ïðè z → −∞.

Òàê êàê u′(z) = u3 (ρs(z)) ρ
′
s(z), òî u

′(z) → 0 è ïðè z → −∞, è,
ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ: C1(x, z) → 0 ïðè
z → −∞. Èç óñëîâèÿ bx(x, 0) = 0 ñëåäóåò u′(0) = 0 èëè u3 (ρs(0)) = 0
è C1(x, 0) = 0, îòêóäà

C = − 1

S2F 2

∫
ũ2
ρ2s
d ln |ρs|

∣∣∣
z=0

.

Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ vz = 0 ïðè z = 0
ñëåäóåò, ÷òî vz ≡ 0, òîãäà èç óðàâíåíèÿ (47) ïîëó÷àåì

p(x, z, t) = f1(x, t) + f2(x, z),

ãäå f1 è f2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Èç óðàâíå-
íèé èíäóêöèè è ñîëåíîèäàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

bz(x, z) = −
∫
C ′

1x(x, z) dz,

à èç óðàâíåíèÿ èìïóëüñà è óðàâíåíèÿ (50)

f1(x, t) + f2(x, z) =
b0z
µρz

∫
C ′

1z(x, z) dx+ C3(x, t),

ρ(x, z, t) =
b0zρ

′
s

µρ2s

∫
C ′

1z(x, z) dx+
b0z
µρs

∫
C ′′

1zz(x, z) dx+ C ′
3z(x, t).

Ïóñòü äàëåå k ̸= 0. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (45)�(50) â óñëîâèÿõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèîáðåòàåò âèä

∂vx
∂t

+
∂p

∂x
− 1

µρs
Dbx = 0, vz = − 1

S

∂2p

∂t∂z
,

∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

= 0,
∂bx
∂x

+
∂bz
∂z

= 0,

∂bx
∂t

= Dvx,
∂bz
∂t

= Dvz, ρ = −∂p
∂z
, vy = 0, by = 0.

(102)
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (102) â âèäå ôóíêöèé ñ ðàçäåëÿþ-
ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè âèäà

vx = u(x, t)G(z), vz =W (x, t)G1(z), p = P (x, t)G2(z),
bx = Bx(x, t)G3(z), bz = Bz(x, t)G4(z).

(103)
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (103) â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (102), ïîëó÷èì
óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå ôóíêöèè, êîòîðûå îïèñûâàþò âåðòèêàëü-
íóþ ñòðóêòóðó ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé:

G = G1 G1 =
1

S
G′

2, G =
1

S
G′′

2 , G3 =
b0z
S
G′′′

2 ,

G4 = b0zG
′
1, G′

1 = b0z
S G′′

2 ,
(104)

è ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

W +
∂P

∂t
= 0,

∂u

∂x
+W = 0,

∂Bx

∂t
= u,

∂Bz

∂t
=W,

∂Bx

∂x
+Bz = 0,

(105)

â òî âðåìÿ êàê ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (102) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∂u

∂t
+
∂P

∂x
G2 −

b0z
µρs

BxG
′
3 = 0. (106)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âèäà (103) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñî-
îòíîøåíèÿ

∂P

∂x
= C0Bx (107)

èëè ñîîòíîøåíèÿ
∂P

∂x
= 0. (108)

Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (107) ôóíêöèÿ G2(z) ñ ó÷åòîì óðàâ-
íåíèÿ (106) è ñîîòíîøåíèé (104) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

G
(4)
2 +

λµ

b20z
ρsG

′′
2 − C0µ

b20z
ρsG2 = 0, (109)

ãäå λ � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ, à ñèñòåìà óðàâíåíèé (105) äîïîë-
íèòñÿ óðàâíåíèåì

∂u

∂t
+ λBx = 0. (110)
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (107) ñëåäóåò, ÷òî

C0
∂Bx

∂t
=

∂2P

∂t∂x
,

òîãäà ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ
∂Bx

∂t
= u ïîëó÷èì

u =
1

C0

∂2P

∂t∂x
. (111)

Óðàâíåíèå (110) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (107) è (111) ïðèíèìàåò âèä

∂3P

∂t2∂x
+ λ

∂P

∂x
= 0.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

P (x, t) = C̃1(x) cos
√
λt+ C̃2(x) sin

√
λt, (112)

ãäå C̃1(x), C̃2(x) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Èç
óðàâíåíèé ñèñòåìû (105) ïîëó÷àåì

W = −∂P
∂t
,

∂u

∂x
− ∂P

∂t
= 0.

Èñêëþ÷àÿ u(x, t) èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
(111), ïîëó÷èì

∂3P

∂t∂x2
− C0

∂P

∂t
= 0,

è åãî îáùåå ðåøåíèå

P (x, t) = C3(t) cos
√
−C0x+ C4(t) sin

√
−C0x, C0 < 0, C0 = −C̃2

0 .
(113)

Ïðîâîäÿ äàëåå ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (112) è (113), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè P (x, t):

P (x, t) = cos
(
C̃0x+

√
λt
)
. (114)
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Ïîëàãàÿ äàëåå P (x, t) = ei(kx− σt) è ïîäñòàâëÿÿ P (x, t) â ñèñòåìó
(105) è ñîîòíîøåíèå (107), ïîëó÷èì

λ = σ2, C0 = −k2. (115)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè u(x, t), Bx(x, t), Bz(x, t) è W (x, t) îïðåäå-
ëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû (105) è ïîëó÷åííûì âûðàæåíèåì äëÿ
P (x, t):

W (x, t)− ∂P

∂t
= iσ ei(kx− σt), u(x, t) =

1

C0

∂2P

∂x∂t
=
kσ

C0
ei(kx− σt),

Bx(x, t) =
1

C0

∂P

∂x
=

ik

C0
ei(kx− σt),

∂Bz

∂t
=W,

ñëåäîâàòåëüíî,

∂Bz

∂t
= −∂P

∂t
è Bz(x, t) = −P (x, t)+C3(x) = −ei(kx− σt)+C3(x).

Âåðòèêàëüíàÿ ñòðóêòóðà âñåõ èñêîìûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ
ôóíêöèåé G2(z), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (109), ðåøèòü
êîòîðîå àíàëèòè÷åñêè çàòðóäíèòåëüíî.

Ïðîàíàëèçèðóåì äàëåå ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå
∂P

∂x
= 0. Ïðè

ýòîì ïåðåìåííûå x, t è z â óðàâíåíèè (106) ðàçäåëÿþòñÿ, à óðàâíå-
íèÿ (105) è (110) ïðèíèìàþò âèä

∂u

∂t
+ λBx = 0, W +

∂P (t)

∂t
= 0,

∂u

∂x
+W = 0,

∂Bx

∂t
= u,

∂Bz

∂t
=W,

∂Bx

∂x
+Bz = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî W = W (t), u = u(t),W ≡ 0, P ≡ 1, Bx(x, t) =
=
∫
u(t) dt+C1(x), Bz = C2(x), C2(x) = −C ′

1(x), à ôóíêöèÿ u = u(t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

d2u

dt2
+ λu = 0,

îòêóäà u(t) = ei
√
λt, ñëåäîâàòåëüíî,

Bx = − i√
λ
ei
√
λt + C1(x).
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Ïðè
∂P

∂x
= 0 èç óðàâíåíèÿ (106) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôóíê-

öèè G2(z):

G
(4)
2 +

λµρs
b20z

G′′
2 = 0. (116)

Ïîëàãàÿ G′′
2 = G̃2, óðàâíåíèå (116) ïðèíèìàåò âèä

G̃′′
2 +

λµρs
b20z

G̃2 = 0. (117)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (117) â âèäå

G̃2 =
˜̃
G2 (ρs(z)) .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

G̃′
2(z) =

˜̃
G

′

2 (ρs(z)) ρ
′
s(z),

G̃′′
2(z) =

˜̃
G

′′

2 (ρs(z)) (ρ
′
s(z))

2
+
˜̃
G

′

2 (ρs(z)) ρ
′′
s (z),

ρ′s(z) = −SFρs, ρ′′s (z) = S2F 2ρs,

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (117) â óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
˜̃
G2 (ρs(z)):

˜̃
G

′′

2ρ
2
s(z) +

˜̃
G2ρs +

λµρs
b20zS

2F 2

˜̃
G2 = 0, (118)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà íóëåâîãî ïîðÿäêà [15]:

˜̃
G2 (ρs(z)) = C3J0

(
2
√
λµ

b0zSF

√
ρs(z)

)
+C4Y0

(
2
√
λµ

b0zSF

√
ρs(z)

)
, (119)

ãäå C3 è C4 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîëàãàÿ G2(z) =
= G2 (ρs(z)), äëÿ ôóíêöèè G2 (ρs(z)) ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå

G′′
2ρ

2
s +G′

2ρs =
G̃2

S2F 2
,
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îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâèìî â âèäå

G2g.n. (ρs(z)) = C1 + C2 ln |ρs(z)|+
ln |ρs(z)|
S2F 2

∫
G̃2

ρ2s

dρs(z)

W
−

− 1

S2F 2

∫
ln |ρs(z)|

ρ2s
G̃2

dρs(z)

W
,

ãäå W =
1

ρs(z)
� îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíêöèé 1 è ln |ρs(z)|,

èëè â âèäå

G2 (ρs(z)) = G2(z) = C1 + C2 ln |ρs(z)|+
ln |ρs(z)|
S2F 2

∫
G̃2 d (ln |ρs(z)|)−

− 1

S2F 2

∫
ln |ρs(z)|G̃2d (ln |ρs(z)|) . (120)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

vx = 0, by = 0, ïðè z = 0

âûïîëíÿþòñÿ, òàê êàê vz ≡ 0 è by ≡ 0. Âûïîëíåíèå óñëîâèé

bx = 0, ïðè z = 0,

vx → 0, bx → 0, ïðè z → −∞

ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèè G2(z):

G′′′
2 = 0, ïðè z = 0, (121)

G′′
2 → 0 è G′′′

2 → 0, ïðè z → −∞. (122)

Âûïîëíåíèå óñëîâèé (122) ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé:

G′′
2 = G′′

2 (ρs(z)) (ρ
′
s(z))

2 − SFG′
2 (ρs(z)) ρ

′
s(z),

G′′′
2 =G′′′

2 (ρs(z)) (ρ
′
s(z))

3
+3G′′

2 (ρs(z)) ρ
′
s(z)ρ

′′
s (z)+S

2F 2G′
2 (ρs(z)) ρ

′
s(z),

è òîãî ôàêòà, ÷òî ρ′s(z) ðàâíî íóëþ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãó-
ìåíòà. Äàëåå, òàê êàê

G′′′
2 =

(
−S2F 2ρs

) [
G′′′

2 (ρs(z))+ 3ρs(z)G
′′
2 (ρs(z))+G′

2 (ρs(z))
]
, (123)
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è èç âûðàæåíèÿ (120) ïðè C2 = 0 ñëåäóåò, ÷òî

G′
2 (ρs(z)) =

1

S2F 2ρs

∫
G̃2ρ

′
s

ρs
dz,

G′′
2 (ρs(z)) =

1

SFρs

∫
G̃2ρ

′
s

ρs
dz +

G̃2

S2F 2ρ2s
,

G′′′
2 (ρs(z)) =

1

ρs

∫
G̃2ρ

′
s

ρs
dz +

G̃2

SFρ2s
− 2G̃2

S2F 2ρ3s
,

òî, óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (121), ïîëó÷èì âûðàæåíèå[
1

ρs
+

3

SF
+

1

S2F 2ρs

] ∫
G̃2 d (ln |ρs(z)|) +

[
1

ρs
+

+
3

SF
− 2

SFρ2s

]
G̃2

SFρs
= 0, ïðè z = 0,

êîòîðîå íàêëàäûâàåò óñëîâèå äëÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Íàïðèìåð,
ìîæíî ïîëîæèòü

1

ρs(0)
+

3

SF
+

1

S2F 2ρs(0)
= 0 è G̃2(0) = 0,

îòêóäà

ρs(0) = − 3SF

S2F 2 + 1
,

â âûðàæåíèè (119) CG4 = 0, à
2
√
µλρs(0)

b0zSF
= γ, ãäå γ � íóëü ôóíê-

öèè J0, è, ñëåäîâàòåëüíî, λ =
b20zS

2F 2

4µρs(0)
γ2. Èòàê, âñå ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ âûïîëíåíû.

Ïîëîæèì â îñíîâíûõ óðàâíåíèÿõ y = 0,
∂

∂y
, vy = 0, by = 0. Òîãäà

èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä

∂vx
∂x

+
∂p

∂x
− 1

µρs
b0z

∂bx
∂z

= 0, (124)

vz = − 1

S

∂2p

∂t∂z
, (125)

∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

= 0, (126)
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∂bx
∂x

+
∂bz
∂z

= 0, (127)

∂bx
∂t

= b0z
∂vx
∂z

, (128)

∂bz
∂t

= b0z
∂vz
∂z

, (129)

ρ = −∂p
∂z
. (130)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (124) ïî t:

∂2vx
∂t2

+
∂2p

∂t∂x
− 1

µρs
b0z

∂2bx
∂t∂z

, (131)

à óðàâíåíèå (128) ïî z:

∂2bx
∂t∂z

= b0z
∂2vx
∂z2

. (132)

Èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé (131) è (132) bx, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

∂2vx
∂t2

+
∂2p

∂t∂x
− 1

µρs
(b0z)

2 ∂
2vx
∂z2

(133)

èëè [
∂2

∂t2
− 1

µρs
D2

]
vx = − ∂2p

∂t∂x
. (134)

Ïóñòü

p =

[
∂2

∂t2
− 1

µρs
D2

]
vx = − ∂2p

∂t∂x
p̃(x, z, t), (135)

òîãäà óðàâíåíèå (134) ïðèìåò âèä

fvx =
∂2

∂t∂x
fp̃,

ãäå f � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð,

(
f =

∂2

∂t2
− 1

µρs
D2

)
, èëè

fvx = f
∂2p̃

∂t∂x
. (136)



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñëîÿ ... 43

Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (136) îïåðàòîð f−1, ïîëó÷èì

vx =
∂2

∂t∂x
A(x, z, t),

ãäå A(x, z, t) � ÿäðî îïåðàòîðà f , ò. å.[
∂2

∂t2
− 1

µρs
D2

]
A = 0.

Ïóñòü A(x, z, t) = Re ei(kx− σt)G(z), òîãäà G(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ (

σ2 +
1

µρs
b0z

∂2

∂z2

)
G(z) = 0

èëè

G′′ +
σ2µρs(z)

b0z
2 G = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

G(z) = C1J0

(
2σ
√
µρs(z)

SFb0z

)
+ C2Y0

(
2σ
√
µρs(z)

SFb0z

)
. (137)

Óðàâíåíèå (125) ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (135) ïðèìåò âèä

vz =
1

S

∂2

∂t∂z
fp̃(x, z, t),

îòêóäà
∂vz
∂z

=
1

S

∂2

∂z2

[
f
∂p̃

∂t

]
.

Âû÷èñëèâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂

∂z

[
f
∂p̃

∂t

]
= f ′z

∂p̃

∂t
+ f

∂3p̃

∂z2∂t
,

∂2

∂z2

[
f
∂p̃

∂t

]
= f ′′z

∂p̃

∂t
+ 2f ′z

∂2p̃

∂z∂t
+ fz

∂3p̃

∂z2∂t
,
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óðàâíåíèå (126) ïðèìåò âèä

∂3p̃

∂t∂x2
+ ikei(kx− σt)G(z) +

1

S
f ′′z
∂p̃

∂t
+

2

S
f ′z

∂2p̃

∂z∂t
+
f

S

∂3p̃

∂z2∂t
(138)

èëè ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ

f ′z =
ρ′s
µρ2s

b0z
∂2

∂z2
= −SF

µρs
b20z

∂2

∂z2
,

f ′′z =
SFρ′s
µρ2s

b20z
∂2

∂z2
= −S

2F 2

µρs
b20z

∂2

∂z2
,

âèä
∂3p̃

∂t∂x2
+ ikei(kx− σt)G(z)− SF 2

µρ2s
b20z

∂3p̃

∂z2∂t
−

− 2F

µρs
b20z

∂4p̃

∂z3∂t
+

1

S

[
∂2

∂t
− 1

µρs
D2

]
∂3p̃

∂t∂z2
= 0.

(139)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (139) â âèäå

p̃ = Re ei(kx− σt)G1(z).

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè G1(z) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

G
(
14) + 2FSG′′′

1 +

(
S2F 2 +

σ2µρs
b20z

)
G′′

1+

+
kSµρs
b20z

G′
1 +

k2Sµρs
b20z

G1 = 0.
(140)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (140) â âèäå

G1 = G̃1 (ρs(z)) .

Òîãäà

G′
1 = G̃′

1ρ
′
s, G′′

1 = G̃′′
1ρ

′
s
2
+ G̃′

1ρ
′′
s = G̃′′

1S
2F 2ρs

2 + G̃′
1S

2F 2ρs,

G′′′
1 = G̃′′′

1

(
−S3F 3

)
ρ3s + 2G̃′′

1S
2F 2ρ2s (−SF ) + G̃′′

1

(
−S3F 3

)
ρ2s−

−G̃′
1S

3F 3ρs = −S3F 3ρ3sG̃
′′′
1 − 3S3F 3ρ2sG̃

′′
1 − S3F 3ρsG̃

′
1,

G̃
(4)
1 = S4F 4ρ4sG̃

(4) + 6S4F 4ρ3sG̃
′′′
1 + S4F 4ρsG̃

′
1 + 7S4F 4ρ2sG̃

′′
1 =

= S4F 4ρ4sG̃
(4)
1 + 6S4F 4ρ3sG̃

′′′
1 + 7S4F 4ρ2sG̃

′′
1 + S4F 4ρsG̃

′
1.
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Óðàâíåíèå (140) â òåðìèíàõ ôóíêöèè G̃1 (ρs(z)) ïðèíèìàåò âèä

S4F 4ρ4sG̃
(4)
1 + 6S4F 4ρ3sG̃

′′′
1 + 7S4F 4ρ2sG̃

′′
1 + S4F 4ρsG̃

′
1+

+2FS
{
−S3F 3ρ3sG̃

′′′
1 − 3S3F 3ρ2sG̃

′′
1 − S3F 3ρsG̃

′
1

}
+

+

(
S2F 2 +

σµρs
b0z

)[
S2F 2ρ2sG̃

′′
1 + S2F 2ρsG̃

′
1

]
+

+
kSµρs
b0z

G̃′
1 +

kSµρs
8b20z

G̃1 = 0 (141)

èëè

ρ4sG̃
(4)
1 + 4ρ3sG̃

′′′
1 + ρ2s

[
2 +

σµρs
S2F 2b20z

]
G̃′′

1 +
σµρ2s

S2F 2b20z
G̃′

1+

+
k2Sµρs
S4F 4b20z

G̃′
1 +

kµρs
σb20zS

3F 4
G = 0, (142)

èëè

ρ3sG̃
(4)
1 + 4ρ2sG̃

′′′
1 + ρs

[
2 +

σµρs
S2F 2b20z

]
G̃′′

1 +
σµρs

S2F 2b20z
G̃′

1+

+
k2µ

S3F 4b20z
G̃′

1 +
kµ

σb20zS
3F 4

G = 0. (143)

Òàê êàê

G̃1p.h. (ρs(z)) = αρs(z), α = const,

íåòðèâèàëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (ïðè G ≡ 0) ïðè σ = − k2

SF 2
, òî çàìåíà

G̃1 (ρs(z)) = G̃1p.h. (ρs(z))

∫
G̃2 (ρs(z)) d (ρs(z))

ïðèâîäèò óðàâíåíèå (143) ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿä-
êà:

ρ3sG̃
′′′
2 + 8ρ2sG̃

′′
2 + ρs

[
14 +

σµ

S2F 2b20z
ρs

]
G̃′

2+

+

[
4 + 3

σµρs
S2F 2b20z

ρs

]
G̃2 = − kµ

σαS3F 4b20z
ρsG.

(144)
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Ðàññìîòðèì äàëåå óðàâíåíèå (144) â âèäå

ρ3sG̃
′′′
2 + 8ρ2sG̃

′′
2 +

[
αρ2s + 14ρs

]
G̃′

2 + [3αρs + 4] G̃2 = g0 (ρs) , (145)

ãäå

α =
σµ

S2F 2b20z
, g0 (ρs) = − kµ

σαS3F 4b20zρs
G (ρs) .

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (145) ñ îñîáîé òî÷êîé ρs = 0 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïðè ρs > 0. Çàïèøåì óðàâíåíèå (145) â âèäå

ρ3sG̃
′′′
2 + 8ρ2sG̃

′′
2 + 14ρsG̃

′
2 + 4G̃2 = g0 (ρs)− α

[
3ρsG̃2 + ρ2sG̃

′
2

]
(146)

è áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó α ìàëûì îòðèöàòåëüíûì ïàðàìåòðîì.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (146) ïðè α = 0:

ρ3sG̃
′′′
2 + 8ρ2sG̃

′′
2 + 14ρsG̃

′
2 + 4G̃2 = g0 (ρs) . (147)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå

ρ3sG̃
′′′
2 + 8ρ2sG̃

′′
2 + 14ρsG̃

′
2 + 4G̃2 = 0 (148)

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ýéëåðà. Ïîäñòàâëÿÿ â
(148)

ρs = eµ̃, G̃′
2 = e−µ̃

dG̃2

dµ̃
, G̃′′

2 = e−2µ̃

(
d2G̃2

dµ̃2
− dG̃2

dµ̃

)
,

G̃′′′
2 = e−3µ̃

(
d3G̃2

dµ̃3
− 3

d2G̃2

dµ̃2
+ 2

dG̃2

dµ̃

)
,

ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d3G̃2

dµ̃3
+ 5

d2G̃2

dµ̃2
+ 8

dG̃2

dµ̃
+ 4G̃2 = 0,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå êîòîðîãî èìååò êîðíè k1 = −1, k2 =
= k3 = −2. Ñëåäîâàòåëüíî,{

e10(ρs) =
1

ρs
, e20(ρs) =

1

ρ2s
, e10(ρs) =

ln ρs
ρs

}
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áàçèñ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (148), à

G̃20 =

3∑
κ=1

(Cκ + Cκ(ρs)) eκ0(ρs)

èñêîìîå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (147), ãäå
Cκ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ôóíêöèè Cκ(ρs) íàõîäÿòñÿ èç ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

C ′
1(ρs) +

1

ρs
C ′

2(ρs) +
ln ρs
ρs

C ′
3(ρs) = 0,

C ′
1(ρs) +

2

ρs
C ′

2(ρs) +
2 ln ρs − 1

ρs
C ′

3(ρs) = 0,

2C ′
1(ρs) +

6

ρs
C ′

2(ρs) +
6 ln ρs − 5

ρs
C ′

3(ρs) = g0(ρs)

â âèäå

C1(ρs) =

ρs∫
ρs0

g0(µ̃) dµ̃, C2(ρs) =

ρs∫
ρs0

µ̃ (ln µ̃− 1) g0(µ̃) dµ̃,

C3(ρs) = −
ρs∫

ρs0

µ̃g0(µ̃) dµ̃,

ãäå ρs0 > 0� íåêîòîðîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (147) èìååò âèä

G̃20(ρs) = C1e10(ρs) + C2e20(ρs) + C3e30(ρs) + G̃20r (ρs), (149)

G̃20r (ρs) = e10(ρs)

ρs∫
ρs0

g0(µ̃) dµ̃+ e20(ρs)

ρs∫
ρs0

g0(µ̃) (ln µ̃− 1) g0(µ̃) dµ̃−

−e30(ρs)
ρs∫

ρs0

µ̃g0(µ̃)dµ̃. (150)
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Ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (146) ëèíåéíà îòíî-
ñèòåëüíî α, ñëåäîâàòåëüíî, àíàëèòè÷íà, ïîýòîìó èñêîìîå ðåøåíèå
G̃2(ρs, α) ïðè α < 0 íàõîäèì â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà îòíîñèòåëüíî α:

G̃2(ρs, α) = G̃20(ρs) +

∞∑
n=1

G̃2n(ρs)α
n, (151)

ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè êîòîðîãî â óðàâíåíèå (146) ÿâëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

∞∑
n=1

(
ρ3sG̃

′′′
2n + 8ρ2sG̃

′′
2n + 14ρsG̃

′
2n + 4G̃2n

)
αn =

= −
∞∑

n=1

(
3ρsG̃2n + ρ2sG̃

′
2n

)
αn+1.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ α, ïîëó÷àåì
ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ρ3sG̃
′′′
2n + 8ρ2sG̃

′′
2n + 14ρsG̃

′
2n + 4G̃2n = gn(ρs), (152)

gn(ρs) = −
(
3ρsG̃2n−1 + ρ2sG̃

′
2n−1

)
, (153)

èç êîòîðîé ôóíêöèè G̃2n áóäåì íàõîäèòü ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

G̃2n (ρs0) = 0, n ∈ N. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ

φκ1(ρs) =
(
3ρseκ0(ρs) + ρ2se

′
κ0(ρs)

)
, (154)

eκ1 = e10(ρs)

ρs∫
ρs0

φκ1 dµ̃+ e20(ρs)

ρs∫
ρs0

µ̃ (ln µ̃− 1)φκ1 dµ̃−

−e30(ρs)
ρs∫

ρs0

µ̃φκ1 dµ̃, (155)

g̃1(ρs) = −
(
3ρsG̃20r (ρs) + ρ2sG̃

′
20r (ρs)

)
, (156)

G̃21r (ρs) = e10(ρs)

ρs∫
ρs0

g̃1 dµ̃+ e20(ρs)

ρs∫
ρs0

µ̃ (ln µ̃− 1) g̃1 dµ̃−
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−e30(ρs)
ρs∫

ρs0

µ̃g̃1 dµ̃, (157)

ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ (152) ïðè n = 1

G̃21(ρs) = C1e11(ρs) + C2e21 + C3e31(ρs) + G̃21r (ρs).

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ

φκn(ρs) = −
(
3ρseκ,n−1(ρs) + ρ2se

′
κ,n−1(ρs)

)
, (158)

eκn(ρs) = e10(ρs)

ρs∫
ρs0

φκn dµ̃+ e20(ρs)

ρs∫
ρs0

µ̃ (ln µ̃− 1)φκn dµ̃−

−e30(ρs)
ρs∫

ρs0

µ̃φκn dµ̃, (159)

g̃n(ρs) = −
(
3ρsG̃2n−1,r (ρs) + ρ2sG̃

′
2n−1,r

(ρs)
)
, (160)

G̃2nr
(ρs) = e10(ρs)

ρs∫
ρs0

g̃n dµ̃+ e20(ρs)

ρs∫
ρs0

µ̃ (ln µ̃− 1) g̃n dµ̃−

−e30(ρs)
ρs∫

ρs0

µ̃g̃n dµ̃, (161)

ïîëó÷èì èç (152) è (153)

G̃2n(ρs) = C1e1n(ρs) + C2e2n + C3e3n(ρs) + G̃21n(ρs).

Â ðåçóëüòàòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (146) èìååò âèä

G̃2 (ρs, α) =
3∑

κ=1

Cκ

( ∞∑
n=0

eκn(ρs)α
n

)
+

∞∑
n=0

G̃2nr
(ρs)α

n. (162)
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Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ îáùåå ðå-
øåíèå (162). Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

|G2nr (ρs)| |α|
n
.

Ïóñòü

A = max {eκ0(ρs)} , B = max {e′κ0(ρs)} ,
D = max {1; ρs (ln ρs − 1) ; ρs} , B = max |g0(ρs)| ,

ãäå ìàêñèìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî ρs ïðè ρs ∈ [ρs0 ; a], a > ρs0 . Èç (150)
ïîëó÷àåì îöåíêó ∣∣∣G̃20r (ρs)

∣∣∣ 6 ADM (a− ρs0) . (163)

Ñîãëàñíî (161)

G̃′
2nr

(ρs) = e′10(ρs)

ρs∫
ρs0

g̃n dµ̃+ e′20(ρs)

ρs∫
ρs0

µ̃ (ln µ̃− 1) g̃n dµ̃−

−e′30(ρs)
ρs∫

ρs0

µ̃g̃n dµ̃, (164)

òàê êàê

e10(ρs) + (ρs) (ln ρs − 1) e20(ρs)− ρse30(ρs) =

=
1

ρs
+ ρs (ln ρs − 1) · 1

ρ2s
− ρs ·

ln ρs
ρ2s

≡ 0.

Èç (164) ïðè n = 0, ãäå ïîëàãàåì g̃0(ρs) ≡ g0(ρs), ïîëó÷àåì∣∣∣G̃′
20r (ρs)

∣∣∣ 6 BDM (a− ρs0) . (165)

Ïîýòîìó èç (160) ïðè n = 1 ñ ó÷åòîì (163) è (165) ïîëó÷àåì

|g̃1(ρs)| 6
(
3aA+ a2B

)
DM (a− ρs0) , (166)
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à èç (161), (164) ïðè n = 1 è (166) �∣∣∣G̃21r (ρs)
∣∣∣ 6 AD2

(
3aA+ a2B

)
M (a− ρs0)

2
,∣∣∣G̃′

21r (ρs)
∣∣∣ 6 BD2

(
3aA+ a2B

)
M (a− ρs0)

2
.

Ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíû îöåíêè

|g̃n−1(ρs)| 6 Dn−1
(
3aA+ a2B

)n−1
M (a− ρs0)

n−1
,∣∣∣G̃2n−1,r (ρs)

∣∣∣ 6 ADn
(
3aA+ a2B

)n−1
M (a− ρs0)

n
,∣∣∣G̃′

2n−1,r
(ρs)

∣∣∣ 6 BDn
(
3aA+ a2B

)n−1
M (a− ρs0)

n
.

Òîãäà èç (160) ñëåäóåò îöåíêà

|g̃n(ρs)| 6 Dn
(
3aA+ a2B

)n
M (a− ρs0)

n
, (167)

à èç (161) ñ ó÷åòîì (167) �∣∣∣G̃2nr
(ρs)

∣∣∣ 6 ADn+1
(
3aA+ a2B

)n
M (a− ρs0)

n+1
. (168)

Ñîãëàñíî ìåòîäó ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè îöåíêà (168)
ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

ADn+1
(
3aA+ a2B

)n
M (a− ρs0)

n+1 |α|n

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ïðè α ∈ (−R;R), ãäå

R =
1

D (3aA+ a2B) (a− ρs0)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑

n=0

G̃′
2nr

(ρs)α
n
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ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî ρs ïðè ρs ∈ [ρs0 ; a],
α ∈ (−R;R).

Ðàññìîòðèì äàëåå ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

|eκr(ρs)| |α|n .

Èç (154) ïîëó÷àåì îöåíêó

|φκ1(ρs)| 6 3aA+ a2B, (169)

à èç (155) è ñëåäñòâèÿ èç (159) � âûðàæåíèå

e′κn(ρs) = e′10(ρs)

ρs∫
ρs0

φκn dµ̃+ e′20(ρs)

ρs∫
ρs0

µ̃ (ln µ̃− 1)φκn dµ̃−

−e′30(ρs)
ρs∫

ρs0

µ̃φκn dµ̃, (170)

ïðè n = 1 ñ ó÷åòîì (169) èìååì

|eκ1(ρs)| 6 AD
(
3aA+ a2B

)
(a− ρs0) ,

|e′κ1(ρs)| 6 BD
(
3aA+ a2B

)
(a− ρs0) .

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåðíû îöåíêè

|φκ,n−1(ρs)| 6 Dn−2
(
3aA+ a2B

)n−1
(a− ρs0)

n−2
,

|eκ,n−1(ρs)| 6 ADn−1
(
3aA+ a2B

)n−1
(a− ρs0)

n−1
,∣∣e′κ,n−1(ρs)

∣∣ 6 BDn−1
(
3aA+ a2B

)n−1
(a− ρs0)

n−1
,

èç (158) è (159) ïîëó÷àåì

|φκn(ρs)| 6 Dn−1
(
3aA+ a2B

)n
(a− ρs0)

n−1
,

|eκn(ρs)| 6 BDn−1
(
3aA+ a2B

)n
(a− ρs0)

n
. (171)
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Ïî èíäóêöèè îöåíêà (171) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ n ∈ N. Ñòåïåííîé
ðÿä

∞∑
n=0

ADn
(
3aA+ a2B

)n
(a− ρs0)

n |α|n

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ïðè α ∈ (−R;R); ñëåäîâàòåëüíî,
ðÿä

∞∑
n=0

eκn(ρs)α
n, κ = 1, 2, 3

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî ρs ïðè ρs ∈ [ρs0 ; a]
è α ∈ (−R;R). Òàê êàê

A =
1

ρ2s0
, B =

2

ρ3s0
, D = a (ln a− 1) , a > e2,

òî

R =
ρ3s0

a2 (2a+ 3ρs0) (a− ρs0) (ln a− 1)
. (172)

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå (162) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî
ρs ïðè ρs ∈ [ρs0 ; a] è α ∈ (−R;R), ãäå âåëè÷èíà R îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì (172).
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À. Ë. Ñìèðíîâ, À. À. Õàðóíæèé

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè
Ñ. Ê. Ãîäóíîâà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà
äëÿ çàäà÷è ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ.
Â êà÷åñòâå îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ áûëè âûáðàíû öèëèíäðè÷åñêèå è êî-
íè÷åñêèå îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì îáðàçóþùåé, ïðè ýòîì íàèáîëüøåå
âíèìàíèå áûëî îáðàùåíî íà ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êî-
ëåáàíèé ïðè èçìåíåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà óãëà îáðàçóþùåé. Äîñòîâåð-
íîñòü âñåõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ñòàòüå, áûëà ïðîâåðåíà ïðèìåíå-
íèåì ðàçëè÷íûõ êîíêóðèðóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ; ïðè ýòîì ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ìåæäó ñîáîé ïî òî÷íîñòè è íà åãî îñíîâå äàíà ïîëî-
æèòåëüíàÿ îöåíêà ïðèìåíåíèþ àëãîðèòìà îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè äëÿ
óïîìÿíóòûõ çàäà÷.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òîíêèõ óïðóãèõ îáî-
ëî÷åê ÷àñòî ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè, àíàëèòè÷åñêè ðàçðåøèòü êîòîðûå íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ðàç-
ëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Èç ïîñëåäíåãî
êëàññà âûäåëÿåòñÿ ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè Ñ. Ê. Ãîäóíî-
âà (ðàáîòà [1]). Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðè-
ìåíèìîñòè ýòîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òîíêèõ
óïðóãèõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé âûáðàíà çàäà÷à

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 30 ìàðòà 2009 ã.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 10-01-

00244à.
c⃝ À. Ë. Ñìèðíîâ, À. À. Õàðóíæèé, 2010



56 À. Ë. Ñìèðíîâ, À. À. Õàðóíæèé

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé óïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé è ñëàáîêîíè÷åñêîé
îáîëî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè óñëîâèé íà êðàÿõ, ïîñêîëüêó
ýòè çàäà÷è â òåõ èëè èíûõ ñëó÷àÿõ äîïóñêàþò ðåøåíèå êîíêóðèðó-
þùèìè ìåòîäàìè. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðîèçâå-
ñòè ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ìåæäó ñîáîé, ïî ðå-
çóëüòàòàì êîòîðîãî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû àëãîðèòìà
îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè è î÷åðòèòü êðóã çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ìåòîä
Ñ. Ê. Ãîäóíîâà äàåò êîððåêòíûå ðåçóëüòàòû.

Â ñòàòüå ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè Ñ. Ê. Ãîäóíîâà âû-
÷èñëåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèí-
äðè÷åñêîé è ñëàáîêîíè÷åñêèõ îáîëî÷åê, à òàêæå íàèíèçøèå ÷àñòî-
òû, äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü òàêæå ïîñòðîèòü ãðàôèêè ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé.

2. Ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè Ñ.Ê. Ãîäóíîâà

äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

Ïðè ñâåäåíèè òðåõìåðíîé òåîðèè îáîëî÷åê ê äâóìåðíîé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ãèïîòåç Êèðõãîôà�Ëÿâà ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè îïèñû-
âàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîñüìîãî ïîðÿäêà,
êîòîðûå ìîæíî â èçâåñòíûõ ïðåäåëàõ âàðüèðîâàòü (ñì. ðàáîòû [2],
[3], [4]). Â ñëó÷àå îáîëî÷êè âðàùåíèÿ ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû äî-
ïóñêàþò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ñëåäóþùåãî âèäà (çäåñü è äàëåå
èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå [2]):

u(s, ϕ) = um(s) cos(mϕ), [w, ϵi, κi, γ1, Ti,Mi, Q1],

v(s, ϕ) = vm(s) sin(mϕ), [ω, γ2, τ, Sij ,Hij , Q2],

ãäå â ñêîáêàõ ïåðå÷èñëåíû ôóíêöèè, äîïóñêàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå
ïî òåì æå çàêîíàì, i, j = 1, 2, m = 0, 1, 2, . . . � ÷èñëî âîëí â îêðóæ-
íîì íàïðàâëåíèè.

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è íàäëåæàùåãî âûáîðà íåçàâèñè-
ìûõ ôóíêöèé, à èìåííî íàáîðà

y =

(
u, v, w, γ1, T1, S

∗
1 = S21 +

H21

R2
, Q∗

1 = Q1 +
m

B
H21,M1

)
, (1)
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îïðåäåëÿþùåãî îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè

u = v = w = γ1 = 0 (2)

è ñâîáîäíîãî êðàÿ

T1 = S∗
1 = Q∗

1 =M1 = 0, (3)

ñèñòåìà óðàâíåíèé êîëåáàíèé òîíêîé óïðóãîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ
äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî m ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

y′(s) = Am(λ, s)y(s), (4)

ãäå λ � ÷àñòîòíûé ïàðàìåòð. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ øàðíèðíîãî
îïèðàíèÿ (óñëîâèÿ Íàâüå) òàêæå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç âû-
áðàííûå ôóíêöèè, îñòàâëÿÿ èõ îäíîðîäíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî m ìû ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó èç âîñüìè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ íåêîòîðûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ïåðå-
õîäà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, âûáîðà íàïðàâëåíèé äåéñòâèÿ ñèë
è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ðàçëè÷íûõ âèäàõ.

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî ÷èñ-
ëåííûì ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè Ñ. Ê. Ãîäóíîâà. Ðàññìîò-
ðèì îñíîâíûå ïðèíöèïû ýòîãî àëãîðèòìà äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è,
ò. å. çàäà÷è ñ îäíîðîäíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè.

Ïðåäïîëîæèì, âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (4), íåïðåðûâ-
íû íà îòðåçêå [0, l], ãäå l � äëèíà îáðàçóþùåé îáîëî÷êè. Íà êîíöàõ
îòðåçêà [0, l] ïîñòàâëåíû îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

By(0) = 0, Cy(l) = 0. (5)

Ìàòðèöû B è C � ïðÿìîóãîëüíûå ðàçìåðîì 4 × 4, 0 îçíà÷àåò íó-
ëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö.

Ñóòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî 4 êðàåâûõ
óñëîâèÿ ñ ëåâîãî êîíöà îòðåçêà [0, l], óñëîâíî ãîâîðÿ, ïåðåíîñÿòñÿ
íà ïðàâûé êîíåö, ïîñëå ÷åãî äîîïðåäåëÿþòñÿ íåäîñòàþùèå 4 óñëî-
âèÿ. Â ðåçóëüòàòå íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà ìû áóäåì èìåòü óæå âñå
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8 óñëîâèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ñâî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè, ÷òî óæå íå ñîñòàâëÿåò òðóäíîñòåé.
Îäíàêî ìîæåò âîçíèêíóòü ñëåäóþùàÿ òðóäíîñòü. Ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ ê òî÷êå l ìîæåò âîçíèêíóòü ñëèïàíèå
âåêòîðîâ y1(s), . . . ,y4(s), êîãäà îíè ñòàíîâÿòñÿ ïî÷òè ëèíåéíî çà-
âèñèìûìè.

×òîáû èçáåæàòü ïîäîáíîé ñèòóàöèè, ïðèìåíÿåòñÿ ñïîñîá îðòî-
ãîíàëèçàöèè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ñëåäóþùåì. Íà îòðåçêå âûáèðàåò-
ñÿ íåñêîëüêî òî÷åê 0 < α1 < α2 < · · · < αm = l, êîòîðûå íàçîâåì
òî÷êàìè îðòîãîíàëèçàöèè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè, ïðîõîäÿ
÷åðåç ýòè òî÷êè, âåêòîðû y1(αi), . . . ,y4(αi) îðòîíîðìèðóþòñÿ. Ïðè
ýòîì òî÷êè îðòîãîíàëèçàöèè äîëæíû áûòü ðàññòàâëåíû íàñòîëüêî
÷àñòî, ÷òîáû ïðîöåññ ñëèïàíèÿ âåêòîðîâ ðåøåíèé íå ïðèâåë ïðè
ïîäõîäå ê êàæäîé ñëåäóþùåé òî÷êå îðòîãîíàëèçàöèè ê áîëüøîé
ïîòåðå çíà÷àùèõ öèôð èç-çà ðîñòà âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè,
åñëè ñðåäè ðåøåíèé y1, . . . ,y4 åñòü áûñòðî ðàñòóùèå ñ ðîñòîì s.

Îïèñàííûé àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ íà ñåðèè çàäà÷ ñ ïàðàìåòðà-
ìè èç âåñüìà øèðîêîãî äèàïàçîíà. Îäíàêî äëÿ îäíîðîäíîñòè èç-
ëîæåíèÿ äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîãî, îïèñûâàþòñÿ ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ çàäà÷è ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: òîëùèíà
îáîëî÷êè h = 0.02 ì, äëèíà îáîëî÷êè l = 3 ì, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ
îáîëî÷êè R = 1 ì, ìîäóëü Þíãà E = 2.07 · 1011 Ïà, ïëîòíîñòü
ρ = 7.8 · 103 êã/ì3, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3. Óãîë íàêëîíà
îáðàçóþùåé âàðüèðîâàëñÿ â äèàïàçîíå îò íóëÿ (öèëèíäðè÷åñêàÿ
îáîëî÷êà) äî π/12.

3. ×àñòîòû îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé

Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè èìååò â åäèíèöå
òî÷êó ñãóùåíèÿ èç îñåñèììåòðè÷íûõ ÷àñòîò. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòå-
ðåñíîé çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ýòèõ ÷àñòîò ïðè íåáîëüøîì
îòêëîíåíèè ôîðìû îáîëî÷êè îò öèëèíäðè÷åñêîé, à èìåííî íåáîëü-
øîé å¼ êîíè÷íîñòè. Ýòî ñëó÷àé m = 0, λ ∼ 1; ìàòðèöà ñèñòåìû
óðàâíåíèé ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä, òàê êàê îò íåå îòäåëÿþò-
ñÿ äâà óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè.

Â òàáë. 1 ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà îðòîãîíàëü-
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íîé ïðîãîíêè, ïðèìåíåííîãî ê òåñòîâîé çàäà÷å ñ íóëåâûì óãëîì îá-
ðàçóþùåé, ò.å. öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå, â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëî-
âèé ñ îáåèõ ñòîðîí âçÿòà æåñòêàÿ çàäåëêà.

Òàáëèöà 1. ×àñòîòû îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè

Òî÷íîå çíà÷åíèå Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîãîíêà Àñèìïòîò. ìåò.

� 0.42183 �
0.82157 0.82152 0.82039
0.98213 0.98313 0.98126
0.99603 0.99513 0.99329
1.00418 1.00525 1.00467
1.01465 1.01504 1.01524
1.02986 1.02895 1.03096
1.05275 1.05451 1.05394

� 1.07492 �
1.1028 1.10327 1.0989
1.12840 1.12776 1.13071
1.19342 1.19490 1.18958
1.26062 1.26033 1.26592
1.36556 1.36537 1.36287
1.44440 1.44424 1.48399
1.52334 1.52380 1.50128
1.63506 1.63526 1.63565

� 1.68708 �
1.82056 1.82116 1.81626

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åí-
íûìè ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê â ðàáîòå [5]. Íåòðóäíî
çàìåòèòü âåñüìà óäîâëåòâîðèòåëüíîå èõ ñîâïàäåíèå.

Â ëèòåðàòóðå (íàïðèìåð, [2]) ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå àñèìïòî-
òè÷åñêèå ìåòîäû âûÿñíåíèÿ ïðèðîäû êîëåáàíèé äëÿ êàæäîé èç ÷à-
ñòîò. Ýòè îöåíêè äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè ïîäòâåðäèëè ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà îðòîãîíàëü-
íîé ïðîãîíêè, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1.

Íà íåì îòîáðàæåíî èçìåíåíèå ÷àñòîò îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáà-
íèé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ðîñòîì óãëà êîíóñíîñòè. Ëåãêî çàìå-
òèòü, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ÷àñòîò ìîíîòîííî ðàñòåò, óäàëÿÿñü äðóã
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîò îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé
êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè îò óãëà êîíóñíîñòè.

îò äðóãà, â òî âðåìÿ êàê íåêîòîðûå èç íèõ (à èìåííî òå, êîòîðûå
ïîä÷åðêíóòû â òàáë. 1) îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûìè. Ýòîò
ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ ðàçëè÷íîé ïðèðîäîé ÷àñòîò, è â äàííîì ñëó÷àå
ïîñëå îáðàùåíèÿ ê àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì äëÿ öèëèíäðè÷å-
ñêîé îáîëî÷êè èç ðàáîòû [2], êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü îöåíêó
äëÿ ÷àñòîò êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ïî ôîðìóëå

λ(0) = (2(1 + ν))
−1
p2, p ∈ N,

íåìåäëåííî ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå, ÷òî íå ðàñòóùèå ñ ðîñòîì óãëà
÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿ êðóòèëüíûìè. Ñîîòâåòñòâåííî îñòàâøèåñÿ � ÷à-
ñòîòû ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé.

4. Íèçøèå ÷àñòîòû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôîðìû

êîëåáàíèé

Ñâåðõíèçêèìè íàçûâàþòñÿ ÷àñòîòû êîëåáàíèé, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíåíî óñëîâèå λ → 0 ïðè h → 0. Îáîëî÷êè íóëåâîé ãàóññîâîé
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êðèâèçíû, öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå, èìåþò ñâåðõíèçêèå êîëå-
áàíèÿ ñ ÷àñòîòîé λ ∼ h. Ýòèì ÷àñòîòàì ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèÿ ñ
áîëüøèì ÷èñëîì âîëí ïî ïàðàëëåëè: ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû
[2] âåðíà îöåíêà m ∼ h−1/4. Òàì æå âûñêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå,
÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî òîíêèõ îáîëî÷åê íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû
íèæíÿÿ ÷àñòü ñïåêòðà ñîñòîèò èç ñâåðõíèçêèõ ÷àñòîò, íóëåâîå ïðè-
áëèæåíèå ê çíà÷åíèÿì êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàéäåíî èç âàðèàöèîí-
íîé çàäà÷è

λ′ = min
ω(0)

∫
s3(ω(0))2ds+ aρ8

∫
s−3(ω(0))2ds

bρ4
∫
s(ω(0))2ds

,

ãäå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

λ = µ2λ′, m = µ−1/2ρ, µ4 = h2/3,

a =
tan2 α

(1− ν2) sin8 α
, b =

tan2 α

sin4 α
.

Îòñþäà ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê íàè-
ìåíüøåìó çíà÷åíèþ λ è ñîîòâåòñòâóþùåìó åìó m ïðè óñëîâèè
æåñòêîé çàäåëêè ñ îáåèõ ãðàíèö:

λ =
κ(β)h cosα

Rl2
√

2(1− ν2)
, m4 =

√
2(1− ν2)R3η(β) cosα

l2h
, (6)

ãäå ôóíêöèè κ(β) è η(β), çàâèñÿùèå îò âåëè÷èíû β = l sinα/R, íà
îòðåçêå [0, 1/2] ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
â âèäå èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ:

κ(β) = 1750β5 − 1958.3β4 + 22.1β + 770.8β3 − 100.4β2 + 44.4,
η(β) = 916.7β5 − 1250β4 + 570.8β3 − 72.5β2 − 35.3β + 22.2.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûøåñêàçàííîå î õàðàêòåðå íàèíèçøèõ
êîëåáàíèé èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ êðàåâ îáî-
ëî÷êè ñ åäèíñòâåííîé îãîâîðêîé: ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîãî ëèáî ñëà-
áî çàêðåïëåííîãî êðàÿ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ÷àñòîòû λ ∼ hα, ãäå α > 1.
Ìû îñòàâëÿåì ýòîò ñëó÷àé âíå ðàññìîòðåíèÿ ââèäó åãî íåòèïè÷íî-
ñòè.
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Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íàèíèçøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé
îáîëî÷êè ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè
óñëîâèè èçâåñòíîñòè çíà÷åíèÿ m, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííûì êîëå-
áàíèÿì. Îöåíêó äëÿ ýòîé âåëè÷èíû ëåãêî ïîëó÷èòü èç ôîðìóë (6).

Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò ñäåëàòü îöåíêó òî÷íîñòè ðàáîòû ÷èñëåí-
íîãî ìåòîäà. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàì-
ìû, ïðèìåíåííîé ê òåñòîâîé çàäà÷å ñ sinα = 0.1, ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû. Ïîëó÷åííûå
çíà÷åíèÿ íàèíèçøåé ÷àñòîòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷å-
òîâ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå ANSYS.

Òàáëèöà 2. Çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé íàèíèçøåé ÷àñòîòû
ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè îò âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîé

òîëùèíû

Îòíîñèòåëüíàÿ ANSYS, Îðòîãîíàëüíàÿ Îòêëîíåíèå,
òîëùèíà ÌÊÝ ïðîãîíêà %

0.001 33.199 82.028 147.08
0.002 46.292 82.695 78.64
0.003 55.803 83.617 49.84
0.004 64.675 84.974 31.39
0.005 71.228 86.580 21.55
0.006 76.681 88.486 15.39
0.007 82.626 90.696 9.77
0.008 88.951 93.171 4.74
0.009 95.204 95.834 0.66
0.010 98.122 98.776 0.67
0.011 101.240 101.841 0.59
0.012 104.530 105.132 0.58

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè h ðåçóëüòàòû ñóùå-
ñòâåííî ðàçíÿòñÿ. Äàííàÿ çàêîíîìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçóåìîé
è ëîãè÷íîé ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå: âõîäÿùèå â ìàòðèöó ÷ëåíû ñ îò-
ðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû h/R ñ å¼ óìåíü-
øåíèåì íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü íàä ïðî÷èìè. Òàêèì îáðàçîì, ñëå-
äóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè öå-
ëåñîîáðàçíî ïðè çíà÷åíèè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû h/R ∼ 10−2;
ïðè ýòîì îòêëîíåíèå ðåçóëüòàòîâ îò ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ â ïàêåòå
ANSYS (êîòîðûå ìû óñëîâíî ñ÷èòàåì òî÷íûìè â ñèëó îòñóòñòâèÿ
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áîëåå òî÷íûõ) ñîñòàâëÿåò äîëè ïðîöåíòîâ.
Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ, ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè, à òàêæå ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë (6) äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è ñ æåñòêî çàäåëàííûìè êðàÿìè,
òîëùèíîé h = 0.02 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óãëà îáðàçóþùåé α.
Ëåãêî ïðîñëåäèòü ìîíîòîííûé ðîñò çíà÷åíèÿ íàèíèçøåé ÷àñòîòû
ñ ðîñòîì óãëà α. Çäåñü æå îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå àñèìïòîòè-
÷åñêèå ôîðìóëû äàþò áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ïðè óìåíüøåíèè
îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè.

Òàáëèöà 3. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàèíèçøåé ÷àñòîòû â çàâèñèìîñòè

îò óãëà îáðàçóþùåé

sinα Àñèìïòîòè÷åñêèå ANSYS, Îðòîãîíàëüíàÿ Îòêëîíåíèå
ôîðìóëû ÌÊÝ ïðîãîíêà ÌÊÝ îò ÎÏ, %

0 153.81 120.58 120.76 0.149
0.02 157.45 122.46 122.68 0.180
0.04 161.29 124.82 124.99 0.136
0.06 165.67 127.76 127.95 0.149
0.08 170.74 131.39 131.70 0.236
0.10 176.43 135.83 136.02 0.140

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåñòîâîé çàäà÷è ñ ìàëûì
óãëîì α íàèíèçøèå êîëåáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëó âîëí ïî ïà-
ðàëëåëè ðàâíîìó 4. Îöåíêà ýòîé âåëè÷èíû ôîðìóëîé (6) ñîâïàëà
ñ ðåçóëüòàòàìè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû
àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âòîðîé íàèíèçøåé ÷àñòîòû, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé çíà÷åíèþ m = 3.

Êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ òðåõ íàèíèçøèõ ÷àñòîò äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé m â ñëó÷àå æåñòêî çàäåëàííîé ñ îáåèõ ñòîðîí
òåñòîâîé çàäà÷è ñ sinα = 0.1 è h = 0.01 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.

Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ õîðîøî ñîîòíîñèòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè
îöåíêàìè, äàííûìè â ðàáîòàõ [5], [6]. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñòðîãèé
ìèíèìóì íàõîäèòñÿ â òî÷êå m = 4.

Ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè ïîçâîëÿåò òàêæå ñòðîèòü ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå êîí-
êðåòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî ìîãóò áûòü íàé-
äåíû ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè. Íà ðèñ. 3(a) ïðåä-
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Òàáëèöà 4. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âòîðîé íàèíèçøåé ÷àñòîòû â

çàâèñèìîñòè îò óãëà îáðàçóþùåé

sinα ANSYS, Îðòîãîíàëüíàÿ Îòêëîíåíèå
ÌÊÝ ïðîãîíêà ÌÊÝ îò ÎÏ, %

0 142.04 142.14 0.070
0.02 141.01 141.41 0.280
0.04 140.53 140.75 0.159
0.06 139.89 140.16 0.191
0.08 138.97 139.64 0.479
0.10 138.74 139.23 0.349

ñòàâëåíû ôîðìû êîëåáàíèé ïî âñåì òðåì êîîðäèíàòàì u, v, w äëÿ
æåñòêî çàêðåïëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ h = 0.02.

Êàê ñëåäóåò èç ðàçíîñòè â àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé, ðåçóëüòàòû
õîðîøî ñîîòíîñÿòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì, ÷òî íàèíèçøàÿ ÷àñòîòà ÿâëÿ-
åòñÿ êâàçèïîïåðå÷íîé, ò. å. w ≫ max(u, v). Òî æå ìîæíî ñêàçàòü
è î âòîðîé íàèíèçøåé ÷àñòîòå, ñîîòâåòñòâóþùåé m = 3; ôîðìû
êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ α = 0.1 äëÿ íå¼ ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 3(b). Çäåñü è äàëåå ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïîâåäå-
íèå ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè ïðàâîãî êîíöà èíòåðâàëà � îòêëîíåíèå
îò âûïîëíåíèÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ (ðàâåíñòâî íóëþ â ïðàâîì êîí-
öå) îáóñëîâëåíî íàêîïëåíèåì îøèáîê ïðè ïðÿìîì è îáðàòíîì õîäå
ïðîãîíêè. Ýòà ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü ìèíèìèçèðîâàíà óìåíüøå-
íèåì øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è îðòîãîíàëèçàöèè ïðè îäíîâðåìåííîì
óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà çíà÷àùèõ öèôð â ìàøèííîì ïðåäñòàâëåíèè
÷èñëà.

Çàêëþ÷èòåëüíûì äëÿ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá
èçìåíåíèè ôîðì êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàèíèçøèì ÷àñòî-
òàì, ñ ðîñòîì ìàëîãî ïàðàìåòðà óãëà îáðàçóþùåé êîíóñà α. Íà
ðèñ. 3 íà âêëåéêå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ñîáñòâåííûõ ôîðì êî-
ëåáàíèé äëÿ æåñòêî çàêðåïëåííûõ öèëèíäðè÷åñêîé è êîíè÷åñêèõ
(α = 0.08, 0.1) îáîëî÷åê ñ h = 0.02. Îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî òî÷êà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìóìàì ôîðì ïî v, w è ïåðåñå÷åíèþ ôîðìû
ïî u ñ îñüþ àáñöèññ, ñ ðîñòîì óãëà α ñäâèãàåòñÿ îò ñåðåäèíû (äëÿ
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè) â ñòîðîíó áîëåå óçêîãî êîíöà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè óãëà êîíè÷íîñòè ïðåèìóùåñòâåííûå êîëå-
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Ðèñ. 2. Òðè íèçøèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé îáîëî÷-
êè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé m ïðè sinα = 0.1.

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé æåñòêî çà-
êðåïëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé (a) è êîíè÷åñêîé ñ α = 0.1 (b)
îáîëî÷åê.
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áàíèÿ ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó áîëåå óçêîãî êîíöà îáîëî÷êè.
Ïîëåçíî òàêæå ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòà-

ìè ÌÊÝ. Íà ðèñ. 4 íà âêëåéêå èçîáðàæåíà äåôîðìèðîâàííàÿ êî-
íè÷åñêàÿ îáîëî÷êà (à èìåííî ñóììàðíûé âåêòîð ïåðåìåùåíèé) äëÿ
ïåðâîé è âòîðîé íàèíèçøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Íåñëîæíî ïðîñëå-
äèòü ñîîòâåòñòâèå ôîðì êîëåáàíèé è ÷èñëà âîëí ïî ïàðàëëåëè ñ
ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû àëãîðèòìà îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè.

5. Çàêëþ÷åíèå

Èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíî-ðåàëèçîâàííîãî ìåòîäà îðòîãî-
íàëüíîé ïðîãîíêè äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è íàéäåíû íåêîòî-
ðûå èç îñåñèììåòðè÷íûõ è íàèíèçøèõ ÷àñòîò öèëèíäðè÷åñêîé è
ñëàáîêîíè÷åñêîé îáîëî÷åê. Íà îñíîâå ïðîèçâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ èñ-
ñëåäîâàíî ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé ñëàáî-
êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû óãëà îáðàçóþùåé,
âûÿñíåíà ïðèðîäà èññëåäóåìûõ ÷àñòîò. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè êîíêóðèðóþùèõ ìåòîäîâ, òàêèõ
êàê ÌÊÝ è íåêîòîðûå èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.
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ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ.

Â.Â. Ïëàòîíîâ

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî
íîâûõ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè-
÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè íîðìàëüíîé äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå. Çàäà÷à ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííîé òåîðèè, ó÷èòûâàþùåé ïî-
ïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñäâèãà ñîãëàñíî Ñ.À. Àìáàðöóìÿíó. Ïðèâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå âåëè÷èí êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ ñëó÷àÿ òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíîãî è èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëîâ. Ñòðîèòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìû
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïîëó÷åíû óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ òåîðèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà,
ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ.

1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç êëàññîâ çàäà÷, òðåáóþùèõ ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèé áî-
ëåå òî÷íûõ, ÷åì òåîðèÿ Êèðõãîôà�Ëÿâà, ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå
çàäà÷è � îïðåäåëåíèå âûñøèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé, ïðîáëåìà ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîëí, âûçâàííûõ áûñòðîèçìåíÿþùåéñÿ íàãðóçêîé è ò. ä.
Ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãîôà�Ëÿâà ê èññëåäîâàíèþ
óñòîé÷èâîñòè äëèííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä âîçäåéñòâèåì
äèíàìè÷åñêîãî ðàäèàëüíîãî äàâëåíèÿ ïîêàçàëî, ÷òî ïðè âíåçàïíî
ïðèëîæåííîé íàãðóçêå, ïðåâûøàþùåé ñòàòè÷åñêóþ êðèòè÷åñêóþ
íàãðóçêó, ìîæåò âîçíèêàòü íîâàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè [1].
Ê îáîëî÷êå áûëà ïðèëîæåíà íàãðóçêà, çàâåäîìî áîëüøàÿ, ÷åì ñòà-
òè÷åñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ. Íàáëþäàëàñü ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè,
ðàâíàÿ ïðèìåðíî 2/3 îò âûñøåé ôîðìû ïðè êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâ-
êå. Ýòà ôîðìà óñòîé÷èâîñòè â ñòàòèêå áûëà áû íåóñòîé÷èâà. ×èñëî

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 20 îêòÿáðÿ 2009 ã.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 09-01-00623a
c⃝ Â.Â. Ïëàòîíîâ, 2010
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ôîðì äèíàìè÷åñêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå
âåëè÷èíà âíåçàïíî ïðèëîæåííîé íàãðóçêè. Òàê æå ê íîâûì ôîðìàì
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â ýòîì ñëó÷àå äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ
îáîëî÷åê ïðèâîäèò ïðèìåíåíèå òåîðèè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà. Â
ðàáîòå [2] ïîëó÷åíî, ÷òî â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, êàê
è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàòèêè è êîëåáàíèé îáîëî÷åê [3], ó÷åò ïîïå-
ðå÷íîãî ñäâèãà è èíåðöèè âðàùåíèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåí-
íûì ïîïðàâêàì ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé. Áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè î÷åíü áîëüøèõ íàãðóçêàõ ñ ó÷åòîì òåîðèè Òèìîøåíêî�
Ðåéññíåðà âîçíèêàåò çàâåäîìî íîâàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
â ñðàâíåíèè ñ ôîðìîé 2/3 îò âûñøåé, ïîëó÷åííîé â êëàññè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå [1].

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïðèí-
öèïèàëüíî íîâûõ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè íîðìàëüíîé äèíàìè÷åñêîé
íàãðóçêå. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííîé
òåîðèè, ó÷èòûâàþùåé ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñäâèãà ñîãëàñíî
Ñ.À. Àìáàðöóìÿíó [4]. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå âåëè÷èí êðèòè÷åñêîé
íàãðóçêè äëÿ ñëó÷àÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî è èçîòðîïíîãî
ìàòåðèàëîâ. Ñòðîèòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè è ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ òåîðèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà,
ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ.

2. Óòî÷íåííûå òåîðèè îáîëî÷åê

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû óòî÷íåííûõ òåîðèé îáîëî÷åê,
êîòîðûå ïîñòðîåíû ïóòåì ñâåäåíèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè
óïðóãîñòè ê äâóìåðíûì ñ ïðèâëå÷åíèåì ãèïîòåç ìåíåå æåñòêèõ,
÷åì ãèïîòåçû Êèðõãîôà�Ëÿâà (ïîëíûé èëè ÷àñòè÷íûé îòêàç îò ãè-
ïîòåçû íåäåôîðìèðóåìûõ íîðìàëåé). Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäîâ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè íåêîòîðûõ èç âåëè÷èí u,
v, w, σij â âèäå êîíå÷íûõ ðÿäîâ

ui =

N∑
k=0

uik(x, y)ϕik(z), σij =

N∑
k=0

σk
ij(x, y)ψik(z)
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ñ ïîñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì îñòàëüíûõ âåëè÷èí. Àïïðîêñèìèðó-
þùèå ôóíêöèè ϕik(z) è ψik(z), êàê ïðàâèëî, ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè,
à äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé uik, σ

k
ij âûâîäÿòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ èëè
ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ïîïåðå÷-
íûå äåôîðìàöèè ñäâèãà ñîãëàñíî óòî÷íåííîé òåîðèè Ñ.À. Àìáàð-
öóìÿíà [4]. Â ýòîé òåîðèè ìåòîä ïåðåõîäà îò òðåõìåðíûõ ê äâó-
ìåðíûì óðàâíåíèÿì òåîðèè óïðóãîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ çàäàþòñÿ â âèäå

σxz = f(z)ϕ(x, y) +
(X+ +X−)z

h
+

(X+ −X−)

2
,

σyz = f(z)ψ(x, y) +
(Y + + Y −)z

h
+

(Y + − Y −)

2
,

à σz îïðåäåëÿåòñÿ èç òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Çäåñü
X+(x, y), Y +(x, y), X−(x, y), Y −(x, y) � òàíãåíöèàëüíûå êîìïî-
íåíòû âåêòîðîâ èíòåíñèâíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê, ïðèëîæåí-
íûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ îáîëî÷êè. Ôóíêöèÿ f(z) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé

(îáû÷íî f(z) = h2

4 − z2), à äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ϕ(x, y) è
ψ(x, y) âûâîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èç òðåõìåðíûõ
óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ òåîðèè óïðóãîñòè ïóòåì èõ èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïî òîëùèíå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè óòî÷íåííîé òåîðèè
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè íå ó÷èòûâàþò-
ñÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà (hki)

2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, ãäå h � òîëùèíà
îáîëî÷êè, ki � ãëàâíûå êðèâèçíû.

3. Ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå óòî÷íåííîé òåîðèè

Ïóñòü ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè R îòíåñåíà
ê ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò α, β òàê, ÷òî α ïðåäñòàâëÿ-
åò óãîë øèðîòû, à β � óãîë äîëãîòû. Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû áóäåì èìåòü A = R, B = R sinα. Â
ïîñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî A � âåëè÷èíà ïîñòîÿí-
íàÿ, à B íå çàâèñèò îò β, è ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè
çàìêíóòîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ.
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Âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ ñèë è ìîìåíòîâ [4] èìåþò âèä:

T1,2 =
Eh

1− ν2
(ε1,2 + νε2,1) + T 0

1,2,

T =
Eh

2(1 + ν)
ω + T 0,

M1,2 =
Eh3

12(1− ν2)

[
κ1,2 + νκ2,1 +

1

R
(ε1,2 + νε2,1)

]
+M0

1,2,

H =
Eh3

24(1 + ν)
(τ +

ω

R
) +H0,

ãäå ÷ëåíû ñ èíäåêñîì 0, ïðåäñòàâëÿþùèå ÿâëåíèå ïîïåðå÷íîãî
ñäâèãà, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M0
1 =

16R

9
T 0
1 =

Eh5

120(1− ν2)G′

[
1

A

∂ϕ

∂α
+ ν(

1

B

∂ψ

∂β
+

1

AB

∂B

∂α
ϕ)

]
,

M0
2 =

16R

9
T 0
2 =

Eh5

120(1− ν2)G′

[
1

B

∂ψ

∂β
+

1

AB

∂B

∂α
ϕ+

ν

A

∂ϕ

∂α

]
,

H0 =
16R

9
T 0 =

Eh5

240(1 + ν)G′

[
A

B

∂

∂β
(
ϕ

A
) +

B

A

∂

∂α
(
ψ

B
)

]
.

Èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïåðåðå-
çûâàþùèå ñèëû, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé:

∂

∂α

[
B

(
T1 +

M1

R

)]
− ∂B

∂α

(
T2 +

M2

R

)
+

∂

∂β

[
A

(
S +

H

R

)]
= 0,

∂

∂α

[
B

(
S +

H

R

)]
+
∂B

∂α

(
S +

H

R

)
+

∂

∂β

[
A

(
T2 +

M2

R

)]
= 0,

T1 + T2
R

− 1

AB

[
∂

∂α

(
1

A

∂

∂α
(BM1)−

1

A

∂B

∂α
+

1

A

∂

∂β
(AH)

)]
−

− 1

AB

[
∂

∂β

(
1

B

∂

∂α
(BH) +

1

B

∂B

∂α
H +

1

B

∂

∂β
(AM2)

)]
= Z,
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ãäå Z � íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âíåøíåé íàãðóçêè. Ïîäñòàâëÿÿ
çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ñèë è ìîìåíòîâ â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñäå-
ëàâ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàéäåì

(∆+ 1− ν)ϑ− 1

R

(
h2

12R2
∆+ 1− ν

)
(∆+ 2)w =

5h

32RG′ (∆+ 1− ν)Z,

(
1 + ν

R
− h2

12R2

[
1 +

6E

5(1− ν)G′

]
∆

)
ϑ+

h2

12R4
(∆+1− ν)(∆+2)w =

=
1− ν2

Eh

(
1− Eh2

10R2(1− ν2)G′ ∆

)
Z,

ãäå ââåäåíî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ϑ = ε1 + ε2 =
1

AB

(
∂

∂α
(Bu) +

∂

∂β
(Av)

)
+

2w

R
.

Çäåñü ∆ = R2 1

AB

[
∂

∂α

(
B

A

∂

∂α

)
+

∂

∂β

(
A

B

∂

∂β

)]
� îïåðàòîð Ëàïëà-

ñà â áåçðàçìåðíîì âèäå. Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð ϑ èç ýòèõ óðàâíåíèé,
ïîëó÷èì îäíî óðàâíåíèå øåñòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íîðìàëü-
íîãî ïåðåìåùåíèÿ w:

[
c2(∆ + 1)2 + 1− h∗∆

]
(∆ + 2)w =

R2

Eh
(1− h∗∆)(∆ + 1− ν)Z, (1)

ãäå

c2 =
h2

12(1− ν)R2
, h∗ =

h2

10(1− ν2)R2

E

G′ ,

E � ìîäóëü Þíãà â òàíãåíöèàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ν � êîýôôè-
öèåíò Ïóàññîíà, G

′
� ìîäóëü ñäâèãà äëÿ ïëîñêîñòåé, íîðìàëüíûõ

ê ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè.

4. Ñòàòè÷åñêîå êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îñ-
íîâíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè, êîòîðîå äî ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ áåçìîìåíòíûì. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëîãèõ
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îáîëî÷åê êîìïîíåíòû èíòåíñèâíîñòè ôèêòèâíîé ïîâåðõíîñòíîé íà-
ãðóçêè èìåþò âèä

X∗ = 0, Y ∗ = 0, Z∗ = −T 0
1 κ1 − T 0

2 κ2 − T 0τ, (2)

ãäå κ1, κ2 è τ � èçìåíåíèÿ êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ. Äëÿ çàìêíóòîé
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî ïîâåðõíîñòè íîðìàëüíîãî âíåøíå-
ãî äàâëåíèÿ q èìååì:

T 0
1 = −qR

2
, T 0

2 = −qR
2
, T 0 = 0.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ èçìåíåíèé êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ,
ñîãëàñíî (2) ïîëó÷èì:

Z∗ = −qR
2
(∆ + 2)w.

Íàëè÷èå ñëàãàåìîãî −qRw îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ íå ëî-
êàëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, à ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé
ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè.

Óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè (1) ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðèìåò âèä

[
c2(∆ + 1)2 + 1− h∗∆

]
(∆+2)w+

qR

2Eh
(1−h∗∆)(∆+1−ν)(∆+2)w = 0.

(3)
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì íåïðåðûâ-
íîñòè è îäíîçíà÷íîñòè íà ñôåðå. Â ñèëó ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ îáî-
ëî÷êè c2 ≪ 1, h∗ ≪ 1 è ñ ïðèíÿòîé çäåñü òî÷íîñòüþ, ñëåäóÿ ðàáîòå
[5], îãðàíè÷èìñÿ êëàññîì ðåøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∆w + λw = 0.

Íåòðèâèàëüíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò
òîëüêî ïðè λn = n(n+ 1). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷èì[

c2(1− λ)2 + 1− h∗λ+
qR

2Eh
(1 + h∗λ)(1− ν − λ)

]
(2− λ) = 0.
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Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èì

c2(1− λ)2 + 1− h∗λ+
qR

2Eh
(1 + h∗λ)(1− ν − λ) = 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ èìååì

q =
2Eh

R

c2(λ− 1)2 + 1 + h∗λ

(1 + h∗λ)(λ− 1 + ν)
. (4)

Ìèíèìèçèðóåì ôóíêöèþ q = q(λ), ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ïðîèçâîä-

íóþ q ïî λ, ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ

(
h

R

)2

. Äëÿ λmin èìååì

λTI
min = 1− ν +

1

c
+
cν2

2
+ (1− ν)

h∗

c
+
h∗

c2
. (5)

Çíà÷åíèå λTI
min ≫ 1, òàê êàê âåëè÷èíà

1

c
≫ 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

âñåãäà ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî n, òàêîå ÷òî çíà÷åíèå λTI
min áóäåò

áëèçêî ê λn. Ïîäñòàâëÿÿ (5) â âûðàæåíèå (4), îïðåäåëèì êðèòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå qTI

kp :

qTI
kp =

2Eh

R
(2c− 2νc2 − h∗). (6)

Ïðè çíà÷åíèè h∗ = 0 âûðàæåíèå êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ äëÿ èçî-
òðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðèíèìàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

qIkp =
2Eh

R
(2c− 2νc2). (7)

Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé
îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî ïîâåðõ-
íîñòè íîðìàëüíîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ q, èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêóþ
òåîðèþ. Óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè [6] â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

D

hR2
∆3w +

qR

2h
∆2w + E∆w = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè
îáîëî÷êè. Àíàëîãè÷íî ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì
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íåïðåðûâíîñòè è îäíîçíà÷íîñòè íà ñôåðå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðè-
òè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïîëó÷àåì

qKL =
2Eh

R

(
c2λ+

1

λ

)
.

Ìèíèìèçèðóåì qKL ïî λ, òîãäà λKL
min =

1

c
è ñîîòâåòñòâóþùåå äàâ-

ëåíèå:

qKL
kp =

2Eh

R
2c. (8)

Âûðàæåíèå (6) ïðè ýòîì ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

qTI
kp = qKL

kp

(
1− ν

2
√
3(1− ν)

h

R
−

2
√
3(1− ν)

10(1− ν2)

h

R

E

G′

)
. (9)

Èç ýòîé ôîðìóëû äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà âèä-
íî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèé h/R, E/G

′
âåëè÷èíà

êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, íàéäåííàÿ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ïîïåðå÷íî-
ãî ñäâèãà, ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò êðèòè÷åñêîãî äàâëå-
íèÿ, íàéäåííîãî ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ó÷åò ïîïåðå÷íûõ ñäâèãîâ
ñíèæàåò âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè
ôîðìóëû (9)

h

R

E

G′ ≪ 1. (10)

Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâîé [3].

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (10) áóäåò àâòîìàòè÷åñêè âûïîë-

íÿòüñÿ óñëîâèå

(
h

R

)2

≪ G
′

E
, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåíèå â

îáîëî÷êå â ìîìåíò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

σ < G
′
,

÷òî íåîáõîäèìî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äâóìåðíîé òåîðèè îáîëî÷åê [3].
Â òàáë. 1 ïîêàçàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè íà

ñäâèã ïðè ðàñ÷åòå ñòàòè÷åñêîé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè â ñðàâíåíèè
ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé ïîëîãèõ îáîëî÷åê. Êàê âèäíî èç òàáë. 1,
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Òàáëèöà 1. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè íà ñäâèã

qTI
kp /q

KL
kp , h/R = 0.05 qTI

kp /q
KL
kp , h/R = 0.01 E/G

′
G

′
/E

0.91 0.98 5 0.2
0.83 0.97 10 0.1
0.75 0.95 15 0.07
0.66 0.93 20 0.05
0.58 0.92 25 0.04
0.50 0.90 30 0.03
0.18 0.83 50 0.02

òåîðèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà, óòî÷íÿåò êëàñ-
ñè÷åñêóþ òåîðèþ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. ×åì
áîëüøå îòíîøåíèå h/R è ìåíüøå îòíîøåíèå G

′
/E, òåì ñóùåñòâåí-

íåå óòî÷íåíèå. Òàê æå èç òàáë. 1 ìîæíî ïðîâåðèòü óñëîâèå (10).
Íàïðèìåð, äëÿ h/R = 0.05 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå G

′
/E,

âåëè÷èíà êîòîðîãî áîëüøå 0.05, ò. å. G
′
/E > 0.2. Äëÿ h/R = 0.01,

êàê ñëåäóåò èç òàáë. 1, íóæíî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíû G
′
/E > 0.07.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåò íàðóøàòüñÿ óñëîâèå (10). Ñ ïðèíÿòîé

çäåñü òî÷íîñòüþ

(
h

R

)2

÷ëåíû áîëüøåãî ïîðÿäêà áûëè îòáðîøåíû.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (10) ñëåäóþùèé ÷ëåí
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (9) ìîæåò èìåòü áîëüøåå âëèÿíèå íà
âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ÷åì îñòàâëåííûå [3].

5. Îïðåäåëåíèå ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à êîëåáàíèé òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé çà-
ìêíóòîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Ïîâåðõíîñòü èçîòðîïèè â êàæäîé
òî÷êå îáîëî÷êè ïàðàëëåëüíà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Íîðìàëüíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ âíåøíåé íàãðóçêè â ýòîì ñëó÷àå Z = γ
h

g

∂2w

∂t2
.

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ [1] è äëÿ çàäà÷ êîëåáàíèé [3] ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

w(α, β, t) =W (α, β) sinωt.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé Z è w(α, β, t) â âûðàæåíèå (1) äëÿ
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W (α, β) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

[
c2(∆ + 1)2 + 1− h∗∆

]
(∆ + 2)W = ω2R

2γ

Eg
(1− h∗∆)(∆ + 1− ν)W.

(11)
Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (3) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) äîëæíî ÿâëÿòü-
ñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∆W + λW = 0.

Òîãäà èç (11) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè

ω2
TI =

gE

γR2
(λ− 2)

c2(λ− 1)2 + 1 + h∗λ

(1 + h∗λ)(λ− 1 + ν)
. (12)

Ïîëàãàÿ â âûðàæåíèè (12) h∗ = 0, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîò
êîëåáàíèé èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè:

ω2
I =

gE

γR2
(λ− 2)

c2(λ− 1)2 + 1

(λ− 1 + ν)
. (13)

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ïîëîãîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, èñïîëüçóÿ
êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ [6]. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæ-
íî çàïèñàòü:

D

hR4
∆3w +∆

(
γ

g
h
∂2w

∂t2

)
+

E

R2
∆w = 0, (14)

ãäå D =
Eh3

12(1− ν2)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü îáîëî÷êè. Ðåøàÿ

óðàâíåíèå (14) òàê æå, êàê â ñëó÷àå óòî÷íåííîé òåîðèè, äëÿ ÷àñòîò
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

ω2
KL =

gE

γR2

(
c2λ2 + 1

)
. (15)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (12), (13) è (15), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî ïðè λ > 0:

ωKL > ωI > ωTI . (16)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó÷åò êðèâèçíû (âûðàæåíèå (13)) è ó÷åò ñäâèãà
(âûðàæåíèå (15)) ïîíèæàþò çíà÷åíèå ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé.

Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåí ðàñ÷åò ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
äëÿ îáîëî÷êè h/R = 0.05. Âèäíî, ÷òî ó÷åò âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà ïîïå-
ðå÷íîé æåñòêîñòè íà ñäâèã ñêàçûâàåòñÿ ïðè áîëüøèõ λ. ×åì áîëüøå
λ è áîëüøå îòíîøåíèå G

′
/E, òåì ñóùåñòâåííåå ïîïðàâêà.

Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äëÿ îáîëî÷êè
h/R = 0.05

λ ω2
TI ,

G
′

E
= 0.1 ω2

TI ,
G

′

E
= 0.04 ω2

TI ,
G

′

E
= 0.02 ω2

I ω2
KL

0 2.8571 2.8571 2.8571 2.8571 1

2 0 0 0 0 1.0011

6 0.7603 0.7603 0.7603 0.7603 1.0107

12 0.9168 0.9168 0.9168 0.9168 1.0428

20 1.0328 1.0328 1.0328 1.0328 1.1190

30 1.1946 1.1947 1.1947 1.1948 1.2678

42 1.4525 1.4528 1.4529 1.4530 1.5250

56 1.8542 1.8550 1.8553 1.8556 1.9333

72 2.4518 2.4536 2.4541 2.4547 2.5428

90 3.3028 3.3062 3.3074 3.3085 3.4107

110 4.4715 4.4778 4.4799 4.4820 4.6011

6. Îïðåäåëåíèå ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè áóäåì èñêàòü ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (11) â âèäå

W (α, β) = P (α) cos kβ, k = 0, 1, 2, ...

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ W (α, β) â óðàâíåíèå (11) ïîëó-
÷èì

d

dx

[
(1− x2)

dP

dx

]
+

(
λ− k2

1− x2

)
P = 0, x = cosα, k = 0, 1, 2, ...

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîäðîáíî èçó÷åíû ðàáîòå [7]. Íåòðèâè-
àëüíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî
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ïðè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ

λn = n(n+ 1), n = 0, 1, 2, ...

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

P k
n (x) = (1− x2)

k
2
dk

dxk
Pn(x), k = 0, 1, 2, ...

ãäå Pn � ïîëèíîì Ëåæàíäðà:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[
(x2 − 1)n

]
.

Ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11) ïðåäñòàâëåíà â òàáë.
3, ãäå P 0

n,α = P 0
n(cosα). Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn,α â èíòåðâàëå èç-

ìåíåíèÿ 0 < α < π èìåþò n íóëåé. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ëåæàíä-
ðà P k

n,α èìåþò n− k íóëåé. Ôóíêöèè sinnβ è cosnβ îáðàùàþòñÿ â

íóëü íà ìåðèäèàíàõ. Ôóíêöèè P k
n,α îáðàùàþòñÿ â íóëü íà n−k øè-

ðîòàõ. Òàêèì îáðàçîì, ýòèìè ìåðèäèàíàìè è øèðîòàìè îáîëî÷êà
ðàçáèâàåòñÿ íà ó÷àñòêè, íà êîòîðûõ Wn íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð λn îïðåäåëÿåò âèä ôîðìû êîëåáàíèé îáî-
ëî÷êè. ×åì áîëüøå ïàðàìåòð λn, òåì ìåíüøå ðàçìåðû ïîëóâîëí.
Ëþáàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç
ýòó ñèñòåìó. Òàêèì îáðàçîì, èç âûïîëíåííîãî ðàññìîòðåíèÿ ñëåäó-
åò, ÷òî äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä
âîçäåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íå âîçíèêàþò
íîâûå ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Àíàëîãè÷íî ó÷åò ïîïåðå÷íîãî
ñäâèãà ñîãëàñíî òåîðèè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà, â ýòîì ñëó÷àå ñó-
ùåñòâåííûõ ïîïðàâîê ê èçìåíåíèþ ôîðìû ïîòåðè äèíàìè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè íå äàåò.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü òðàíñâåðñàëüíî-èçî-
òðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëå-
íèÿ â íåêëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Ïðèâîäèòñÿ âûâîä ðàçðåøàþùå-
ãî óðàâíåíèÿ óòî÷íåííîé òåîðèè, îñíîâàííîé íà ãèïîòåçàõ Ñ.À. Àì-
áàðöóìÿíà. Îïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå äëÿ ñëó÷àåâ óòî÷-
íåííîé òåîðèè è êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè. Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé
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Òàáëèöà 3. Ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11)
k Wn(α, β) Ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà

0 W0(α, β) = P 0
n,α 1, cosα, 0.5(3 cos2 α− 1), . . .

1 W−1(α, β) = P 1
n,α sinβ 0, sinα sinβ, 3 sinα cosα sinβ, . . .

W1(α, β) = P 1
n,α cosβ 0, sinα cosβ, 3 sinα cosα cosβ, . . .

2 W−2(α, β) = P 2
n,α sin 2β 0, 0, 3 sin2 α sin 2β, . . .

W2(α, β) = P 2
n,α cos 2β 0, 0, 3 sin2 α cos 2β, . . .

... ... ...

n W−n(α, β) = Pn
n,α sinnβ ...

Wn(α, β) = Pn
n,α cosnβ ...

êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé ïîêàçàëî, ÷òî ó÷åò âëèÿíèÿ ïîïåðå÷íîãî
ñäâèãà óòî÷íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ. Òàê æå áûëî âûâåäåíî óñëî-
âèå ïðèìåíèìîñòè óòî÷íåííîé òåîðèè, â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ êî-
òîðîãî òåîðèÿ áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâîé.

Äëÿ ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìå-
íåíèå óòî÷íåííîé òåîðèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è íå ïðèâîäèò ê âîçíèê-
íîâåíèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïîëó-
÷åíà ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî îïèñàòü
ëþáóþ ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Îïðåäåëåíû ÷àñòîòû ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé äëÿ óòî÷íåííîé è êëàññè÷åñêîé òåîðèé. Ïîêàçàíî,
÷òî ó÷åò êðèâèçíû è ó÷åò ñäâèãà ïîíèæàþò çíà÷åíèå ÷àñòîò ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé.
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ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÀÑÁÅÑÒÎÂÛÕ ÍÀÍÎÒÐÓÁÎÊ

Êàøòàíîâà Ñ.Â.

Ñ ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè (ÑÇÌ) èññëåäî-
âàíû ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà îòäåëüíûõ íàíîòðóáîê èç õðèçîòèëîâîãî
àñáåñòà ñ âíåøíèì äèàìåòðîì îêîëî 30 íì è âíóòðåííèì � îêîëî 5 íì.
Îïðåäåëåíû æåñòêîñòè � îòíîøåíèÿ ïðèëîæåííîé ñèëû ê âåëè÷èíå
ïðîãèáîâ ìîñòèêîâ è êîíñîëåé, ñôîðìèðîâàííûõ íàíîòðóáêàìè, ïåðå-
êðûâàþùèìè îòâåðñòèÿ â ïîðèñòîé ïîäëîæêå. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-
òû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé êàê ïîëûõ àñáåñòîâûõ íàíîòðóáîê,
òàê è ñîäåðæàùèõ ðàçëè÷íûå íàïîëíèòåëè: âîäó, ðòóòü è òåëëóð.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè
ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàìêàõ êîíòèíóàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ îöåí-
êè ìîäóëÿ óïðóãîñòè íàíîòðóáîê ïî âåëè÷èíå ïðîãèáà èñïîëüçîâàëàñü
êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè�Êèðõãîôà�Ëÿâà. Îäíàêî êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ áàëîê ñïëîøíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èç
îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà è ìîæåò äàâàòü ñóùåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè äëÿ
ìíîãîñëîéíûõ áàëîê. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîâîäèëîñü òàêæå îïðåäåëåíèå
ïðîãèáîâ íàíîòðóáîê ïî òåîðèè Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà, ó÷èòûâàþùåé
ïîïåðå÷íûå ñäâèãè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ñóùåñòâåííîå
âëèÿíèå íàïîëíèòåëÿ íà âåëè÷èíó æåñòêîñòè íàíîòðóáîê.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàíîáúåêòîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ñëîæíîé êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ îðãàíèçàöèè ýêñïåðèìåíòà, òàê è
ñ ïîçèöèé èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé. Íàñòîÿùàÿ ðàáî-
òà ïîñâÿùåíà ìåòîäèêå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ æåñòêî-
ñòè ñ ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè è ïîñëåäóþ-
ùåìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîâåäåíèÿ îòäåëüíûõ íàíîòðóáîê ñî ñëîæ-
íîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, à èìåííî íàíîòðóáîê èç ïðèðîäíîãî
õðèçîòèëîâîãî àñáåñòà, êàê ïîëûõ, òàê è ñîäåðæàùèõ ðàçëè÷íûå

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 10 íîÿáðÿ 2009 ã.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò �09-01-00623à
c⃝ Êàøòàíîâà Ñ.Â., 2010
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íàïîëíèòåëè.

Ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé ìîäåëè ïîâåäåíèÿ èçó÷àåìûõ
íàíîòðóáîê ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû êîíòèíóàëüíîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòåéøèå êëàññè÷åñêèå ìîäåëè
èçîòðîïíûõ áàëîê íå ñïîñîáíû îáúÿñíèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî íà-
áëþäàåìûå ýôôåêòû. Â òî æå âðåìÿ íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè òåîðèè
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ îáúåêòîâ, ïîçâîëÿþùèå ó÷åñòü ñëîè-
ñòîå ñòðîåíèå àñáåñòîâûõ íàíîòðóáîê, îáóñëîâëèâàþùåå àíèçîòðî-
ïèþ ìàòåðèàëà, à òàêæå âîçìîæíûé ñäâèã ñëîåâ, âïîëíå ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàíîîáúåêòîâ.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ ðåçóëüòàòîâ è îïèñàíèå ìåòîäèêè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäå-
ëåíèÿ æåñòêîñòè íàíîòðóáîê, ðàçðàáîòàííîé â Ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì
èíñòèòóòå èì. À.Ô. Èîôôå ÐÀÍ â ðàáîòàõ À.Â. Àíêóäèíîâà è
Þ.À. Êóìçåðîâà [1]-[3]. Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè ðàç-
ëè÷íûõ ïîäõîäîâ êîíòèíóàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

2. Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäõîäà

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îò-
äåëüíûõ íàíîòðóáîê èç ïðèðîäíîãî õðèçîòèëîâîãî àñáåñòà (ñ âíåø-
íèì äèàìåòðîì îêîëî 30 íì è ñ âíóòðåííèì îêîëî 5 íì) ïðîâî-
äèëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [2, 3]): íà ïîðèñòóþ ëàâñàíîâóþ
ìåìáðàíó �íàêèäûâàëàñü� íàíîòðóáêà, êîòîðàÿ ïðè ÷àñòè÷íîì ïå-
ðåêðûòèè ïîðû â ìåìáðàíå îáðàçîâûâàëà êîíñîëü (êàíòèëåâåð) èëè
ìîñòèê, ÷òî ïîçâîëÿëî ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ åå æåñòêîñòè ïðè ïî-
ìîùè ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè (ÑÇÌ), êàê îòíîøåíèå
ïðèëîæåííîé ñèëû ê ïðîãèáó íàíîòðóáêè.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî ìåõàíè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, ìîäóëü Þíãà) àñáåñòîâûõ íàíî-
òðóáîê èìåþò î÷åíü ñèëüíûé ðàçáðîñ çíà÷åíèé äàæå äëÿ òðóáîê
îäèíàêîâîãî äèàìåòðà. Ïîýòîìó äëÿ ïîâòîðÿåìîñòè ýêñïåðèìåíòà
èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä �ïåðåòàñêèâàíèÿ� îäíîé è òîé æå íàíîòðóá-
êè ïî ìåìáðàíå ñ ïîñëåäóþùèì ïðîâåäåíèåì íà íåé ðàçëè÷íûõ ïî
ãåîìåòðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè ýêñïåðèìåíòîâ. Íà âêëåéêå (ðèñ. 5)
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ïðèâåäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàäðîâ, èëëþñòðèðóþùàÿ ïðèìåð
òàêîãî ïåðåòàñêèâàíèÿ.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïåðåòàñêèâàíèè íàíîòðóáêà ïîä-
âåðãàåòñÿ ñèëüíûì äåôîðìàöèÿì, è äîâîëüíî ÷àñòî ïðîöåññ ïåðå-
òàñêèâàíèÿ ïðèâîäèò ê îòëàìûâàíèþ íàíîòðóáêè (ñì. ïîñëåäíèé
êàäð íà ðèñ. 5 íà âêëåéêå)). Òåì íå ìåíåå óäàëîñü ïðîâåñòè íåñêîëü-
êî óäà÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî æåñòêîñòü íàíî-
òðóáêè, êàê ïðàâèëî, ñèëüíåå çàâèñèò îò åå äëèíû, ÷åì ïðåäñêà-
çûâàåò êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Òàê, íàïðèìåð, óâåëè÷åíèå
äëèíû ó÷àñòêà òðóáêè (íàíîêàíòèëåâåðà), íàâèñàþùåãî íàä ïîðîé
íà 10%, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ìèíèìàëüíîé æåñòêîñòè ïî÷òè íà
50% âìåñòî îæèäàåìûõ 25%.

Êðîìå ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïóñòûìè íàíîòðóáêàìè óäàëîñü òàêæå
îñóùåñòâèòü èçìåðåíèÿ æåñòêîñòè íàíîòðóáîê, çàïîëíåííûõ ðàç-
ëè÷íûìè ìàòåðèàëàìè (íàïîëíèòåëÿìè) � âîäîé, ðòóòüþ, òåëëó-
ðîì è ïðî÷. [1]. Ïðè ýòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî, íàïðèìåð, íàíîòðóá-
êà, íàïîëíåííàÿ âîäîé, îêàçûâàåòñÿ ìÿã÷å, ÷åì ñóõàÿ òðóáêà. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âîäà ÿâëÿåòñÿ ãèäðîôèëüíûì íàïîëíèòåëåì,
ò.å. îíà õîðîøî ñìà÷èâàåò àñáåñò è ñæèìàåò âíóòðåííèé äèàìåòð
òðóáêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàíîòðóáêà, çàïîëíåííàÿ ðòóòüþ, ñòà-
íîâèòñÿ æåñò÷å çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ðòóòü íå ñìà÷èâàåò àñáåñò è òåì
ñàìûì ðàñïèðàåò ñàìó íàíîòðóáêó.

Ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ ïî-
ïûòêîé îïèñàòü ýòè ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåííûå ýôôåêòû.

3. Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ñîîò-
íîøåíèÿ ìåæäó ïðîãèáîì è ìîäóëåì Þíãà äëÿ êîíñîëè ïî òåîðèè
Áåðíóëëè�Êèðõãîôà�Ëÿâà (ÁÊË):

óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ: EJ d2w
dx2 = F (l − x);

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: w(0) = 0, w′(0) = 0;

ðåøåíèå â òî÷êå, ãäå ïðèëîæåíà ñèëà: w(x0) =
4Fx3

0

3EπR4 ,
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è äëÿ ñâîáîäíî îïåðòîé áàëêè (íàíîìîñòèêà):
óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

EJ
d4w

dx4
= 0, EJ

d3w

dx3
= Q, EJ

d2w

dx2
=M, EJ

dw

dx
= θ;

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: w(0) = w(l) = 0, w′(0) = w′(l) = 0;

ðåøåíèå â òî÷êå, ãäå ïðèëîæåíà ñèëà: w(x0) =
4Fx2

0(l−x0)
2

3ElπR4 .

Çäåñü E � ìîäóëü Þíãà, J = πR4

4 � ìîìåíò èíåðöèè äëÿ êðóã-
ëîãî ñå÷åíèÿ, F � ïðèëîæåííàÿ ñèëà, R � ðàäèóñ íàíîòðóáêè, l �
åå äëèíà.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ïðîñòîå ðåøåíèå íå ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü
ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû. Äåëî â òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâàå-
ìîé íàíîòðóáêå íàáëþäàåòñÿ ñèëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè � âíóòðåííÿÿ ïîëîñòü òðóáêè
çàïîëíåíà íàïîëíèòåëåì, à ñàìà òðóáêà ñîñòîèò èç àñáåñòà. À êàê
îòìå÷àåòñÿ â ðàáîòå [4], êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÁÊË, êîòîðàÿ õîðîøî
ðàáîòàåò äëÿ áàëîê ñïëîøíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èç îäíîðîäíî-
ãî ìàòåðèàëà, ìîæåò äàâàòü ñóùåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè äëÿ ìíî-
ãîñëîéíûõ áàëîê. Ïîýòîìó äëÿ àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè ïðîãèáîâ íà-
íîòðóáîê êàê áàëîê èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà
(ÒÐ). Ïî ýòîé òåîðèè ïðîãèá äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé êîí-

ñîëè âûðàæàåòñÿ êàê w(x0) =
Fx3

0

3EJ

(
1 + 5µ2

2g

)
, µ2 ≪ g ≪ 1, à äëÿ

áàëêè � w(x0) =
Fx2

0(l−x0)
2

3lEJ

(
1 + 5µ2

2g

)
. Çäåñü µ � áåçðàçìåðíûé ìà-

ëûé ïàðàìåòð (ñì. [5]), íàïðèìåð, äëÿ êîíñîëè µ2 = J
S·a2 = i2

a2 , ãäå
a � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè îïîðû äî òî÷êè ïðèæèìà, J � ìîìåíò

èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, à S � åãî ïëîùàäü, i =
√

J
S

� ðàäèóñ èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òîíêèõ òåë èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà òåî-

ðèè òèïà ÁÊË ÿâëÿþòñÿ ïåðâûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì
òðåõìåðíîé òåîðèè ïðè µ → 0 [5]. Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå òåîðèÿ
Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà, ó÷èòûâàþùàÿ ñäâèã, äàåò ðåçóëüòàòû áëèç-
êèå ê ðåçóëüòàòàì êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Íî, êàê ïîêàçàíî â ðàáî-
òå [5], äëÿ òåë èç òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà �ïðè óìå-
ðåííî ìàëîé ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè íà ñäâèã� òåîðèÿ ÒÐ äàåò ñëå-
äóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå òðåõìåðíîé òåîðèè, ñóùå-
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ñòâåííî óòî÷íÿÿ òåîðèþ ÁÊË. Òåëà �ñ óìåðåííî ìàëîé ïîïåðå÷íîé
æåñòêîñòüþ íà ñäâèã� � ýòî òîíêèå òåëà, äëÿ êîòîðûõ ìàëûé ïàðà-
ìåòð g = G′

E (ãäå E � ìîäóëü Þíãà â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè,
G′ � ìîäóëü óïðóãîñòè ïðè ïîïåðå÷íîì ñäâèãå) óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèþ µ2 ≪ g ≪ 1. Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êàæäûé ñëîé íå ìåíÿåò ñâîåé ñòðóêòóðû, ìî-
äóëü ñäâèãà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè G′ ìîæåò ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ
â çàâèñèìîñòè îò íàïîëíèòåëÿ.

Íà âêëåéêå (ðèñ. 6) ïðèâåäåí ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ èçãèáà íà-
íîòðóáêè èç õðèçîòèëîâîãî àñáåñòà, çàïîëíåííîé òåëëóðîì, îïèðà-
þùåéñÿ äâóìÿ êîíöàìè íà ëàâñàíîâóþ ìåìáðàíó (îáðàçóÿ �ìîñòèê�
íàä ïîðîé â íåé). Ïðîãèá íàíîòðóáêè èçìåðÿëñÿ â ñåðèè ýêñïåðè-
ìåíòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íûå ïîïåðå÷íûå íàãðóçêè ïðè-
êëàäûâàëèñü â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ íàíîìîñòèêà. Ïðè òåîðåòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà îïðåäåëÿëîñü ïî òåîðèè ÁÊË èç
ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäåííîãî ñ �ñóõîé� (íåçàïîëíåííîé) íàíîòðóáêîé
èç òîé æå ïàðòèè.

Äèàìåòð íàíîòðóáêè ñîñòàâëÿåò 32 ± 2 íì, äëèíà ïðîâèñàþùåé
÷àñòè îêîëî 490 íì, ìîäóëü Þíãà E = 7.72 · 1010 H/M2, à ðàñ-
ñ÷èòàííîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà G′ = 2.3 · 107 H/M2. Íà ðèñ. 1
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçìåðåíèÿ ïðîãèáà è
ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïî òåîðèÿì Áåðíóëëè�Êèðõãîôà�Ëÿâà
(ÁÊË) è Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà (ÒÐ).

4. Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, êàê è îæèäàëîñü, òåîðèÿ Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü ãîðàçäî áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ àñáåñòî-
âûõ íàíîòðóáîê, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè�Êèðõãîôà�
Ëÿâà. Òî åñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ íàíîîáúåêòîâ êðàéíå âàæíûì îêàçû-
âàåòñÿ ó÷åò èõ ñëîèñòîãî ñòðîåíèÿ, îáóñëîâëèâàþùåãî àíèçîòðîïèþ
ìàòåðèàëà, à òàêæå âîçìîæíîãî ñäâèãà ñëîåâ.

Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî ðèñ. 1 äåìîíñòðèðóåò ïëîõîå ñîâïàäå-
íèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè
íà êðàÿõ è â ñàìîì öåíòðå íàíîìîñòèêà, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íåêîð-
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Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçìåðåíèÿ ïðîãèáà è òåîðåòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ íàíîìîñòèêà.

ðåêòíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ æåñòêîé ìåì-
áðàíû, êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé. Òåì íå ìåíåå
ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä, î÷åâèäíî, äàåò î÷åíü õîðîøèé êà÷åñòâåííûé
ðåçóëüòàò, ïîçâîëÿþùèé ãîâîðèòü î ïðàâîìåðíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
ìåòîäîâ êîíòèíóàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷å.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

Â ÏÎÄÇÅÌÍÎÉ ÃÈÄÐÎÌÅÕÀÍÈÊÅ

Ë.À. Àëåêñàíäðîâà, Å.Â. Ïåñòåðåâ

Â ðàìêàõ äâóìåðíîé ñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè â îäíîðîäíîì è èçî-
òðîïíîì ãðóíòå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî çàêîíó Äàðñè èññëåäóþòñÿ
íåêîòîðûå ôèëüòðàöèîííûå òå÷åíèÿ ïîä ãèäðîòåõíè÷åñêèì ñîîðóæåíè-
åì ñ ó÷àñòêàìè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ è ïîä øïóíòîì Æóêîâ-
ñêîãî ÷åðåç îðîøàåìûé ïî÷âåííûé ñëîé ñ íèæåëåæàùèì ñèëüíîïðîíè-
öàåìûì íàïîðíûì ãîðèçîíòîì. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îá-
ëàñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
è äàåòñÿ ïîäðîáíûé ãèäðîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþùèõ
ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé íà êàðòèíó òå÷åíèé.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] èçó÷àëèñü äâå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òå÷åíèé ïîä
çàãëóáëåííîé ïëîòèíîé è ïîä øïóíòîì Æóêîâñêîãî. Â ïåðâîé çà-
äà÷å ðàññìàòðèâàëîñü ìîäåëèðîâàíèå ïëàâíîãî ïîäçåìíîãî êîíòó-
ðà ãèäðîòåõíè÷åñêîãî ñîîðóæåíèÿ, ïðè ýòîì îïðåäåëÿëîñü î÷åð-
òàíèå ïîäñòèëàþùåãî âîäîïðîíèöàåìîå îñíîâàíèå êðèâîëèíåéíîãî
âîäîóïîðà, õàðàêòåðèçóåìîãî ïîñòîÿíñòâîì ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ. Â
íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âîäîóïîð ñ ïîäîáíû-
ìè ñâîéñòâàìè èìååò áîëåå ñëîæíóþ êîíôèãóðàöèþ è ñîñòîèò èç
ãîðèçîíòàëüíîãî è äâóõ êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî ââåäåíèå ïîäîáíûõ êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ ïîçâîëÿåò
èçáåæàòü ðàññìîòðåíèÿ íåðåàëüíûõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ è áåñêîíå÷-
íûõ îáëàñòåé, ÷òî îñîáåííî âàæíî ïðè ðàçðàáîòêå ïðèáëèæåííûõ
è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëü-

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 17 íîÿáðÿ 2009 ã.
c⃝ Ë.À. Àëåêñàíäðîâà, Å.Â. Ïåñòåðåâ, 2010
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íûõ óðàâíåíèé è ò. ï.). Âî âòîðîé çàäà÷å ðàáîòû [1] èññëåäîâàëîñü
òå÷åíèå ïðè îáòåêàíèè øïóíòà Æóêîâñêîãî ÷åðåç îðîøàåìûé ïî÷-
âåííûé ñëîé â íèæåëåæàùèé õîðîøî ïðîíèöàåìûé ãîðèçîíòàëü-
íûé ñëîé, íå ñîäåðæàùèé íàïîðíûõ ãðóíòîâûõ âîä (ôèëüòðàöèÿ
áåç íàïîðà, èëè òàê íàçûâàåìàÿ ñâîáîäíàÿ ôèëüòðàöèÿ), ëåâàÿ ïî-
ëóáåñêîíå÷íàÿ ÷àñòü êðîâëè êîòîðîãî ìîäåëèðîâàëàñü íåïðîíèöàå-
ìûì âêëþ÷åíèåì (òâåðäàÿ ïîðîäà, âîäîóïîð). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ â òåîðèè ôèëüòðà-
öèè è ìåëèîðàöèè ñëó÷àé, êîãäà íèæåëåæàùèé ñèëüíîïðîíèöàå-
ìûé ïëàñò ñîäåðæèò íàïîðíûå ãðóíòîâûå âîäû (òàê íàçûâàåìàÿ
ôèëüòðàöèÿ ñ ïîäïîðîì).

Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòèõ ìîäåëåé ôîðìóëèðóþòñÿ è ñ ïîìîùüþ êîí-
ôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îáëàñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà ðåøàþòñÿ ñìå-
øàííûå êðàåâûå çàäà÷è òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äàåòñÿ
êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷, ïîëó÷åíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ñõåì òå÷åíèÿ. Ïðèâî-
äÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è äàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèé
àíàëèç âëèÿíèÿ îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé íà ðàç-
ìåðû îáëàñòåé äâèæåíèÿ. Îòìå÷àþòñÿ ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, ñâÿçàí-
íûå ñ îòñóòñòâèåì ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà âîäîóïîðà â ïåðâîé ñõå-
ìå è ïîäïîðà â íèæåëåæàùåì ñèëüíîïðîíèöàåìîì ñëîå âî âòîðîé,
èññëåäîâàííûå ðàíåå â ðàáîòå [1].

2. Ìîäåëèðîâàíèå ïîäçåìíîãî êîíòóðà ãèäðîòåõíè-

÷åñêîãî ñîîðóæåíèÿ ñ ó÷àñòêàìè ïîñòîÿííîé ñêî-

ðîñòè îáòåêàíèÿ

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ óñòàíîâèâøàÿñÿ ôèëüòðàöèÿ (ïî çà-
êîíó Äàðñè ñ èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòîì ôèëüòðàöèè κ = const)
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îäíîðîäíîì è èçîòðîïíîì ãðóíòå ïîä
âîäîíåïðîíèöàåìûì ïîäçåìíûì êîíòóðîì çàãëóáëåííîé ïëîòèíû
ABCC1B1A1 (ðèñ. 1).

Îáëàñòü òå÷åíèÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó âîäîóïîðîì G1G, ñîñòîÿùèì
èç äâóõ êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ G1F1 è GF , à òàêæå, â îòëè÷èå îò
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 y 
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 z 
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 d 

Ðèñ. 1. Ïîäçåìíûé êîíòóð çàãëóáëåííîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëîòèíû,
ðàññ÷èòàííûé ïðè H = 2, v0 = 1, T = 1.934, Q = 1.14, ∆l = 0.308
è ∆d = 0.295.

ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ â ðàáîòå [1], ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà
F1EF ; íà íèõ, êàê è íà ó÷àñòêàõ ïîäçåìíîãî êîíòóðà ãèäðîñîîðó-
æåíèÿ BC è B1C1, âåëè÷èíà ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ ïîñòîÿííà.

Åñëè ââåñòè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë äâèæåíèÿ ω = φ + iψ
(ðèñ. 2) è êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó z = x+ iy, îòíåñåííûå ñîîòâåò-
ñòâåííî ê κH è H, ãäå H � äåéñòâóþùèé íà ñîîðóæåíèå íàïîð, òî
çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ êðèâûõ BC, B1C1, G1F1

è GF ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

A1G1 : y = 0, φ = −0.5H; A1B1 : x = −l, ψ = Q;
C1DC : y = −d, ψ = Q; AB : x = l, ψ = Q;
AG : y = 0, φ = 0.5H; G1F1, FG : ψ = 0;
B1C1, BC : |w| = v0; G1F1, FG : |w| = u0;
F1EF : y = −T, ψ = 0

(1)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè âäîëü êðèâîëèíåéíûõ
ó÷àñòêîâ ïîäçåìíîãî êîíòóðà ïëîòèíû BC è B1C1, à òàêæå ãîðè-
çîíòàëüíîãî FEF1 è êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ G1F1 è GF âîäîóïî-
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ðà èìåëà ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ v0 (çàäàííîå) è u0 (èñêîìîå) ñîîò-
âåòñòâåííî (0 6 u0 < v0).

 ψ 

 A 

 Q 

 E  G 

 A1 

 G1  0 

 0.5H 

 φ 

 ω 

 D 

Ðèñ. 2. Îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ ω.

Îáðàòèìñÿ ê îáëàñòè êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w, êîòîðàÿ èçîá-
ðàæåíà íà ðèñ. 3, à. òî îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûå óãëû è ðàç-
ðåçû, ïðèíàäëåæèò êëàññó ìíîãîóãîëüíèêîâ â ïîëÿðíûõ ñåòêàõ è
îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîé äëÿ ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî â ðàáîòå [1],
ëèøü ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçîì F1EF âäîëü âåùåñòâåííîé ïîëóîñè
ïëîñêîñòè w, ÷òî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ñèììåòðèè
Ðèìàíà�Øâàðöà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ñîêðàùåíèþ
íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ïîýòîìó, òàê æå êàê â ðàáîòå [1], ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå êàíî-
íè÷åñêîé îáëàñòè ïðÿìîóãîëüíèê (ðèñ. 3, á ) è ó÷èòûâàÿ ïîëíóþ
ñèììåòðèþ íà ïëîñêîñòÿõ z, ω è w, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
îáëàñòè äâèæåíèÿ ABCDEF è ñîîòâåòñòâóþùèõ åé îäíîèìåííûõ
îáëàñòåé íà ïëîñêîñòÿõ ω è w. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîâ-
ïàäåíèå îáëàñòè êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè ñ òàêîâîé äëÿ ñëó÷àÿ èç
ðàáîòû [1], èìååì

w(τ) = v0 exp(τ − 0.5)πi, (2)

îòêóäà îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèé ïàðàìåòð u0 = v0 exp(−0.5πρ).

Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà âñïîìîãàòåëüíîé ïå-
ðåìåííîé τ íà îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ω äàåòñÿ ôîðìó-
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Ðèñ. 3. Îáëàñòè êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w (à) è âñïîìîãàòåëüíîé
ïàðàìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé τ (á ).

ëîé

ω =
0.5

K(k)
F

(
arcsin

λ

n

√
1− n2sn2(2Kτ, k)

1− λ2sn2(2Kτ, k)
,m

)
. (3)

Â äàííîé ôîðìóëå F (φ,m) � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî

ðîäà ïðè ìîäóëå m = kn/λ
[
(1− k′2α2β2)/(1− k′2α2γ2)

]1/2
, λ =

(1 − k′2β2)1/2, n = (1 − k′2γ2)1/2, α = sn(2Ka, k′), β = sn(2Kb, k′),
γ = sn(2Kc, k′). Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

ρ(m) =
K ′(m)

K(m)
=

2Q

H
, (4)

ñâÿçûâàþùåå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû Q è H, êîòîðîå ñëóæèò äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ k.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (2), (3) è w = dω/dz, è
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ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî [1], ïðèäåì ê çàâèñèìîñòÿì

dω

dτ
= −Mf(τ)

∆(τ)
;
dz

dτ
= −Mf(τ) exp((0.5− τ)πi)

ν0∆(τ)
;

f(τ) = sn(2Kτ, k)cn(2Kτ, k)dn(2Kτ, k);

∆(τ) =
( [

1− λ2sn2(2Kτ, k)
] [

1− n2sn2(2Kτ, k)
]
×

×
[
α2 + (1− α2)sn2(2Kτ, k)

] )1/2
,

(5)

ãäå M � ìàñøòàáíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìîäåëèðîâàíèÿ (M > 0). Çàïèñü
ïðåäñòàâëåíèé (5) äëÿ ðàçíûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû îáëàñòè τ ñ ïîñëå-
äóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåìó êîíòóðó âñïîìîãàòåëüíîé îáëà-
ñòè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ îñíîâíûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ è ôèëüòðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê:

M

v0

0.5∫
0

XBCdt = ∆l;
M

v0

0.5∫
0

YBCdt = ∆d;
M

u0

0.5∫
0

YFGdt = T ;

M

 0.5ρ∫
0

ΦEF dt+

0.5∫
0

ΦFGdt

 = 0.5H,

(6)

äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê ïîäçåìíîãî êîíòóðà ãèäðîñîîðóæåíèÿ BC:

xBC(t) = l − M

v0

t∫
0

XBCdt;

yBC(t) = −d1 −
M

v0

t∫
0

YBCdt; 0 6 t 6 0.5,

(7)
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äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê êðèâîëèíåéíîé ÷àñòè âîäîóïîðà FG:

xFG(t) = L− M

u0

t∫
0

XFGdt;

yGF (t) = −M
u0

t∫
0

YFGdt; 0 6 t 6 0.5.

(8)

Çäåñü ∆l = l − l1, ∆d = d − d1, XBC , YBC , ΦEF , ΦFG, XFG,
YFG � âûðàæåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé (5) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàõ
êîíòóðà ïëîñêîñòè τ .

Ïîëàãàÿ â óðàâíåíèÿõ (6) è (7) t = 0.5, íàõîäèì èñêîìûå ðàçìå-
ðû ïîäçåìíîãî êîíòóðà ïëîòèíû è êðèâîëèíåéíîãî âîäîóïîðà:

l1 = xBC(0.5); d1 = yBC(0.5);

l2 =
M

v0

0.5ρ∫
0

ΦAG exp(πt)dt; l3 = L− xFG(0.5).
(9)

Â ïðÿìîé ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ïàðàìåòðû êîíôîðìíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ α, β, γ, ìîäóëü k è ìàñøòàáíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ M ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè è äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ñëóæàò âåëè÷è-
íû ∆l, ∆d, H è T , âûðàæàåìûå óðàâíåíèÿìè (6). ×èñëåííûì ïóòåì
îïðåäåëÿåòñÿ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ëåâûå ÷àñòè ýòèõ
óðàâíåíèé, è òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ åå îäíîçíà÷íàÿ ðàç-
ðåøèìîñòü îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîíñòàíò. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ M ïðåäâàðèòåëüíî èñêëþ÷àåòñÿ èç âñåõ óðàâíåíèé
ïîñðåäñòâîì ÷åòâåðòîãî âûðàæåíèÿ ñèñòåìû (6), ôèêñèðóþùåãî âå-
ëè÷èíó H = 1.

Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Îñòàíîâèìñÿ ïðåæäå âñåãî íà ñëó÷àå, êîãäà
òî÷êè F1, E è F â ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ ñëèâàþòñÿ, ò. å. êîãäà ãîðè-
çîíòàëüíûé íåïðîíèöàåìûé ó÷àñòîê îòñóòñòâóåò è íà âñåì ñâîåì
ïðîòÿæåíèè âîäîóïîð îêàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì [1]. Â ýòîì ñëó-
÷àå â ïëîñêîñòè τ ïàðàìåòð γ = 0.5ρ, è ðåøåíèå âûòåêàåò èç ôîðìóë
(4)�(9), åñëè â íèõ ïîëîæèòü γ = 1.



94 Ë.À.Àëåêñàíäðîâà, Å. Â.Ïåñòåðåâ

Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà âîäîóïîð íà âñåì
ñâîåì ïðîòÿæåíèè ãîðèçîíòàëüíûé [2, 3]. Òîãäà â ïëîñêîñòè äâèæå-
íèÿ z òî÷êè G è F , à òàêæå G1 è F1 ñëèâàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè,
à ïðÿìîóãîëüíèê ïëîñêîñòè τ âûðîæäàåòñÿ â ïîëóïîëîñó. Ðåøåíèå
äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âûòåêàåò èç ôîðìóë (4)�(9), åñëè â íèõ ïîëîæèòü
ìîäóëü k = 0, ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ äëÿ H è T óäàåòñÿ ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü â ÿâíîì âèäå:

H =
2MK(k)

π
√
(1− α2β2)(1− γ2)

;

T =
M

v0
√

(1− α2)(1− β2)(1− γ2)
;

k =

√
(1− α2β2)(1− γ2)

(1− α2γ2)(1− β2)
.

(10)

Ïîñëåäíèå ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè â ðàáîòå ([3], ôîðìó-
ëû (7.17) è (7.18)) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé.

2.2. Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ v0, H, Q, T , ∆l è ∆d íà ðàçìåðû l1, d1(à ñëåäîâàòåëüíî,
l è d), l2 è l3 ïðèâåäåíû â òàáë. 1�3. Â êàæäîì èç áëîêîâ òàáëèö
îäèí èç óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ âàðüèðóåòñÿ â äîïóñòèìîì äèàïà-
çîíå, à çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ôèêñèðóþòñÿ: v0 = 1, H = 2, Q = 1.14,
T = 1.934, ∆l = 0.308 è ∆d = 0.295. Íà ðèñ. 4, I ïðåäñòàâëåíû
çàâèñèìîñòè d1 è l1 îò ïàðàìåòðà T , íà ðèñ. 4, II � çàâèñèìîñòè l2
è l3 îò ïàðàìåòðà Q.

Àíàëèç äàííûõ òàáë. 1�3 è ðèñ. 4, I, II ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëå-
äóþùèå âûâîäû.

Óìåíüøåíèå ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ è óâåëè÷åíèå äåéñòâóþùåãî íà
ñîîðóæåíèå íàïîðà ïðèâîäÿò ê ðîñòó âñåõ ðàçìåðîâ ïëîòèíû, à òàê-
æå âåëè÷èíû ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà âîäîóïîðà. Èç òàáë. 1 ñëå-
äóåò, ÷òî èçìåíåíèå ñêîðîñòè â 1.4 ðàçà óâåëè÷èâàåò øèðèíó l1 è
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí l1, d1 îò T (I), l2, l3 îò Q (II).

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí l1, d1, l2 è l3 ïðè
âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé v è H0

v l1 d1 l2 l3 H0 l1 d1 l2 l3
0.85 0.838 0.375 2.038 1.835 0.12 0.085 0.076 2.646 0.900

0.10 0.397 0.161 1.640 1.051 0.16 0.273 0.186 2.228 1.160

0.12 0.359 0.118 1.026 1.018 0.18 0.395 0.230 2.072 1.288

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí l1, d1, l2 è l3 ïðè
âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé Q è T

Q l1 d1 l2 l3 T l1 d1 l2 l3
1.4 0.571 0.226 2.426 2.014 1.1 0.710 0.055 1.265 1.543

1.8 0.597 0.200 3.192 2.846 1.7 0.598 0.202 1.795 1.626

2.0 0.601 0.195 3.579 3.245 1.9 0.553 0.246 0.020 1.668

Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí l1, d1, l2 è l3 ïðè
âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé ∆l è ∆d

∆l l1 d1 l2 l3 ∆d l1 d1 l2 l3
0.30 0.298 0.290 2.233 1.509 0.25 0.340 0.588 2.135 1.519

0.44 0.088 0.676 2.174 1.331 0.35 0.721 0.066 1.949 1.600

0.50 0.000 0.735 2.173 1.254 0.40 0.757 0.000 1.928 1.618
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òîëùèíó d1 ñîîòâåòñòâåííî íà 133 è 218%. Ïðè ýòîì íàèáîëåå ñó-
ùåñòâåííîå âëèÿíèå íà øèðèíó ãèäðîñîîðóæåíèÿ è åå ãëóáèíó îêà-
çûâàåò äåéñòâóþùèé íàïîð: èç 6�10-îãî ñòîëáöîâ òàáë.1 âèäíî, ÷òî
ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà H íà 50% âåëè÷èíû l1 è d1 èçìåíÿþòñÿ
â 4.6 è 3 ðàçà ñîîòâåòñòâåííî.

Èç äàííûõ 1�5-îãî ñòîëáöîâ òàáë. 2 ñëåäóåò, ÷òî âëèÿíèå ôèëü-
òðàöèîííîãî ðàñõîäà ïî÷òè íå ñêàçûâàåòñÿ íà ðàçìåðàõ ïëîòèíû. Â
òî æå âðåìÿ çàìåòíà òåíäåíöèÿ ê ðîñòó øèðèíû ñîîðóæåíèÿ l1 ïðè
óâåëè÷åíèè ôèëüòðàöèîííîãî ðàñõîäà Q è óìåíüøåíèè ìîùíîñòè
ïëàñòà T (ñòîáöû 6�10 òàáë. 2), à òàêæå ê ðîñòó ãëóáèíû d1, íàïðî-
òèâ, ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà Q è óâåëè÷åíèè T (ñì. ðèñ. 4, I ).
Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå, ÷òî íàðÿäó ñ ïàðàìåòðîì H ìîùíîñòü
ïëàñòà òàêæå ñèëüíî âëèÿåò íà ãëóáèíó d1, èçìåíÿÿ ïîñëåäíþþ â
4.6 ðàçà.

Äàííûå òàáë. 3 îòðàæàþò ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü: óâåëè÷å-
íèþ ðàçíîñòè ∆l (∆d) ñîïóòñòâóþò óáûâàíèå (ðîñò) øèðèíû ïëî-
òèíû l è ðîñò (óáûâàíèå) åå ãëóáèíû d. Òàê, ñ èçìåíåíèåì ∆l íà
47% øèðèíà l1 óìåíüøàåòñÿ â 3.4 ðàçà, ãëóáèíà d1 óâåëè÷èâàåòñÿ
â 2.3 ðàçà, à ïðè èçìåíåíèè ∆d íà 40% øèðèíà l1 óâåëè÷èâàåòñÿ â
òå æå 2.3 ðàçà, â òî âðåìÿ êàê ãëóáèíà d1 óáûâàåò óæå â 8.8 ðàçà.
×åòâåðòàÿ ñòðîêà òàáë.3 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àÿì îáòåêàíèÿ øïóíòà
(çóáà), êîãäà l1 = 0, l = ∆l, è ôëþòáåòà ñ ãîðèçîíòàëüíîé âñòàâêîé,
ãäå d1 = 0, d = ∆d (ñì. [3]).

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò õàðàêòåð âûõîäà âîäû â íèæíåì
áüåôå l2 è ðàçìåðû ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà âîäîóïîðà l3. Ñîãëàñíî
äàííûì òàáë. 2 è ðèñ. 4, II, ñ ðîñòîì ïàðàìåòðîâ Q è T øèðèíà l2
óâåëè÷èâàåòñÿ, à ñ ðîñòîì v0, H, ∆d è ∆l � óìåíüøàåòñÿ. Ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ l2 è l3 ìîãóò áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíûìè: ïðè Q = 2
èìååì l2/l = 3.9, l3/l = 3.6, l2/d = 7.3, l3/d = 6.6.



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé â ïîäçåìíîé ãèäðîìåõàíèêå 97

3. Ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ øïóíòà Æóêîâñêîãî

÷åðåç îðîøàåìûé ïî÷âåííûé ñëîé ñ íèæåëåæàùèì

ñèëüíîïðîíèöàåìûì íàïîðíûì ãîðèçîíòîì

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå

Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5. Ñõåìà òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïîä øïóíòîì.

Èññëåäóåòñÿ òå÷åíèå æèäêîñòè ïîä øïóíòîì Æóêîâñêîãî ÷å-
ðåç îðîøàåìûé (ñ ðàâíîìåðíîé èíòåíñèâíîñòüþ èíôèëüòðàöèè ε,
0 < ε < 1) ïî÷âåííûé ñëîé ìîùíîñòè T â íèæåëåæàùèé õîðîøî
ïðîíèöàåìûé âîäîíîñíûé ãîðèçîíò, íàïîð â êîòîðîì èìååò ïîñòî-
ÿííîå çíà÷åíèå H0, ïðè ýòîì ëåâàÿ ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ÷àñòü êðîâ-
ëè ïëàñòà BC ìîäåëèðóåòñÿ íåïðîíèöàåìûì âêëþ÷åíèåì (âîäîóïî-
ðîì, òâåðäîé ïîðîäîé è ò. ï.). Øïóíò AGF îáòåêàåòñÿ ãðóíòîâîé
âîäîé ïîä âëèÿíèåì ðàçíîñòè íàïîðîâ â âåðõíåì áüåôå è íèæíåì
ñèëüíîïðîíèöàåìîì ñëîå ãðóíòà, çà øïóíòîì âîäà ïîäíèìàåòñÿ íà
íåêîòîðóþ âûñîòó GF è îáðàçóåò ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü DF . Îä-
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íàêî â îòëè÷èå îò ðàáîòû [1] çäåñü êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ
õàðàêòåð òå÷åíèÿ: íàëè÷èå ïîäïîðà ñî ñòîðîíû âîä íèæåëåæàùåãî
ãîðèçîíòà âíîñèò â ôèëüòðàöèîííóþ ñõåìó äîïîëíèòåëüíóþ ãðà-
íè÷íóþ òî÷êó � òî÷êó ïåðåãèáà E ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè DF . Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî çíà÷èòåëüíî îñëîæíÿåò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
êðàåâîé çàäà÷è, óâåëè÷èâàþùåé îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàäà÷à
ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ êðèâîé äåïðåññèè DF ïðè ñëå-
äóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ:

AB : y = 0, φ = −H; BC : y = −T, ψ = 0;
DEF : φ = −y +H0 − T, ψ = εx+Q;

AGF : x = 0, ψ = Q; CD : y = −T, φ = 0,
(11)

ãäå Q � ôèëüòðàöèîííûé ðàñõîä. Íàõîæäåíèå âûñîòû ïîäíÿòèÿ
âîäû çà øïóíòîì GF , ò. å. âåëè÷èíû d, à òàêæå ðàñïîëîæåíèå àáñ-
öèññû òî÷êè C, ò. å. âåëè÷èíû L, ïðåäñòàâëÿþò èçâåñòíûé ïðàê-
òè÷åñêèé èíòåðåñ. Äåéñòâóþùèé íàïîð H, ðàñõîä Q, ãëóáèíà ïî÷-
âåííîãî ñëîÿ T , äëèíà øïóíòà S, à òàêæå ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ íà
åãî êîíöå VG (0 < VG < ε) íàðÿäó ñ íàïîðîì H0 è ε ñ÷èòàþòñÿ
çàäàííûìè.

Îáëàñòü êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êðàå-
âûì óñëîâèÿì (11) è ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6, à, èìååò ïðÿìûå óãëû
è êðóãîâîé ðàçðåç è, ñòàëî áûòü, ïðèíàäëåæèò êëàññó êðóãîâûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ â ïîëÿðíûõ ñåòêàõ (ñì. [4]).

Ïîýòîìó âíîâü ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ïåðåìåííîé ïðÿìîóãîëüíèê ïëîñêîñòè τ (ðèñ. 6, á ) è ïðè-
ìåíÿÿ ðàçðàáîòàííóþ Ý.Í. Áåðåñëàâñêèì è äð. [5]�[8] ìåòîäèêó ïî-
ñòðîåíèÿ îòîáðàæàþùèõ ôóíêöèé äëÿ ïîäîáíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,
íàéäåì

w(τ) =
√
εi
ϑ2(τ + iλ)− ϑ2(τ − iλ)

ϑ2(τ + iλ) + ϑ2(τ − iλ)
; λ =

arth
√
ε

π
, (12)

ãäå ϑ2(τ) � âòîðàÿ òåòà-ôóíêöèÿ ñ ïàðàìåòðîì q = exp(−πρ), îä-
íîçíà÷íî ñâÿçàííûì ñ ìîäóëåì k (ñì. [9]).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ï.ß. Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé [3], êîòîðûé îñ-
íîâàí íà ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
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Ðèñ. 6. Îáëàñòè êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w (à) è âñïîìîãàòåëüíîé
ïàðàìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé τ (á ).

öèàëüíûõ óðàâíåíèé Â.Â. Ãîëóáåâûì [10], è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
ñîîòíîøåíèÿ w = dω/dz è (12), ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (11) ïîëó-
÷èì â ñëåäóþùåì ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

dω

dτ
=

√
εiM

ϑ2(τ + iλ)− ϑ2(τ − iλ)

ϑ1(τ)dn(2Kτ, k)∆(τ)
;

dz

dτ
=M

ϑ2(τ + iλ) + ϑ2(τ − iλ)

ϑ1(τ)dn(2Kτ, k)∆(τ)
;

∆(τ) =
√
χ2
1sn

2(2Kτ, k) + χ2.

(13)

Çäåñü χ1 = (1 − χ2)1/2, χ = sn(2Ka, τ), a � îðäèíàòà òî÷êè A â
ïëîñêîñòè τ .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû êîíôîðìíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ χ (èëè a), g (îðäèíàòà òî÷êè G â ïëîñêîñòè τ),
ìîäóëü k è ìàñøòàáíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìîäåëèðîâàíèÿM îïðåäåëÿþò-
ñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

√
εw(gi) = VG; M

0.5∫
a

YAG dt = S; M
√
ε

0.5∫
0

ΦBC dt = H;

a∫
0

ΦAF dt+ k
0.5∫
0

ΦDF dt−
0.5∫
0

ΦBC dt = 0,

(14)

ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷åê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
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xDF (t) è yDF (t), 0 6 t 6 0.5. Ïîëàãàÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ t = 0.5,
íàõîäèì èñõîäíûå ðàçìåðû:

d = T −H0 −M
√
ε

0.5∫
0

ΦDF dt; Q =M
√
ε

a∫
0

ΨAB dt;

L =M

∣∣∣∣∣limδ→0

(
0.5−δ∫
0

XDF dt−
0.5ρ−δ∫

0

XCD dt

)∣∣∣∣∣ ,
(15)

ãäå YAG, ΦBC , ΦAF â ôîðìóëàõ (14) ΨAB , ΦDF , XDF è XCD â ôîð-
ìóëàõ (15) � âûðàæåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé (13) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ó÷àñòêàõ êîíòóðà îáëàñòè τ .

3.2. Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ

Âûäåëåí íåáîëüøîé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ ìîäåëè.

Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíû êðèâûå äåïðåññèè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì (15) ïðè áàçîâûõ çíà÷åíèÿõ: VG =
0.35, ε = 0.4, T = 7, S = 5.8 è çíà÷åíèÿõ H = 3, H0 = 1 (íèæíÿÿ
êðèâàÿ) è H = 1, H0 = 3 (âåðõíÿÿ êðèâàÿ).

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ ε, VG, T , S, H è H0 íà ðàçìåðû d è L ïðåäñòàâëåíû â
òàáë. 4 è 5, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ðàçäåëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì áà-
çîâûì âàðèàíòàì: äëÿ ñëó÷àÿ H > H0 (ñòðîêè 2�4 òàáëèö) è ñëó÷àÿ
H < H0 (ñòðîêè 5�7 òàáëèö). Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè
âåëè÷èí d, L è Q îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Òàáëèöà 4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí d è L1 ïðè âàðüèðîâàíèè
çíà÷åíèé ε, VG è T

H, H0 ε d L1 VG d L1 T d
H = 3 0.2 5.130 88.10 0.05 5.324 5.932 6.9 4.691

è 0.5 4.993 7.686 0.20 5.014 16.84 7.5 5.291

H0 = 1 0.8 3.915 3.299 0.35 4.791 98.59 8.0 5.791

H = 1 0.2 3.707 27.94 0.05 3.774 1.893 6.90 3.497

è 0.5 3.695 2.216 0.20 3.706 4.714 7.05 3.647

H0 = 3 0.8 3.374 0.951 0.35 3.597 30.83 7.20 3.797

Àíàëèç äàííûõ òàáë. 4�5 è ðèñ. 8, I, II, III ïîçâîëÿåò ñäåëàòü
ñëåäóþùèå âûâîäû.
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Ðèñ. 7. Ôðàãìåíò êàðòèíû òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåãèáà
E êðèâîé äåïðåññèè ïðè VG = 0.35, ε = 0.4, T = 7, S = 5.8 è H = 3,
H0 = 1 è H = 1, H0 = 3.

Òàáëèöà 5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí d è L1 ïðè âàðüèðîâàíèè
çíà÷åíèé S, H è H0

H, H0 S d L1 H d L1 H0 d
H = 3 4.8 4.788 99.0 2.0 5.204 64.70 0.5 5.291

è 5.4 4.790 98.7 3.5 4.586 115.4 0.8 4.991

H0 = 1 5.9 4.792 98.6 5.0 3.973 165.5 1.1 4.691

H = 1 3.60 3.595 31.0 1.0 3.597 30.8 2.80 3.797

è 3.75 3.596 30.9 2.0 3.169 64.0 2.95 3.647

H0 = 3 3.90 3.598 30.7 2.5 2.958 80.3 3.10 3.497
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èí d (I), L (II) è Q (III) îò ε è VG.

Óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè èíôèëüòðàöèè, ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ,
îáîèõ íàïîðîâ è óìåíüøåíèå ìîùíîñòè ñëîÿ è äëèíû øïóíòà ïðè-
âîäÿò ê óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû d, ò. å. ê óâåëè÷åíèþ îðäèíàòû òî÷-
êè F âûõîäà êðèâîé äåïðåññèè èç-ïîä øïóíòà. Ïðè ýòîì íàèáîëü-
øåå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó d îêàçûâàåò ìîùíîñòü ïëàñòà T : äàííûå
òàáë. 4 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà T âñåãî â 1.1
ðàçà çíà÷åíèå d óâåëè÷èâàåòñÿ íà 23.5%. Èç äàííûõ 9-îãî ñòîëáöà
òàáë. 4 è 5 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà d èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî ïî T è H0,
÷òî åñòåñòâåííî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàñïîëîæåíèå òî÷êè C, ëåæàùåé
íà ãðàíèöå íåïðîíèöàåìîãî îñíîâàíèÿ è ëåâîãî êðàÿ íèæåëåæàùå-
ãî âîäîíîñíîãî ïëàñòà, è â ñâÿçè ñ ýòèì ïîâåäåíèå âåëè÷èíû L. Ñ
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ðîñòîì ïàðàìåòðîâ VG è H è óáûâàíèåì ε è S øèðèíà L óâåëè÷èâà-
åòñÿ. Òàê, âàðüèðîâàíèå èíòåíñèâíîñòè èíôèëüòðàöèè è ñêîðîñòè
îáòåêàíèÿ èçìåíÿåò øèðèíó L â 26.7 è 16.6 ðàçà ñîîòâåòñòâåííî.
Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ T è H0 ïðèâîäèò ê îäíèì è òåì æå çíà-
÷åíèÿì L = 98.60 â ñëó÷àå H > H0 è L = 30.83 ïðè H0 > H, òàê,
÷òî âëèÿíèå ìîùíîñòè ñëîÿ è íàïîðà â íèæåëåæàùåì âîäîíîñíîì
ãîðèçîíòå íå î÷åíü ñêàçûâàåòñÿ íà ïîëîæåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè C.

Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò òàêæå, ÷òî êàê è â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
H0 = 0, âàðüèðîâàíèå âñåõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè-
âîäèò ê âåñüìà íåçíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì ôèëüòðàöèîííîãî ðàñ-
õîäà (â ïðåäåëàõ 1�1.3 ðàçà), ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ëèíåéíàÿ çà-
âèñèìîñòü âåëè÷èíû Q îò âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé âåëè÷èíû d ïðè îäíèõ è òåõ
æå çíà÷åíèÿõ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ε, VG è T ïîêàçûâàåò, ÷òî
â ñëó÷àå, êîãäà H > H0, âûñîòà ïîäúåìà âîäû çà øïóíòîì íà 30�
40% áîëüøå, à ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû H äàæå íà 64% ïðåâûøàåò
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû d, ÷åì ïðèH0 > H. Åùå áîëåå
ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ íàáëþäàþòñÿ ïðè ñðàâíåíèè øèðèíû L: â
ñëó÷àå H > H0 ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ε è VG çíà÷åíèå L íà
213�215% áîëüøå âåëè÷èí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ H0 > H.

Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òå÷åíèÿ èãðàþò èíôèëü-
òðàöèÿ è íàïîðû â áüåôå è íèæåëåæàùåì âîäîíîñíîì ãîðèçîíòå.
Âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óñèëåíèå èíôèëüòðàöèè è ïîâûøåíèå
íàïîðà â íèæåëåæàùåì âîäîíîñíîì ïëàñòå ïðèâîäÿò ê óìåíüøå-
íèþ âåëè÷èíû d, ò. å. ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîäúåìîì ñâîáîäíîé ïîâåðõ-
íîñòè. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, åå òî÷êà ïåðåãèáà E,
ïåðåìåùàÿñü âäîëü ãðàíèöû âëåâî, ïðèáëèæàåòñÿ ê øïóíòó, ñïðà-
âà æå êðèâàÿ äåïðåññèè âûïîëàæèâàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ ôàêòè÷åñêè
ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíèöåé (ñì. ðèñ. 7), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì íà-
÷èíàþùåãîñÿ ïîäòîïëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âûÿâëÿåòñÿ ïîäïèðàþùåå âîçäåéñòâèå èíôèëü-
òðàöèîííîãî è íàïîðíîãî ïèòàíèÿ ñî ñòîðîíû âîä íèæåëåæàùå-
ãî ïëàñòà ïî îòíîøåíèþ ê ôèëüòðàöèè ïîä øïóíòîì. Â ïðàêòèêå
ãèäðîòåõíè÷åñêîãî ñòðîèòåëüñòâà è îðîøàåìîãî çåìëåäåëèÿ ñëó÷àè
ïîâûøåíèÿ íàïîðà â îñíîâàíèè ïîêðîâíûõ îáëîæåíèé âñëåäñòâèå
ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïðîñà÷èâàíèÿ èíôèëüòðàöèîííîé âëàãè ïðè åå
íåäîñòàòî÷íîì åñòåñòâåííîì îòòîêå ÿâëÿþòñÿ âåñüìà òèïè÷íûìè.
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Ñ ïîñëåäóþùèì óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðîâ ε è H0, íî â ðàìêàõ óæå
äðóãîé ôèëüòðàöèîííîé ñõåìû, ïîäòîïëåíèå âñå áîëüøå ðàçâèâà-
åòñÿ, è, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè è âòîðîé òî÷êå ïåðåãèáà ñ ïîñëåäóþùèì âîçíèêíîâåíèåì
â çîíå øïóíòà áóãðà ãðóíòîâûõ âîä, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî ïðîèñ-
õîäèò â àíàëîãè÷íûõ ñõåìàõ ïðè ôèëüòðàöèè èç êàíàëîâ [11, 12].

Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé òå÷åíèÿ H0 = 0 (îòñóòñòâèå ïîäïîðà). Êàê
ïîêàçûâàåò àíàëèç, åñëè çàôèêñèðîâàòü âñå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû ñõåìû, òî ïî ìåðå óáûâàíèÿ íàïîðà â íèæíåì õîðîøî ïðîíè-
öàåìîì âîäîíîñíîì ïëàñòå òî÷êà ïåðåãèáà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
E, ïåðåìåùàÿñü âäîëü ãðàíèöû â íàïðàâëåíèè òî÷êè F , ñëèâàåòñÿ
ñ íåé â ïåðåäåëå ïðè λ = λ∗ = 0.5ρ. Ïðè òàêîì çíà÷åíèè λ â îá-
ëàñòè êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w âûïàäàåò ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëóêðóãà
|w− i(1 + ε)/2| < (1− ε)/2, à â ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ z êðèâàÿ äåïðåñ-
ñèè âûïîëàæèâàåòñÿ â òî÷êå D è âûõîäèò â íåé íà êðîâëþ ñëîÿ
ïîä ïðÿìûì óãëîì. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè λ = λ∗ (ñì. [9])
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ôóíêöèÿìè:
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,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ (12) è (13) â âèäå
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Òàê êàê â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå λ = 0.5ρ = π−1arcth
√
ε, òî
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K ′

K
=
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√
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π
; g =

arcth(VG/
√
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π
. (18)

Ôîðìóëû (16)�(18) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîðìóëàìè
(10)�(12) ðàáîòû [1].



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé â ïîäçåìíîé ãèäðîìåõàíèêå 105

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïåðâàÿ èç ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ â ïîäîáíîé ïîñòàíîâêå îòíîñèò-
ñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ñìåøàííûì îáðàòíûì êðàåâûì çàäà÷àì òåî-
ðèè ôèëüòðàöèè, ò. å. ê çàäà÷àì, â êîòîðûõ îäíè ó÷àñòêè ãðàíèöû
îáëàñòè èçâåñòíû, à äðóãèå ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Îòìåòèì, ÷òî
âïåðâûå îáðàòíûé ïîäõîä ê ôèëüòðàöèîííîìó ðàñ÷åòó ïîäçåìíîãî
êîíòóðà ïëîòèí áûë ïðèìåíåí â èçâåñòíîé ðàáîòå È.Í. Êî÷èíîé è
Ï.ß. Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé, â êîòîðîé áûë äàí òîë÷îê ê ðàçâè-
òèþ öåëîãî íàïðàâëåíèÿ � îòûñêàíèþ êîíòóðîâ ãèäðîòåõíè÷åñêèõ
ñîîðóæåíèé ïî êàêèì-ëèáî çàäàííûì íà íèõ ñâîéñòâàì, è êîòîðàÿ
ïîðîäèëà ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû, ïðèíàäëåæàùèå ãëàâíûì îáðà-
çîì êàçàíñêîé øêîëå ìàòåìàòèêîâ è ìåõàíèêîâ.

Â îòëè÷èå îò ýòèõ èññëåäîâàíèé â ðàáîòå íå òîëüêî ñäåëàíî ïî-
ñòðîåíèå ïëàâíîãî ïîäçåìíîãî êîíòóðà ïëîòèíû, íî è îïðåäåëÿåòñÿ
î÷åðòàíèå ïîäñòèëàþùåãî âîäîïðîíèöàåìîå îñíîâàíèå êðèâîëèíåé-
íîãî âîäîóïîðà, õàðàêòåðèçóåìîãî ïîñòîÿíñòâîì ñêîðîñòè îáòåêà-
íèÿ.

Âî âòîðîé çàäà÷å îá îáòåêàíèè øïóíòà ïðèìåíåíèå ôóíêöèè
Æóêîâñêîãî ëèøü òîãäà ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíûì ðåçóëüòàòàì,
êîãäà ïîìèìî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ãðàíèöà îáëàñòè òå÷åíèÿ ñî-
äåðæèò òîëüêî ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà è âåð-
òèêàëüíûå ëèíèè òîêà. Îäíàêî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ãèäðîòåõíè-
÷åñêîãî ñòðîèòåëüñòâà, îðîøàåìîãî çåìëåäåëèÿ è ò. ï. íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîä ïîêðîâíûìè îòëîæåíèÿìè íàðÿäó ñ ãîðèçîíòàëüíûìè
íàïîðíûìè âîäîíîñíûìè ïëàñòàìè áîëåå âûñîêîé ïðîíèöàåìîñòè
çà÷àñòóþ âñòðå÷àþòñÿ è ãîðèçîíòàëüíûå âîäîíåïðîíèöàåìûå âêëþ-
÷åíèÿ, ÷òî êîðåííûì îáðàçîì îòðàæàåòñÿ íà õàðàêòåðå ôèëüòðà-
öèîííûõ ïðîöåññîâ. Â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å îá îáòåêàíèè øïóíòà
Æóêîâñêîãî äàåòñÿ ïîäðîáíûé ãèäðîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ
îïðåäåëÿþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà êàðòèíó òå÷åíèÿ.
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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðîùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ â íåâåñîìîñòè æèäêîãî ñëîÿ
â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå äëÿ íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé äîïîëíèòåëüíîìó òðåáîâàíèþ çàòâåðäåâà-
íèÿ â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè. Íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ðàñ÷åòà ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â æèä-
êîì ðàñøèðÿþùåìñÿ ñëîå. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìîäåëè âûðàæåíî â âèäå
çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ âíóòðåííåãî ðàäèóñà ñëîÿ R(t). Ôóíêöèÿ R(t)
óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó íåàâòîíîìíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Îáñóæäàþòñÿ ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è äèíàìèêè æèäêîãî
ñëîÿ, êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ðåæèìà ïîäà÷è ãàçà â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å. Íà åãî îñíîâå è ïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîé çàäà÷è ïðåäëîæåíû ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó äîïóñòèìûõ
ðåæèìîâ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà è âûáîðó ìàòåðèàëîâ ñ òðåáóåìûìè ðåî-
ëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

1. Ââåäåíèå

Èäåÿ ñîçäàíèÿ êîñìè÷åñêèõ çåðêàë íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè êîñ-
ìè÷åñêîãî ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ÊËÀ) âîçíèêëà åù¼ â 90-õ ãîäàõ
ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ(ñì.,íàïðèìåð, [1]). Áûëî ïðåäëîæåííî íåñêîëü-
êî ñõåì ïîëó÷åíèÿ òàêèõ çåðêàë. Â ðàìêàõ îäíîé èç íèõ çåðêàëî
ïðåäëàãàëîñü èçãîòàâëèâàòü èç ïîëîé ñôåðû áîëüøîãî äèàìåòðà,
ïîëó÷åííîé çà ñ÷åò ðàçäóâàíèÿ ïóçûðÿ çà áîðòîì ÊËÀ èç ñïåöèàëü-
íîé æèäêîñòè (òèïà îëèãîìåðà). Îíà âåä¼ò ñåáÿ êàê íüþòîíîâñêàÿ
âÿçêàÿ æèäêîñòü â òå÷åíèå íåáîëüøîãî èíòåðâàëà âðåìåíè tk, à çà-
òåì òâåðäååò. Òàêèå ìàòåðèàëû ñóùåñòâóþò, îíè óñïåøíî èñïîëü-
çîâàëèñü ïðè ïðîâåäåíèè ìîäåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ òàêîãî ðîäà â

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 1 äåêàáðÿ 2009 ã.
c⃝ Í. Í. Åðìîëàåâà, Ã. È. Êóðáàòîâà, 2010
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çåìíûõ óñëîâèÿõ. Ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñõåìû ïîëó÷åíèÿ òîíêèõ ïîëûõ
ñôåð áîëüøîãî äèàìåòðà âáëèçè ÊËÀ ñòàâèò öåëûé ðÿä ïðîáëåì.
Áîëüøóþ ðîëü â èõ ïðåîäîëåíèè èãðàþò ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ æèäêîãî ñëîÿ è ïðîâåäåíèå âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âûáîðó äîïóñòèìûõ ðåæèìîâ ïî-
äà÷è ãàçà âíóòðü æèäêîé îáîëî÷êè, îáåñïå÷èâàþùèõ äîñòèæåíèå
íåîáõîäèìûõ ðàçìåðîâ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè çà îïðåäåë¼ííûé èí-
òåðâàë âðåìåíè tk. Ýòîò èíòåðâàë tk æåñòêî îãðàíè÷åí, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, âðåìåíåì çàòâåðäåâàíèÿ ìàòåðèàëà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðåáî-
âàíèåì óñòîé÷èâîñòè ðåæèìà ðàçäóâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì
âîçìóùåíèÿì âíåøíèõ óñëîâèé.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ðàñøèðåíèÿ

ñôåðè÷åñêîãî æèäêîãî ñëîÿ â íåâåñîìîñòè

Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ
ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè â íåâåñîìîñòè ñ÷èòàþòñÿ âûïîëíåííûìè
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà:

1) ìàññîâûå ñèëû ìàëû, èõ ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü f ïî ìîäóëþ ñî-
ñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 10−5g (g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ );

2) îáåñïå÷åíû èçîòåðìè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà;

3) äî íà÷àëà çàòâåðäåâàíèÿ ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà îáîëî÷êè ìîäå-
ëèðóåòñÿ íüþòîíîâñêîé âÿçêîé æèäêîñòüþ ïîñòîÿííîé ïëîò-
íîñòè ρ ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè
µ è ñ ïîñòîÿíííûì êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ æ;

4) äàâëåíèå â ãàçîâîé ñðåäå âíå îáîëî÷êè ðàñïðåäåëåíî îäíîðîäíî
è ðàâíî Pn;

5) ïîäà÷à ãàçà âíóòðü îáîëî÷êè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íî;



Îá îäíîì ìåòîäå ñîçäàíèÿ êîñìè÷åñêèõ çåðêàë 109

6) ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ãàçà âíóòðè ðàñøèðÿþùåéñÿ æèäêîé
îáîëî÷êè îäíîðîäíî â ïðîñòðàíñòâå è ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó
Pg(t), îïðåäåëÿåìóþ ðåæèìîì ïîäà÷è ãàçà è ïàðàìåòðàìè
æèäêîãî ñëîÿ;

7) äèôôóçèåé ãàçà ÷åðåç îáîëî÷êó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ïðè ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèÿõ èçîòåðìè÷åñêîå ðàñøèðåíèå æèä-
êîãî ñëîÿ âïëîòü äî íà÷àëà çàòâåðäåâàíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùåé
ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

div ū = 0, (1)

ρ

(
∂ū

∂t
+ ū · ∇ū

)
= −∇p+ µ△ū, (2)

ãäå ū = ū(r, t) � âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè, p = p(r, t) � äàâëåíèå â
æèäêîñòè,∇ū � âåêòîðíûé ãðàäèåíò ñêîðîñòè,△ � îïåðàòîð Ëàïëà-
ñà. Â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè (1) ó÷òåíî ïîñòîÿíñòâî ïëîòíîñòè
æèäêîñòè ρ. Óðàâíåíèå (2) � óðàâíåíèå Íàâüå�Ñòîêñà, ïîëó÷åííîå
èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà èìïóëüñà ïðè ðåîëîãè÷åñêîì ïîâåäåíèè ìà-
òåðèàëà êàê íüþòîíîâñêîé âÿçêîé æèäêîñòè.

2.1. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 æèäêîñòü
ïîêîèòñÿ è èìååò ôîðìó ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ G:

{R(t0) 6 r 6 R̂(t0), ϑ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π]},

öåíòð ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (r, ϑ, φ) ðàñïîëîæåí â öåí-
òðå ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ. Âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ãðàíè÷íûå ïîâåðõ-
íîñòè æèäêîñòè S1(t), S2(t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñôåðû ðàäèóñîâ
R(t) è R̂(t) ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è èìåþò âèä

ū(r̄, t0) = 0, r̄ ∈ G. (3)

Ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ æèäêîãî ñëîÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1) � 7)
äëÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3) ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷åí. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

uϑ = uφ = 0;
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∂

∂ϑ
=

∂

∂φ
= 0; (4)

ū(r̄, t) = ur(r, t)ēr ≡ u(r, t)ēr,

ãäå ēr− åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü ðàäèóñà îò öåíòðà
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; u(r, t)−ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ñêîðîñòè.

2.2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è

Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ ðàáîòå [2], ïîñòàíîâêó êèíåìàòè÷åñêèõ è äè-
íàìè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ äëÿ ñêî-
ðîñòè æèäêîñòè íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ â ïðîèç-
âîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìåþò âèä

u|S1(t) = Ṙ, u|S2(t) =
˙̂
R. (5)

Çäåñü è äàëåå òî÷êîé îáîçíà÷åííî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.

Äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ îñíîâàíû íà ôîðìóëå Ëàïëàñà, îïðåäå-
ëÿþùåé âåëè÷èíó ñêà÷êà íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà íà-
ïðÿæåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç èñêðèâëåííóþ ïîâåðõíîñòü. Äëÿ ñôå-
ðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñà R âåëè÷èíà ñêà÷êà ðàâíà 2æ

R , ãäå æ
� êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà äàâëåíèÿ áîëüøå â òîé ñðåäå, â êîòîðîé ïîâåðõíîñòü ðàç-
äåëà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Çàïèøåì äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ â ïðîåêöèè íà ðàäèàëüíóþ îñü

−p(r, t) + 2µ
∂u(r, t)

∂r
= −Pn − 2æ

R̂(t)
, r ∈ S2(t), (6)

−
(
−p(r, t) + 2µ

∂u(r, t)

∂r

)
= Pg(t)−

2æ

R(t)
, r ∈ S1(t). (7)

Çäåñü Pg(t), Pn � çàäàííûå äàâëåíèÿ â ãàçå âíóòðè ïîëîñòè, îãðà-
íè÷åííîé ñëîåì æèäêîñòè, è âíå ñëîÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ñôåðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü óðàâíåíèå Íàâüå�
Ñòîêñà (2), òàê êàê â ñèëó ðàâåíñòâ (4) rot ū = 0. Òàêèì îáðàçîì,
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äâèæåíèå æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Â áîëüøèíñòâå ãðà-
íè÷íûõ çàäà÷ äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè òå÷åíèå íå ìîæåò áûòü ïîòåí-
öèàëüíûì âñþäó ââèäó óñëîâèÿ �ïðèëèïàíèÿ� íà ãðàíè÷íûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ. Ñïåöèôèêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äåëàåò ðàññìàòðèâàå-
ìóþ çàäà÷ó èñêëþ÷åíèåì. Ëàïëàñèàí îò âåêòîðà ñêîðîñòè ū äëÿ ïî-
òåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ðàâåí íóëþ è óðàâ-
íåíèå Íàâüå�Ñòîêñà (2) äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè ïðè óñëîâèè △ū = 0
ñòàíîâèòñÿ àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèþ Ýéëåðà:

ρ

(
∂ū

∂t
+ ū · ∇ū

)
= −∇p.

Âëèÿíèå âÿçêîñòè â ìîäåëè ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (6), (7) íà ïîâåðõíîñòÿõ S1, S2.

Çàïèøåì óïðîùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èçîòåðìè÷åñêî-
ãî ðàñøèðåíèÿ æèäêîãî ñëîÿ ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé 1) �
7) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

∂

∂r
(r2u) = 0, (8)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
= − ∂

∂r

(
p

ρ

)
, (9)

u
∣∣
t=0

= 0, r ∈ [R(0), R̂(0)], R
∣∣
t=0

= R0; (10)

ïðè t ∈ [0, tk]

u
∣∣
r=R

= Ṙ, u
∣∣
r=R̂

=
˙̂
R, (11)

(
p− 2µ

∂u

∂r

) ∣∣∣∣
r=R

= Pg(t)−
2æ

R
, (12)(

p− 2µ
∂u

∂r

) ∣∣∣∣
r=R̂

= Pn +
2æ

R̂
, (13)

R̂3(t)−R3(t) = const = κ. (14)

Çäåñü u(r, t) � ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè æèä-
êîñòè â ñëîå, êîòîðûé â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t îãðàíè÷åí ñôå-
ðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì R(t) è âíåøíèì



112 Í. Í. Åðìîëàåâà, Ã. È. Êóðáàòîâà

ðàäèóñîì R̂(t)(âíåøíèé ðàäèóñ R̂(t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îäíà-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî âíóòðåííåìó R(t) è êîëè÷åñòâó ìàòåðèàëà);
R0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî
ñëîÿ; ρ, µ, æ � ïëîòíîñòü, êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè è
êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè, ñ÷èòàþùèåñÿ
íåèçìåííûìè; κ � êîíñòàíòà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ îáúåìó æèäêîãî
ñëîÿ, ðàâíîìó 4

3 πκ; tk � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà.
Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (8)�(14): (8) � óðàâíåíèå íåðàçðûâíî-

ñòè, (9) � ïðîåêöèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà îñü r ñôåðè÷åñêîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò, (10) � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, (11) � êèíåìàòè÷åñêèå
óñëîâèÿ íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ ñëîÿ, (12), (13) �
äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ ñëîÿ,
(14) � óñëîâèå íåèçìåííîñòè îáúåìà ñëîÿ.

Óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è äâèæåíèÿ â ìîäåëè (8)�(14) äîïóñ-
êàþò èíòåãðàëû. Èç èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè â æèäêîì ñëîå

u(r, t) = R2Ṙ/r2. (15)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
(9) â ôîðìå Ãðîìåêà�Ëàìáà, ó÷èòûâàÿ ïîòåíöèàëüíîñòü òå÷åíèÿ:

∂

∂t
(∇φ) +∇u2

2
+∇p

ρ
= 0.

Çäåñü φ(r, t) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èí-
òåãðàë Ëàãðàíæà�Êîøè

∂φ

∂t
+
u2

2
+
p

ρ
= F (t), (16)

ïîçâîëÿþùèé íàéòè ïîëå äàâëåíèÿ p(r, t) â æèäêîñòè ïî ïîëþ ñêî-
ðîñòè u(r, t). Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè φ(r, t) ñ ó÷åòîì (15) èìååò âèä

φ(r, t) = φ(R, t) + ṘR2

(
1

R
− 1

r

)
. (17)

Âûðàçèì äàâëåíèå â æèäêîñòè p(r, t) ÷åðåç ôóíêöèþ R(t) è åå
ïðîèçâîäíûå. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ôóíêöèþ F (t), êîòîðàÿ íå çàâèñèò
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îò r, íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ, çàïèñàâ ëåâóþ ÷àñòü èíòå-
ãðàëà Ëàãðàíæà�Êîøè ïðè r = R è âîñïîëüçîâàâøèñü ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (11), (12):

F (t) =
∂φ

∂t

∣∣
r=R

+
Ṙ2

2
+

1

ρ

(
2µ

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R

+ Pg(t)−
2æ

R

)
. (18)

Èç ñîîòíîøåíèé (15), (17) ñëåäóþò âûðàæåíèÿ äëÿ ∂φ
∂t è F (t):

∂φ

∂t
=
dφ

dR
Ṙ− Ṙ2 + (2RṘ2 +R2R̈)

(
1

R
− 1

r

)
, (19)

F (t) = −4µ

ρ

Ṙ

R
+
Pg(t)

ρ
− 2æ

ρR
− Ṙ2

2
+
dφ

dR
Ṙ. (20)

Äàâëåíèå â æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé (19), (20) íàõîäèòñÿ
èç èíòåãðàëà Ëàãðàíæà�Êîøè (16) â âèäå

p(r, t) = Pg(t)−
4µ

R
Ṙ− 2æ

R
− ρ(2RṘ2 +R2R̈)

(
1

R
− 1

r

)
+

+
ρ

2
R4Ṙ2

(
1

R4
− 1

r4

)
.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå(øòðèõè
îïóùåíû, îáîçíà÷åíèÿ òå æå):

p(r, t) = Pg(t)−
Am

Ap

Ṙ

R
− As

ApR
−

(
2Ṙ2 +RR̈

Ap

)(
1− R

r

)
+ (21)

+
Ṙ2

2Ap

(
1−

(
R

r

)4
)
.

Áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû Am, As, Ap âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû
çàäà÷è è ÷åðåç õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû tx, rx, px ïî ôîðìóëàì

Am =
4µtx
ρr2x

, As =
2æ t2x
ρr3x

, Ap =
Pxt

2
x

ρr2x
.
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Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (15), (21) äëÿ ïîëåé ñêîðîñòè u(r, t) è
äàâëåíèÿ p(r, t) â æèäêîì ñëîå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøå-
íèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè çàäà÷è êàê òîëüêî èçâåñòåí çàêîí
ïîâåäåíèÿ âíóòðåííåãî ðàäèóñà R(t).

Â ðàáîòå [2] â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü æèäêîãî ñëîÿ
óðàâíåíèé (8), (9) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11)�(13) âûâåäå-
íî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ R(t), êîòîðîå â
áåçðàçìåðíîé ôîðìå â òåðìèíàõ ââåäåííûõ âûøå âåëè÷èí ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

hR̈+
Ṙ2

2R
h2(h2−4h+6)+

Ṙ

R2
Amh(h

2−3h+3) = −As(2− h)

R2
+
ApW (t)

R
,

(22)

h = h(R(t)) = 1− (1 +K/R3)−1/3 =
H(t)

R̂
, (23)

W (t) = Pg(t)− Pn, (24)

H(t) = R̂(t)−R(t),

ãäå W (t) � óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ðåæèìîì ïîäà÷è
ãàçà; H(t) � òîëùèíà ñëîÿ; K � áåçðàçìåðíûé îáúåì ñëîÿ (K = κ

r3x
).

Ñôîðìóëèðóåì ïðÿìóþ è îáðàòíóþ çàäà÷è äèíàìèêè ðàñøèðÿ-
þùåãîñÿ ñëîÿ æèäêîñòè.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ÷åòå ôóíêöèè R(t) ïî óðàâíå-
íèþ (22) ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ

R
∣∣
t=0

= R0, Ṙ
∣∣
t=0

= 0 (25)

ïî óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè W (t) (24) è ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ
µ, ρ, æ ,K,R0, Pn, tk íà èíòåðâàëå âðåìåíè [0, tk].

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ÷åòå ïî çàäàííîìó çàêîíó
R(t) óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè W (t) ïî óðàâíåíèþ (22) ïðè çàäàííîì
íàáîðå ïàðàìåòðîâ.

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì ïðÿìîé. Îíî
èññëåäîâàëîñü, íàïðèìåð, â ðàáîòå [3]. Íà åãî îñíîâå ìîæíî íàéòè
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óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ W (t), òåîðåòè÷åñêè îáåñïå÷èâàþùóþ çà-
äàííîå ïîâåäåíèå ðàäèóñà ñëîÿ R(t). Îäíàêî îöåíèòü âëèÿíèå âîç-
ìîæíûõ îòêëîíåíèé ðåàëüíûõ ðåæèìîâ îò òåîðåòè÷åñêèõ ìîæíî
òîëüêî èç ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è.

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ, îïèñûâàþùåãî çàêîí èçìåíåíèÿ R(t)

Âûáåðåì óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ W (t), äëÿ ÷åãî çàäàäèì îäèí
èç âîçìîæíûõ çàêîíîâ ïîâåäåíèÿ R(t) è ðåøèì îáðàòíóþ çàäà÷ó.
Ïðîèçâîë âûáîðà R(t) îãðàíè÷åí ñëåäóþùèìè òðåáîâàíèÿìè:

1. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè Ṙ äîëæíî áûòü ðàâíî íóëþ.
2. Çà âðåìÿ tk ñëîé äîëæåí äîñòè÷ü íóæíûõ ðàçìåðîâ.
3. Ïî òåõíîëîãè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû Ṙ â êîí-

öå ïðîöåññà áûëî áëèçêî ê íóëþ.
4. Íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè [0, tk] ôóíêöèÿ R(t) äîëæíà áûòü

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé (Ṙ > q0 äëÿ t ∈ [0, tk]).
Ðàññìàòðèâàëîñü íåñêîëüêî äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ çàäàíèÿ

R(t). Â äàííîé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèì çàêîíîì:

R(t) = 1 +
(
1− exp(−(a1 t)

2))(a2 th(a3 t)
)
. (26)

Çäåñü ìíîæèòåëü (1−exp(−(a1 t)
2)) áûñòðî ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì åäè-

íèöå, ñìûñë åãî ââåäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âû-
ïîëíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé Ṙ = 0 ïðè t = 0. Çíà÷åíèå áåçðàçìåð-
íîé âåëè÷èíû tk ïðèíÿòî ðàâíûì 120.

Ïî çàäàííîìó çàêîíó R(t) â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-
äà÷è èç óðàâíåíèÿ (22) íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëÿþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ W (t). Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Êîøè (22), (25) ïîêà-
çàëî (ñì.:[4]), ÷òî îíà îáëàäàåò øèðîêèì ñïåêòðîì âû÷èñëèòåëü-
íûõ òðóäíîñòåé. Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò çíà÷åíèé áåçðàç-
ìåðíûõ êîìïëåêñîâ è îò âûáðàííîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè W (t).
Äëÿ áîëüøèíñòâà ðàññìîòðåííûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (22)
îêàçàëîñü æåñòêèì. Êðîìå òîãî, íà íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñòàäèÿõ
ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ óðàâíåíèå (22), îñòàâàÿñü æåñòêèì, îáëàäàåò
ðàçíûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, â íà÷àëå ïðîöåññà ñïåêòðàëüíîå



116 Í. Í. Åðìîëàåâà, Ã. È. Êóðáàòîâà

÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ßêîáè ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé
óðàâíåíèþ (22), îáû÷íî âåëèêî è ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 104.
Ïðè t → tk òîëùèíà ñëîÿ H(t) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ ìàëîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà h(t) (23) ïåðåä
ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè (22).

Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ íå
ïîçâîëèëî ïî åäèíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå ðàññ÷èòàòü âåñü ïðî-
öåññ ðàñøèðåíèÿ æèäêîãî ñëîÿ. Ïîýòîìó äàëåå ðå÷ü èäåò î äâóõ
ýòàïàõ ðàñ÷åòà: íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ æåñòêî-
ãî îáûêíîâåííîãî íåëèíåéíîãî íåàâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (22) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (25).

Êàê îòìå÷àåòñÿ â îáçîðíîé ðàáîòå Í.Í. Êàëèòêèíà è Ñ.Ë. Ïàí-
÷åíêî [5] î âûáîðå îïòèìàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì äëÿ æåñòêèõ
íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íåëüçÿ ïðåäñêàçàòü çàðà-
íåå, êàêàÿ èìåííî èç èçâåñòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì îêàæåòñÿ
ýôôåêòèâíîé äëÿ ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé æåñòêîé ñèñòåìû. Íàøè
èññëåäîâàíèÿ [2, 4] ïîäòâåðäèëè òðóäíîñòü âûáîðà îïòèìàëüíîé
âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêîãî íåëèíåéíîãî íåàâ-
òîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (22). Çàäà÷à âûáîðà ñó-
ùåñòâåííî îáëåã÷àëàñü íàëè÷èåì òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (22) äëÿ íåêîòîðûõ çàäàííûõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé
W (t). Ïîýòîìó èìåëàñü âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ïî òîé èëè èíîé ñõåìå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è
â ðÿäå ñëó÷àåâ. Áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå àë-
ãîðèòìû ðåøåíèÿ ýòîé æåñòêîé ñèñòåìû: ìåòîä òèïà ïðåäèêòîð -
êîððåêòîð (ïðåäëîæåííûé Ðû÷êîâûì [6]), ÷èñòî íåÿâíàÿ äâóõñòà-
äèéíàÿ ñõåìà, à òàêæå îäíî- è äâóõñòàäèéíûå ñõåìû òèïà Ðîçåí-
áðîêà è ìîäèôèêàöèè Âàííåðà è Íîâèêîâà äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñè-
ñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé áûëè
ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå Í.Í. Êàëèòêèíà è Ñ.Ë. Ïàí÷åíêî [5].

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è íè îäíà èç ýòèõ
ñõåì íå ïðèâîäèò ê óñïåõó. À èìåííî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòà-
òî÷íî êîðîòêîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, âñå óêàçàííûå ñõåìû äàþò
ñðûâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàëèñü äðóãèå âû÷èñëèòåëüíûå àëãî-
ðèòìû. Äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îêàçà-
ëàñü ïðåäëîæåííàÿ íàìè ÿâíàÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà [2, 4].
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×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (22), (25) ïî ðàññìîòðåííûì
ñõåìàì ñðàâíèâàëîñü ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è
ïðè óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè W (t), ðàññ÷èòàííîé ïî âûáðàííîìó çà-
êîíó R(t) (26). Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè (ñì.:[2, 4]), ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷è òîëüêî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ÿâíàÿ ñõåìà ïîçâîëèëà ÷èñ-
ëåííî ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (22) íà ïåðâîì ýòàïå.

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû íà÷àëà ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ æèäêîé îáî-
ëî÷êè äëÿ ðÿäà óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé W (t), ïðåäñòàâëÿþùèõ
ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû

• Äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, óñòîé÷èâîñòü
ñ÷åòà äîñòèãàëàñü òîëüêî ïðè âåñüìà ìàëûõ çíà÷åíèÿõ øà-
ãà èíòåãðèðîâàíèÿ (âåëè÷èíà øàãà íå ïðåâûøàëà âåëè÷èíû
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé ìàêñèìàëüíîìó (ïî t) ÷èñëó îáó-
ñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ßêîáè).

• Äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ òðåáîâàëàñü áîëüøàÿ òî÷íîñòü âû÷èñ-
ëåíèé.

• Íàèìåíüøèå îòêëîíåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî, èç-
âåñòíîãî èç ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, äîñòèãàëèñü ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ÿâíîé ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû, äëÿ íåå è òî÷-
íîñòü ðàñ÷åòà áûëà âûøå, è ðàñ÷åò îêàçàëñÿ óñòîé÷èâ íà çíà-
÷èòåëüíî áîëüøåì èíòåðâàëå âðåìåíè.

• 4. Íè îäíà èç îïðîáîâàííûõ ñõåì äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ çà-
äà÷è, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, íå ïîçâîëèëà
ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) íà âñåì èíòåðâà-
ëå âðåìåíè [0, tk].

Ðàñ÷åò ïåðâîãî ýòàïà (ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è) ïîç-
âîëÿåò íàéòè âðåìÿ t∗ ïåðåõîäà êî âòîðîìó ýòàïó ðåøåíèÿ çàäà-
÷è. Ðåøåíèå çàäà÷è íà âòîðîì ýòàïå ïðèâåäåíî â ðàáîòå [4]. Ïîñëå
îïðåäåëåíèÿ R(t) èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïîëíîå ðåøåíèå ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è äàåòñÿ ïîëó÷åííûìè ñîîòíîøåíèÿìè (15),
(21) äëÿ ïîëåé ñêîðîñòè u(r, t) è äàâëåíèÿ p(r, t) â æèäêîì ñëîå.

Íàéäåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò âûáèðàòü äîïóñòèìûå ðåæèìû
ïîäà÷è ãàçà (ñì.:[7]). Ðåæèì, ïðèâîäÿùèé ê ðàçðûâó æèäêîãî ñëîÿ,
ñ÷èòàåòñÿ íåäîïóñòèìûì. Ìàòåìàòè÷åñêè ñèòóàöèÿ ðàçðûâà ñëîÿ
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â äàííîé çàäà÷å ýêâèâàëåíòíà âîçíèêíîâåíèþ â æèäêîñòè îòðè-
öàòåëüíîãî äàâëåíèÿ. Íàéäåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
îãðàíè÷åíèÿ íà âèä óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè W (t) è ïàðàìåòðû
Am, As, Ap, K.

Â ïðÿìîé çàäà÷å èçâåñòíà óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ W = W (t)
(24). Èç óðàâíåíèÿ (22) íàõîäèòñÿ R = R(W (t),K,Am, As, Ap) â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ (21)
â æèäêîì ñëîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå çàâèñèìîñòè

p(r, t) = p(r,W (t), Pn,K,Am, As, Ap). (27)

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äîïóñòèìîñòè âèäà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè
W (t) ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå â ñëîå îòðèöàòåëüíûõ äàâëåíèé, ÷òî ïðè-
âîäèò ê íåðàâåíñòâó

p(r,W (t), Pn,K,Am, As, Ap) > 0 (28)

â îáëàñòè
t ∈ [0, tk], r ∈

[
R(t),

(
K +R(t)3

)1/3]
. (29)

Äëÿ êà÷åñòâåííîé îöåíêè äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü óñëîâèÿ, ê êîòî-
ðûì ïðèâîäèò òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîñòè äàâëåíèÿ, íàïðèìåð,
íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ. (Íî â êîíå÷íîì ñ÷åòå äîïóñòè-
ìîñòü âèäà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè äîëæíà áûòü ïîäòâåðæäåíà,
êîíå÷íî, âî âñåé îáëàñòè (29).) Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (28) íà âíóò-
ðåííåé ãðàíèöå. Âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ p (27) íàéäåíî âûøå (ñì.
(21)). Â íåãî âõîäèò ôóíêöèÿ Pg(t)(24), êîòîðàÿ â ïðÿìîé çàäà÷å
ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. ×òîáû ïîëó÷èòü èñêîìóþ îöåíêó äëÿ äàâëå-
íèÿ, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàéäåì Pg(t) èç ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è, à èìåííî çàäàäèìñÿ çàêîíîì R(t), íàïðèìåð (26), è
îïðåäåëèì Pg(t) èç óðàâíåíèé (22), (24). Ïðè ýòîì çíà÷åíèè Pg(t)
íåðàâåíñòâî (28) íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ïðèìåò âèä

Pn +
R

Ap

(
hR̈+

Ṙ2

2R
h2(h2 − 4h+ 6)

)
+ (30)

+
Am

Ap

Ṙ

R
(h− 1)3 +

As

ApR
(1− h) > 0,
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ãäå h çàäàíî ôîðìóëîé (23). Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (30) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Pn +
R

Ap

(
hR̈+

Ṙ2

2R
h2(h2 − 4h+ 6)

)
+

(
−Am

Ap

ṘR2

R̂3

)
+

As

ApR̂
> 0.

(31)
Íåðàâåíñòâî (31) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðîëü ñèë âÿçêîñòè, ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ è âíåøíåãî äàâëåíèÿ.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû äëÿ ðàçëè÷íûõ Am, As ïðè óñëîâèè
Pn = 0 ïîêàçàëè, ÷òî óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèþ p > 0 âîçìîæ-
íî òîëüêî ïðè àáñóðäíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè êîýôôèöèåíòàõ
âÿçêîñòè µ < 0.238 · 10−3(Í·ñ\ì2) è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ
æ > 0.47(Í\ì) èëè ïðè î÷åíü áîëüøîì çíà÷åíèè tk, íå ðåàëüíîì
ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü èñïðàâëåíà òîëüêî
çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïðîòèâîäàâëåíèÿ âíå ñëîÿ, ò. å. òîëüêî ïðè óñëîâèè
Pn > 0.

Àíàëèç íåðàâåíñòâà (31) ïîçâîëÿåò âûñêàçàòü íåêîòîðûå ïðàê-
òè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó ìàòåðèàëîâ è óñëîâèé ïðîâåäå-
íèÿ ïðîöåññà. Îíî äåìîíñòðèðóåò âëèÿíèå èçìåíåíèé êîýôôèöèåí-
òîâ âÿçêîñòè, ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è äàâëåíèÿ Pn âíå ñëîÿ íà
çíàê ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (31). Ïåðâîå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå
â (31) âñåãäà ïîëîæèòåëüíû, òðåòüå � âñåãäà îòðèöàòåëüíî, âòî-
ðîå � â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì,
òàê è îòðèöàòåëüíûì. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âûñêàçàòü ñëåäóþùèå
ðåêîìåíäàöèè:

• èç âñåõ ìàòåðèàëîâ ñ íåîáõîäèìûìè ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè ïðåäïî÷òèòåëüíåå òå, ó êîòîðûõ ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íàÿ âÿçêîñòü è ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé êîýôôèöèåíò ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ;

• íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå äàâëåíèå Pn

âíå æèäêîãî ñëîÿ â ãàçîâîé ôàçå èñêóññòâåííîé îáîëî÷êè.
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ÇÀÄÀ×À Î ÂÛÂÎÄÅ ÃÀÇÎÏÐÎÂÎÄÀ
ÍÀ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÉ ÐÅÆÈÌ ÐÀÁÎÒÛ

Å. Â. Ãðóíè÷åâà, Ã. È. Êóðáàòîâà, Å. À. Ïîïîâà

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ïî ïîñòðîåíèþ àäåê-
âàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðàíñïîðòèðîâêè ãàçà ïî ìîðñêèì ãàçî-
ïðîâîäàì, íà÷àòûå â ñåðèè ðàáîò [1�5]. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû òðàíñïîðòèðîâêè ãàçà. Îñíîâ-
íûì ðåæèìîì ýêñïëóàòàöèè ãàçîïðîâîäîâ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøèéñÿ, îä-
íàêî ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìà íåñòàöèî-
íàðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, íàïðèìåð çàäà÷à î âûõîäå ãàçîïðîâîäà
íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì èëè çàäà÷à ïåðåâîäà ñèñòåìû íà íîâûé óñòà-
íîâèâøèéñÿ ðåæèì ðàáîòû. Çäåñü èññëåäîâàííû ìåäëåííî ìåíÿþùèå-
ñÿ ïðîöåññû è ðàññìîòðåíî áåçóäàðíîå íåóñòàíîâèâøååñÿ íåèçîòåðìè-
÷åñêîå òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåèäåàëüíîé õèìè÷åñêè èíåðòíîé
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãàçîâîé ñìåñè ïî ìîðñêîìó òðóáîïðîâîäó êðóãîâî-
ãî ñå÷åíèÿ ñ àáñîëþòíî æåñòêèìè ñòåíêàìè, èìåþùèìè ìíîãîñëîéíîå
ïîêðûòèå.

1. Ââåäåíèå

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåí áîãàòûé îïûò ïî ðàñ÷åòàì
òðàíñïîðòèðîâêè ãàçà ïî ìàãèñòðàëüíûì ãàçîïðîâîäàì [6, 7]. Ñó-
ùåñòâåííûé âêëàä â ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ âíåñëè È.À. ×àðíûé,
Í.Í. ßíåíêî, Î.Ô. Âàñèëüåâ, Ñ.Ê. Ãîäóíîâ, Ý.À. Áîíäàðåâ, À.Ô. Âî-
åâîäèí, Ì.À. Êàíèáîëîòñêèé è ìíîãèå äðóãèå èññëåäîâàòåëè. Îä-
íîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòèðîâêè íåèäåàëüíîãî
ñæèìàåìîãî ãàçà ïî òðóáàì, âïåðâûå ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [6],
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íàïðèìåð íà íåé îñ-
íîâàíà ìîäåëü ðàáîòû [7], ïîñâÿùåííîé èçó÷åíèþ íåñòàöèîíàðíûõ
ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ãàçîïðîâîäå íà ïîäâîäíîì ïåðåõî-
äå ÷åðåç ×åðíîå ìîðå. Íà ýòîé æå ìîäåëè îñíîâàíû ïðîãðàììíî-

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 16 ôåâðàëÿ 2010 ã.
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ìàòåìàòè÷åñêèå êîìïëåêñû <CorNet> è <AMADEUS>[8]. Ïðåäëî-
æåííàÿ íèæå íåñòàöèîíàðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îòëè÷àåòñÿ
îò ìîäåëè Âàñèëüåâà, Áîíäàðåâà, Âîåâîäèíà è Êàíèáîëîòñêîãî [6]
óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ è êàëîðè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ýòî ñâÿçàíî ñ
íåîáõîäèìîñòüþ âîçìîæíî áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ ïðè ñâåðõâûñîêèõ äàâëåíèÿõ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïðèâåäåì â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü
íåèçîòåðìè÷åñêîãî íåñòàöèîíàðíîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé
íåèäåàëüíîé ãàçîâîé ñìåñè ïî òðóáîïðîâîäàì ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ:

óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+
∂ρu

∂z
= 0, (1)

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

∂ρu

∂t
+

∂

∂z

(
ρu2 +m1p

)
= −m2ρu

2 +m3ρ cosα(z), (2)

óðàâíåíèå áàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè:

∂

∂t

(
ρε+m10

ρu2

2

)
+

∂

∂z

(
ρuε+m10

ρu3

2
+m5up

)
= (3)

= m6 (T
∗(z, t)− T (ρ, ε)) +m11ρu cosα(z),

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Ðåäëèõà�Êâîíãà:

p = m8
ρT (ρ, ε)

(1− δ∗ρ)
−m9

ρ2

(1 + δ∗ρ)T 1/2(ρ, ε)
. (4)

Â ñèñòåìå (1)�(4) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: u, ρ, p, T �
ñêîðîñòü, ïëîòíîñòü, äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà ãàçà ñîîòâåòñòâåííî,
ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè t è êîîðäèíàòû z, íàïðàâëåííîé
âäîëü îñè òðóáîïðîâîäà; ε = ε(z, t) � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü ïîëíîé
ýíåðãèè; α(z) � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñèëû òÿæåñòè è îñüþ
òðóáîïðîâîäà â z-ì ñå÷åíèè; T ∗(z, t) � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé
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âîäû; δ∗ � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Ðåäëèõà�
Êâîíãà (4).

Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû T îò ïëîòíîñòè ρ è âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ε èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì.:[10]):

T (ρ, ε) =
4

3
ε cos2

(
1

3
arccos

(
m∗ ln(1 + δ∗ρ)

2 (ε/3)
3/2

))
. (5)

Áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû m1 − m11, m∗, δ∗ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è è õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû ïî ôîðìó-
ëàì

m1 =
px
ρxu2x

, m2 =
λzx
4R

, m3 =
zxg

u2x
, m4 =

λu2xzx
4cvRTx

,

m5 =
px

ρxcvTx
, m6 =

2zx
cvR2ρxuxW

, m7 =
3cρx

2cvT
3/2
x

,

m8 =
hρxTx
px

, m9 =
cρ2x

pxT
1/2
x

, m10 =
u2x
εx

,

m11 =
zxg

εx
, δ∗ = δρx , m∗ =

px
ρxεxδ∗

; (6)

W =
m∑
j=1

1

λj
ln

(
1 +

dj
rj−1

)
+

1

λ∗
ln

(
1 +

d∗
rm

)
, rj−1 = R+

j−1∑
q=1

dq;

h = Rg/M, M =
k∑
1

ηimi,
k∑
1

ηi = 1,

δ = b/M, c = a/M2, b = ΩbRgTc/pc, a = Ωa(Rg)
2T 2,5

c /pc.

Çäåñü ââåäåíû õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû äëèíû zx, âðåìåíè tx,
ñêîðîñòè ux, ïëîòíîñòè ρx, äàâëåíèÿ px, òåìïåðàòóðû Tx è âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè εx. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: R � âíóò-
ðåííèé ðàäèóñ òðóáîïðîâîäà; λj , dj � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîä-
íîñòè è òîëùèíà j-ãî ñëîÿ îáøèâêè (îíè ìîãóò áûòü ôóíêöèÿìè z,
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ò. å. íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ êîíñòðóêöèÿ îáøèâêè ìîæåò áûòü ðàçëè÷-
íîé); m � êîëè÷åñòâî ñëîåâ îáøèâêè òðóáû; λ∗, d∗ � êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè è ýôôåêòèâíàÿ òîëùèíà ñëîÿ ëüäà íà âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè ãàçîïðîâîäà; g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè; λ� êîýô-
ôèöèåíò ãèäðàâëè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (â îáùåì ñëó÷àå îí ìîæåò
ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñåòü îò z è t); Rg � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; mi,
ηi � ìîëåêóëÿðíûé âåñ è äîëÿ i-é ñîñòàâëÿþùåé ãàçîâîé ñìåñè ñî-
îòâåòñòâåííî; k � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ãàçîâîé ñìåñè; Ωa, Ωb �
÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå ïî çíà÷åíèÿì êðèòè÷åñêèõ òåìïåðàòóðû Tc è
äàâëåíèÿ pc â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöàìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå
[9], äëÿ çàäàííîãî õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ãàçîâîé ñìåñè; cv � ìàññî-
âàÿ ïëîòíîñòü òåïëîåìêîñòè ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, êîòîðóþ
â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé,
îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå cv = cv(T ); tx = zx/ux, εx = cvTx. Áåçðàç-
ìåðíûé êîìïëåêñ m∗ âõîäèò â óðàâíåíèå (5).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(4) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè èññëåäóåìîé íåñòàöèîíàðíîé
çàäà÷å. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î âûõîäå
íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ïðè çàäàííîì èçìåíåíèè ðàñõîäà íà ïðà-
âîì êîíöå ãàçîïðîâîäà. Íà÷àëüíûìè äàííûìè â ýòîé çàäà÷å ñëóæàò
ïàðàìåòðû óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà ρ0(z), T0(z):

t = 0 : ρu = const, ρ = ρ0(z), T = T0(z), (7)

ãäå ρ0(z), T0(z) � çàäàííûå íåèçìåííûå ïëîòíîñòü è òåìïåðàòóðà
ïîñòóïàþùåé íà âõîä ñìåñè ãàçîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Âîïðîñ î çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìè-
êè ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê íà
ãðàíèöàõ îáëàñòè. Â äàííîé çàäà÷å íà ëåâîì êîíöå ãàç âòåêàåò ñî
ñêîðîñòüþ, ìåíüøåé ñêîðîñòè çâóêà, ïðè ýòîì, êàê èçâåñòíî, ÷èñëî
óñëîâèé äîëæíî áûòü ðàâíî m+1, ãäå m � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ïî
ïðîñòðàíñòâó. Íà ïðàâîì êîíöå ãàç âûòåêàåò ñî ñêîðîñòüþ, ìåíü-
øåé ñêîðîñòè çâóêà, ïðè ýòîì ñòàâèòñÿ îäíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Â
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

t > 0, z = 0 : ρ = 1, T = 1;
t > 0, z = L : ρu = y∗(t).

(8)
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ãäå y∗(t) � èçâåñòíûé çàêîí èçìåíåíèÿ óäåëüíîãî ðàñõîäà ãàçà íà
ïðàâîì êîíöå ãàçîïðîâîäà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîäåëè (1)�(4) ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (7), (8) äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé îêàçàëàñü ìîäèôèöè-
ðîâàííàÿ äâóõñëîéíàÿ ñõåìà Ëàêñà�Âåíäðîôôà. Çäåñü êàæäûé èç
äâóõ ýòàïîâ ïåðåõîäà íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé ðàññ÷èòûâàåò-
ñÿ ÿâíî.

Àëãîðèòì ýòîé ÷èñëåííîé ñõåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè (1)�
(4) ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Ñ++. Ïî ñðàâíåíèþ ñ óäîáíûìè ïðè îòëàä-
êå ïðîãðàììíûìè ïàêåòàìè òèïà Maple ðåàëèçàöèÿ íà ÿçûêå C++
äàåò ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ïî âðåìåíè ñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê
ïîòîêà ãàçà. Îïòèìàëüíàÿ âåëè÷èíà øàãà ïî âðåìåíè îïðåäåëÿëàñü
â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

3. Ïðèìåð ðàñ÷åòà

Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà â çàäà÷å
î âûõîäå ãàçîïðîâîäà íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì òå÷åíèÿ ïðè ïåðè-
îäè÷åñêîì èçìåíåíèè ðàñõîäà íà ïðàâîì êîíöå. Íà ëåâîì êîíöå â
ýòîé çàäà÷å ïîääåðæèâàëèñü íåèçìåííûìè òåìïåðàòóðà 4◦Ñ è äàâ-
ëåíèå 150 àòì, à â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàëèñü ïà-
ðàìåòðû óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà òå÷åíèÿ ïðè ïîñòîÿííîì ðàñõîäå
400 êã/ñ. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ ìîäåëüíîãî ó÷àñòêà ãàçîïðîâîäà
äëèíîé 200 êì. Èçìåíåíèå ðàñõîäà íà âûõîäå çàäàâàëîñü â âèäå
ñèíóñîèäû: ðàñõîä èçìåíÿëñÿ îò 360 äî 440 êã/ñ ñ ïåðèîäîì â äâà
÷àñà.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 1, 2, 3 ïðèâåäåíû ïîâåäåíèÿ
ðàñõîäà íà ëåâîì êîíöå ãàçîïðîâîäà è äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû íà
ïðàâîì êîíöå ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîé çàäà÷å âðåìÿ âûõîäà ãàçîïðîâîäà íà ïåðèîäè÷åñêèé ðå-
æèì ðàáîòû ñîñòàâèëî 10,5 ÷àñà.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ìíîãî÷èñëåííûõ âàðèàíòîâ çàäà÷è (î âû-
õîäå íà íîâûé óñòàíîâèâøèéñÿ èëè ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèìû) ïîçâî-
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Ðèñ. 1. Èçìåíåíèå ðàñõîäà íà ëåâîì êîíöå ãàçîïðîâîäà.

Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå äàâëåíèÿ íà ïðàâîì êîíöå ãàçîïðîâîäà.
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Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû íà ïðàâîì êîíöå ãàçîïðîâîäà.

ëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê òðàíñïîðòèðîâêè
ãàçà íà âðåìÿ âûâîäà ãàçîïðîâîäà íà çàäàííûé ðåæèì. Âûáðàí-
íàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè (1)�(4) ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíîé äëÿ ðàñ÷åòà äëèòåëüíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ
òå÷åíèÿ ãàçà è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòè
îëåäåíåíèÿ ìîðñêèõ ãàçîïðîâîäîâ â ñåâåðíûõ ìîðÿõ.
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Ì.Ñ.Ñàéêîâà

Âûïîëíåíà îöåíêà ïðî÷íîñòè ñîñóäà äàâëåíèÿ ñ òåõíîëîãè÷åñêèì
äåôåêòîì òèïà �ðàññëîåíèå� ïðè ïåðåõîäíûõ ðåæèìàõ ýêñïëóàòàöèè. Â
êà÷åñòâå ðàñ÷¼òíîé ìîäåëè ðàññìîòðåíà öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñ îä-
íîé èëè íåñêîëüêèìè òåïëîèçîëèðîâàííûìè òðåùèíàìè, íàõîäÿùàÿñÿ
ïîä âîçäåéñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Ïðîâåäåíî èñ-
ñëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îêîëî òåðìîèçî-
ëèðîâàííîé äóãîâîé òðåùèíû. Òàêæå ïðîàíàëèçèðîâàíî âçàèìîäåéñò-
âèå íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ òðåùèí ïðè èõ ðàçëè÷íîì ðàñïîëîæåíèè
îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

1. Ââåäåíèå

Âîïðîñû òåîðèè ðàñ÷¼òà òåë ñ òðåùèíàìè ïîä äåéñòâèåì ñòà-
öèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ õîðîøî ðàçðàáîòàíû è îñâåùå-
íû â îòå÷åñòâåííîé è çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå. Ñëåäóåò îòìåòèòü
ðàáîòû Ì.Ï. Ñàâðóêà, Ã.Ñ. Êèòà è äð. [1, 2], ïîñâÿùåííûå èññëå-
äîâàíèþ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå âçàè-
ìîäåéñòâèþ òðåùèí â óïðóãîé ñðåäå ïîä äåéñòâèåì ñòàöèîíàðíûõ
òåïëîâûõ íàãðóçîê. Ïðè ðåøåíèè óêàçàííîãî êëàññà çàäà÷ àâòîðû
èñïîëüçîâàëè ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ðàçðàáîòàííûé Í.È. Ìóñõåëèøâèëè â åãî îñíîâîïîëàãàþùèõ
òðóäàõ.

Â òî æå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò èññëå-
äîâàíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé âáëèçè êðàåâ ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 2 ìàðòà 2010 ã.
c⃝ M.C.Ñàéêîâà, 2010
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òåïëîíåïðîíèöàåìûõ òðåùèí ïðè íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ
âîçäåéñòâèÿõ. Èç-çà ñëîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðèõîäèò-
ñÿ ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, íàïðèìåð, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ.

Ê çàäà÷àì íåñòàöèîíàðíîé òåðìîóïðóãîñòè äëÿ òåë ñ òåïëî-
èçîëèðîâàííûìè òðåùèíàìè îòíîñèòñÿ îöåíêà ïðî÷íîñòè îáå÷àåê
òîëñòîñòåííûõ ñîñóäîâ (áàðàáàíû êîòëîâ âûñîêîãî äàâëåíèÿ è äðó-
ãîå îáîðóäîâàíèå òåïëîâûõ ýëåêòðîñòàíöèé) èç ëèñòîâîé ñòàëè ñ
ðàññëîåíèÿìè. Cîñóäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêèå îáî-
ëî÷êè (îáå÷àéêè), çàêðûòûå ýëëèïòè÷åñêèìè äíèùàìè, è ðàáîòàþò
íà âíóòðåííåå äàâëåíèå ïðè òåìïåðàòóðàõ äî 350�400 oC.

Ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèì äåôåêòîì ëèñòà è ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íàðóøåíèå ñïëîøíîñòè âíóòðè ìåòàëëà. Ïðè÷èíû
ïîÿâëåíèÿ òàêîãî ðîäà äåôåêòà ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Êàê ïðàâè-
ëî, ðàññëîåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñêàòàííûå êðóïíûå äåôåêòû
ñëèòêà (íåìåòàëëè÷åñêèå âêëþ÷åíèÿ è ò.ä.) [3]. Â îòäåëüíûõ ñëó-
÷àÿõ ðàññëîåíèå ìåòàëëà ëèñòà ìîæåò îáðàçîâûâàòüñÿ â ïðîöåññå
ïðîêàòà ïðè íåäîñòàòî÷íîì îáæàòèè èëè íåïðàâèëüíî ïîäîáðàííîì
ðàäèóñå âàëêà [4]. Äåôåêò âîçíèêàåò â âèäå åäèíè÷íîé òðåùèíû
èëè ñîâîêóïíîñòè òðåùèí, ðàñïîëîæåííûõ ïàðàëëåëüíî ñðåäèííîé
ïîâåðõíîñòè ëèñòà (ðèñ. 7 íà âêëåéêå).

Íåñòàöèîíàðíûå ðåæèìû ýêïëóàòàöèè ýíåðãîáîðóäîâàíèÿ, òà-
êèå êàê ïóñê,îñòàíîâ è òåïëîâîé óäàð, ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ íåðàâ-
íîìåðíîñòè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ñòåíêàõ ñîñóäà. Ïðèñóòñòâèå
ðàññëîåíèé âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä â íåîäíîðîäíîñòü òåïëî-
âûõ ïîëåé, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé, è, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ íîâûõ
òðåùèí è ðàñïðîñòðàíåíèÿ óæå èìåþùèõñÿ.

Ïî äàííûì ðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ �ñïëîøíîå� ïî ðåçóëüòàòàì
óëüòðàçâóêà ðàññëîåíèå ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ ðàñêàòàííûõ âêëþ-
÷åíèé, ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó. Ñëó÷àè ïðîòÿæ¼ííîãî íåïðåðûâ-
íîãî ðàññëîåíèÿ åäèíè÷íû. Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ðàçâè-
òèÿ ðàññëîåíèé âàæíî çíàòü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòî-
ÿíèå íåïîñðåäñòâåííî â çîíå âîçìîæíîãî çàðîæäåíèÿ òðåùèí (ò.å.
â îêðåñòíîñòè ðàññëîåíèé è â îáëàñòè ìåæäó íèìè) ñ ó÷åòîì èõ
âçàèìîâëèÿíèÿ.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäóåì ïðî÷íîñòü îáå÷àéêè ñîñóäà ñ ðàññëîåíèåì ïðè ïåðå-
õîäíûõ ðåæèìàõ ýêñïëóàòàöèè ìåòîäàìè ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàç-
ðóøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ çàäà÷ó äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè ñ îäíîé èëè äâóìÿ äóãîâûìè òåïëîèçîëèðîâàííûìè òðåùèíàìè
(ðèñ. 1). Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè çàäàíû óñëîâèÿ èäåàëüíîé òåï-
ëîèçîëÿöèè, à íà âíóòðåííåé îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíâåêòèâíûé òåï-
ëîîáìåí ñî ñðåäîé, êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è êîòîðîé λ ñ÷èòàåì
íåèçìåííûì. Âûäåëèì äâà èäåàëèçèðîâàííûõ âèäà èçìåíåíèÿ òåì-
ïåðàòóðû ñðåäû â ñîñóäå, ñîîòâåòñòâóþùèå îñíîâíûì íåñòàöèîíàð-
íûì ðåæèìàì ýêñïëóàòàöèè: èçìåíåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V

(ïóñê � âûõîä íà ðàáî÷èå ïàðàìåòðû � îñòàíîâ) è ñêà÷êîîáðàçíîå
(òåïëîâîé óäàð).

Ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ñðå-
äû è äëèíû òðåùèíû íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå
âáëèçè åäèíè÷íîé òðåùèíû, à òàêæå õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ òðå-
ùèí ïðè èõ ðàçëè÷íîì ðàñïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Ðèñ. 1. Ðàñïîëîæåíèå òðåùèí â öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå.

Â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé
âáëèçè êîíöà òðåùèíû õàðàêòåðèçóþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè èíòåí-
ñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍ) KI , KII è â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîð-
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äèíàò (ñì. [5]) èìåþò âèä

σij =
Kα√
2πr

fαij (θ) + o
(
r−

1
2

)
, i, j = 1, 2 (1)

ãäå r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, fαij � ôóíêöèè ïîëÿðíîãî óãëà.
Â ïëîñêîì ñëó÷àå óñëîâèå ñòðàãèâàíèÿ òðåùèíû îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì
f (KI ,KIc,KII ,KIIc) = 0, (2)

ãäå KIc, KIIc � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÊÈÍ. Äëÿ áîëüøèíñòâà êîí-
ñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ âåëè÷èíà òðåùèíîñòîéêîñòè KIIc íå èç-
âåñòíà. Ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî ðàçðóøåíèå èçîòðîïíîãî ìàòåðèà-
ëà ïî òèïó II ìàëîâåðîÿòíî. Ïðàêòè÷åñêè âñå èçâåñòíûå êðèòåðèè
ðàçðóøåíèÿ äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ â ïëîñêîì ñëó÷àå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

Keq = g(KI ,KII) = KIc, (3)

ãäåKeq � ýêâèâàëåíòíûé êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé;
ôóíêöèÿ g îïðåäåëÿåòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà èëè ôèçè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé.

Äëÿ ðàñ÷¼òà òðàåêòîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû îáû÷íî èñ-
ïîëüçóþò òåîðèþ, îñíîâàííóþ íà êðèòåðèè ìàêñèìàëüíûõ íîð-
ìàëüíûõ íàïðÿæåíèé [6]. Ñîãëàñíî äàííîé òåîðèè, íàïðàâëåíèå
ïîäðàñòàíèÿ òðåùèíû θ∗ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îòíîøåíèÿ KI ê KII

è îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

θ∗ = 2arctan

 −KII

KI

1 +
√
1 + 8KII

KI

 , (4)

à Keq âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Keq =

{
KI

4

(
cos

θ∗
2

+ cos
3θ∗
2

)
− 3KII

4

(
sin

θ∗
2

+ sin
3θ∗
2

)}
. (5)

3. Ìåòîäèêà ðàñ÷¼òà. Ðåøåíèå òåñòîâîé çàäà÷è

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî ìåòîäîì êîíå÷íûõ
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ýëåìåíòîâ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS. Ðåøåíèå ïðîèñõîäè-
ëî â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàëàñü íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à
òåïëîïðîâîäíîñòè, íà âòîðîì ýòàïå íàéäåííîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå
ïîøàãîâî ïðèêëàäûâàëîñü ê îáîëî÷êå è íà êàæäîì âðåìåííîì øà-
ãå îïðåäåëÿëîñü åå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Çàòåì
ìåòîäîì ýêñòðàïîëÿöèè ïåðåìåùåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèíãóëÿð-
íîãî ýëåìåíòà è ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî îáú¼ìíîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ âû÷èñëÿëèñü êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Ïðè
ðåøåíèè ïëîñêîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè îáîëî÷êà àïïðîêñèìè-
ðîâàëàñü âîñüìèóçëîâûìè ïëîñêèìè ýëåìåíòàìè PLANE77, à ïðè
îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âîñüìèóç-
ëîâûìè ýëåìåíòàìè PLANE183. Äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ âåê-
òîðà òåïëîâîãî ïîòîêà è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
â îêðåñòíîñòè âåðøèí òðåùèí áûëà ïîñòðîåíà ðåãóëÿðíàÿ ñåòêà,
âûïîëíåííàÿ â âèäå íàáîðà 12 ñëîåâ èç âîñüìèóçëîâûõ ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå âûðîæäàþòñÿ â øåñòèóçëîâûå ýëåìåíòû, îõâàòûâàþùèå
âåðøèíó òðåùèíû. Ðàäèóñ ïåðâîãî ñëîÿ, îêðóæàþùåãî êîí÷èê òðå-
ùèíû, ñîñòàâëÿë 0,33 ìì.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóþò äàííûå ïî ðå-
çóëüòàòàì ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè äëÿ òåë
ñ òåïëîíåïðîíèöàåìûìè òðåùèíàìè. Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîá-
íîñòè âûáðàííîé ìåòîäèêè áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñòàöèîíàðíîé
òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ïëàñòèíû ñ öåíòðàëüíîé òåïëîèçîëèðîâàííîé
òðåùèíîé äëèíû 2l ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè; áîêîâûå êðàÿ ïëàñòè-
íû òåïëîèçîëèðîâàíû, íà íèæíåì è âåðõíåì êðàÿõ çàäàíû òåìïåðà-
òóðû −T1 è T1 ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
ñ ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè [7] ïîêàçàëî, ÷òî îáà ìåòîäà ïîçâîëÿþò
îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ñ õîðîøåé
òî÷íîñòüþ (ñì. ðèñ. 8, (a),(b) íà âêëåéêå).

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ îäíîé òðåùèíû

Ðàñ÷¼òû áûëè âûïîëíåíû äëÿ îáîëî÷êè èç ñòàëè 22K (âíóòðåí-
íèé äèàìåòð D = 1600 ìì, h = 90 ìì, λ = 10000 Âò/(ì·oC)). Íà-
÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû è îáîëî÷êè ïðèíèìàëàñü ðàâíîé 0 oC,
êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðà ñîñòàâëÿëà 350 oC
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Õàðàêòåðíûé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âáëèçè
òðåùèíû ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 9 íà âêëåéêå. Îñíîâíîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé âîçìóùåííîãî òðåùèíîé òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñêà-
÷îê òåìïåðàòóðû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèþ òðåùèíû ∆T±. Íà
ðèñ. 2 è ðèñ. 3 ïîêàçàíî, êàê ìåíÿåòñÿ ìàêñèìóì âåëè÷èíû ∆T± â
çàâèñèìîñòè îò äëèíû òðåùèíû è ñêîðîñòè íàãðåâà. Âû÷èñëåíèÿ

Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå õàðàêòåðíûõ òåìïåðàòóð â öèêëå �ïóñê �
âûõîä íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì � îñòàíîâ�: 1 � òåìïåðàòóðà
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè, 2 � ïåðåïàä òåìïåðàòóð ìåæäó
âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿìè âäàëè îò òðåùèíû, 3 �
ìàêñèìàëüíûé ñêà÷îê òåìïåðàòóðû ÷åðåç ëèíèþ òðåùèíû
∆T±

max.

ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íàãðåâå âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû íàïðÿæåí-
íîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ñäâèãîì (KI =0,KII ̸=0). Ïðè
îõëàæäåíèè ðåàëèçóåòñÿ ñëîæíîå íàãðóæåíèå (KI ̸= 0,KII ̸= 0).
Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ÊÈÍ ñîîòâåòñòâóþò òîìó ìîìåíòó âðå-
ìåíè, êîãäà ðàçíîñòü ìåæäó òåìïåðàòóðàìè âåðõíåãî è íèæíåãî
áåðåãîâ òðåùèíû äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Ïðè êîíå÷íûõ
ñêîðîñòÿõ íàãðåâà ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â êîíöå íåñòàöèîíàðíîãî
ðåæèìà, ïðè òåïëîâîì óäàðå � ÷åðåç íåñêîëüêî ìèíóò ïîñëå íà÷àëà
âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñðåäîé (ðèñ. 4).

Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåí-
ñèâíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû òðåùèíû. Âåëè÷èíû KI è Keq



Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ òðåùèíàìè 135

Ðèñ. 3. Ðàñ÷¼òíûå çàâèñèìîñòè ∆T±
max îò äëèíû òðåùèíû

2a (d1 = h/2).

ìîíîòîííî ðàñòóò, ïîêà äëèíà òðåùèíû íå äîñòèãíåò íåêîòîðî-
ãî çíà÷åíèÿ (2a = 600 ìì ïðè ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ 5 ãðàä/ìèí;
2a = 400 ìì ïðè òåðìîóäàðå), à çàòåì íà÷èíàåò óáûâàòü (ðèñ. 5).
Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé âåëè÷èíû a, êîòîðàÿ
çàâèñèò îò òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, ñêîðîñòè èçìåíå-
íèÿ òåìïåðàòóðû ñðåäû, ïîëîæåíèÿ òðåùèíû ïî òîëùèíå è äðóãèõ
ïàðàìåòðîâ, ñêà÷îê òåìïåðàòóð ÷åðåç ëèíèþ òðåùèíû äîñòèãàåò
ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Íà ðèñ. 5 øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëü-
íîãî ðàñêðûòèÿ òðåùèíû δ

2a îò åãî äëèíû (δ � ðàñêðûòèå òðåùè-
íû â öåíòðå). Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ââåñòè
ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîé äëèíû ðàññëîåíèÿ 2a∗, îïðåäåëèâ åå êàê
âåëè÷èíó, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì Keq.

Êàê ïðàâèëî, ðàññëîåíèå ïî òîëùèíå ðàñïîëîæåíî â ñðåäíåé
òðåòè ïðîêàòíîãî ëèñòà. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó-
÷àåâ d1 = h/3, d1 = h/2, d1 = 2h/3. Áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè ñìåùå-
íèè òðåùèíû ê íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíî-
ñòè íàïðÿæåíèé íåñêîëüêî óâåëè÷èâàþòñÿ, à ïðè ñìåùåíèè ê âíóò-



136 Ì.Ñ. Ñàéêîâà

Ðèñ. 4. Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èí ∆T±
max è Keq ïðè

òåïëîâîì óäàðå.

ðåííåé � óìåíüøàþòñÿ.

Â ðåæèìå íàãðåâà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Keq äîñòèãàåòñÿ ïðè
òåìïåðàòóðe 350 oC, êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî âûøå ïåðåõîäíîé òåìïå-
ðàòóðû õðóïêîñòè Tk ìàòåðèàëà. Ïðè ðàñõîëàæèâàíèè ìàêñèìóì
KI è Keq äîñòèãàåòñÿ ïðè ñðàâíèòåëüíî íåâûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ
(T ≈ Tk äëÿ ñòàëè 22K, Tk ≈ 70 oC), ïîýòîìó ýòîò ðåæèì íàèáî-
ëåå îïàñåí ñ ïîçèöèé ðàçðóøåíèÿ. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå Keq

íå äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïðè ëþáîé äëèíå òðåùèíû:
äëÿ ñòàëè 22K KIc > 80ÌÏà · ì1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, èçîëèðîâàííîå
ðàññëîåíèå â îáåé÷àéêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî îáîðóäîâàíèÿ íå ìîæåò
ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îöåíêà ïðî÷íîñòè ïî ïëîñêîé ìîäå-
ëè èä¼ò â çàïàñ. Ïîëó÷åííûå èç ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è çíà÷åíèÿ
ÊÈÍ áóäóò áëèçêè ê òî÷íûì äëÿ ðàññëîåíèé, ñèëüíî âûòÿíóòûõ â
îñåâîì íàïðàâëåíèè.

5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ àíñàìáëÿ òðåùèí

Â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äëÿ ñîâîêóïíîñòè îäèíàêîâûõ
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-
æåíèé îò äëèíû òðåùèíû ïðè ðàñõîëàæèâàíèè (d1 = h/2).

òðåùèí ïîêàçàíî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå òðåùèí ïðèâîäèò ê óâåëè-
÷åíèþ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïî ñðàâíåíèþ
ñî ñëó÷àåì èçîëèðîâàííîé òðåùèíû (ñì. ðèñ. 5, 6). Îêàçàëîñü, ÷òî
íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ KI , KII , Keq äîñòèãàþòñÿ ïðè íåáîëüøîì ïå-
ðåêðûòèè òðåùèí (d3<0). Âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû, ïîëîæåíèåì ïî
òîëùèíå îáîëî÷êè è ðàçìåðîì òðåùèí.

Àíàëèç íàïðÿæåíèé ïîêàçàë, ÷òî íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ äî-
ñòèãàþò íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé â âûòÿíóòîé îáëàñòè ìåæäó ñîñåä-
íèìè âåðøèíàìè òðåùèí. Â ýòîì ìåñòå íàèáîëåå âåðîÿòíî �ïðîñêà-
êèâàíèå� òðåùèíû ìåæäó ñîñåäíèìè âåðøèíàìè 1 è 2 íà ðèñ. 1. Èç
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî áëèçêîðàñïîëîæåííûå òðåùè-
íû ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåàëèçîâàíà ðàñ÷¼òíàÿ ìîäåëü ñîñóäà âû-
ñîêîãî äàâëåíèÿ ñ òåõíîëîãè÷åñêèì äåôåêòîì òèïà ðàññëîå-
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Ðèñ. 6. Ýêâèâàëåíòíûé êîýôôèöèåíò íàïðÿæåíèé Keq â
âåðøèíàõ òðåùèí ïðè ðàçëè÷íîì èõ âçàèìíîì ðàñïîëîæå-
íèè (d1 = h/2).

íèå ïðè ïåðåõîäíûõ ðåæèìàõ ýêñïëóàòàöèè. Äëÿ îöåíêè òðå-
ùèíîñòîéêîñòè ÷èñëåííî èññëåäîâàíà çàäà÷à íåñòàöèîíàðíîé
òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ òåðìîèçîëè-
ðîâàííûìè äóãîâûìè òðåùèíàìè.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâ-
íûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîé òåðìîóïðóãîñòè äëÿ
òåë ñ òåðìîèçîëèðîâàííûìè òðåùèíàìè.

3. Âûïîëíåííàÿ îöåíêà òðåùèíîñòîéêîñòè îáå÷àåê ñîñóäîâ ñ
ðàññëîåíèåì ïîêàçàëà, ÷òî ïðè îñíîâíûõ ðåæèìàõ ýêñïëóàòà-
öèè ðàññëîåíèå íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ,
õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ êîíöåíòðàòîðîì íàïðÿæåíèé.

4. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàì ðàñ÷¼òîâ, âûïîëíåííûõ äëÿ àíñàìáëÿ
òðåùèí, áëèçêîðàñïîëîæåííûå ðàññëîåíèÿ ìîãóò îáúåäèíÿòü-
ñÿ. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷¼òå îòäåëüíûå ðàññëîåíèÿ, ðàñïîëîæåí-
íûå íà îäíîì óðîâíå ïî òîëùèíå èëè äîñòàòî÷íî áëèçêî äðóã
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ê äðóãó, ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü îäíîé ýêâèâàëåíòíîé òðåùè-
íîé.

5. ×èñëåííî ïîäòâåðæäàþòñÿ äàííûå ìíîãîëåòíèõ íàáëþäåíèé
çà ñîñòîÿíèåì çîí ðàññëîÿ â îáå÷àéêàõ áàðàáàíîâ êîòëîâ âû-
ñîêîãî äàâëåíèÿ: ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ó÷àñòêîâ ðàññëîÿ â ïðî-
öåññå ýêñïëóàòàöèè íå ïðîèñõîäèò, â òî æå âðåìÿ âîçìîæíûì
ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ ðàññëîÿ çà ñ÷åò èõ
ñëèÿíèÿ (îáúåäèíåíèÿ).
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ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÒÐÀÍÑÂÅÐÑÀËÜÍÎ-ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÃÎ
SD ÌÀÒÅÐÈÀËÀ

ÏÐÈ ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÈÇÃÈÁÅ

Ð.Þ.Þøèí

Íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà êðóãëîé èçî-
òðîïíîé ïëàñòèíû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâ-
ëåíèÿ ïðè óñëîâèè åå ñâîáîäíîãî îïèðàíèÿ, ïîñòðîåíî ðåøåíèå äëÿ
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí ñ ýôôåêòîì SD. Èçó÷å-
íî âëèÿíèå êîýôôèöèåíòîâ àíèçîòðîïèè è ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè íà
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîå ñîñòîÿíèå òàêèõ ïëàñòèí.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè òâåðäîãî äåôîðìèðóåìîãî òå-
ëà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ óñëîâèé, âûçûâàþùèõ ïîÿâ-
ëåíèå è ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â ýëåìåíòàõ êîíñòðóê-
öèé. Èçó÷åíèþ óñëîâèé òåêó÷åñòè è óïðî÷íåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòå-
ðèàëîâ â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñâÿùåíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò.

Ñ êàæäûì ãîäîì ÷åëîâå÷åñòâî ñòàâèò ïåðåä ñîáîé âñå áîëåå
ñëîæíûå çàäà÷è ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ñòðîèòåëüñòâå. Îáû÷íûå
ìàòåðèàëû è ñïëàâû ïîðîé íå ñïðàâëÿþòñÿ ñ âîçëîæåííûìè íà íèõ
ôóíêöèÿìè. Äëÿ óëó÷øåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè
ïîëó÷àþòñÿ íîâûå ìàòåðèàëû, ñ îñîáûìè ñâîéñòâàìè. Îäíàêî èõ
ïîâåäåíèå â ñëîæíûõ êîíñòðóêöèÿõ åùå äàëåêî íå èçó÷åíî. Áîëåå
òîãî, ñòàðûå ìåòîäû ðàñ÷åòîâ íà ïðî÷íîñòü ïîðîé íåâîçìîæíî ïðè-
ìåíèòü, ïîýòîìó îíè äîëæíû ñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ äëÿ ó÷åòà íîâûõ
ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ.

Çà ïîñëåäíèå ãîäû êðóã èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè çíà÷èòåëü-
íî ðàñøèðèëñÿ â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïëàñòè÷åñêè àíèçîòðîï-

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, � 10-01-00244à.
Äîêëàä íà ñåìèíàðå 16 ìàðòà 2010 ã.
c⃝ Ð.Þ.Þøèí, 2010



Ïîâåäåíèå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî SD ìàòåðèàëà ïðè èçãèáå 141

íûõ, â ÷àñòíîñòè, òåêñòóðîâàííûõ ìåòàëëîâ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ëèñòîâîé ïðîêàò ñ ïîâûøåí-
íîé ñîïðîòèâëÿåìîñòüþ ïëàñòè÷åñêèì äåôîðìàöèÿì â íàïðàâëåíèè
òîëùèíû. Òàêèå ìåòàëëû îáëàäàþò á�îëüøèìè ïðåèìóùåñòâàìè ïî
ñðàâíåíèþ ñ èçîòðîïíûìè ïðè ðàáîòå â óñëîâèÿõ äâóõîñíîãî íà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ÷òî íàõîäèò ïðèìåíåíèå â êîíñòðóêöèÿõ, ïî
ôîðìå áëèçêèõ ê ñôåðå èëè öèëèíäðó, ðàáîòàþùèõ ïîä äàâëåíèåì.
Îäíàêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðå÷ü èäåò î òîëñòîëèñòîâîì ìåòàëëå,
ëàáîðàòîðíûå èññëåäîâàíèÿ åãî ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ â óñëîâèÿõ
äâóõîñíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíîé òåõíè÷å-
ñêîé ïðîáëåìîé. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé å¼ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé íà ñâîáîäíî îïåðòîé êðóãëîé ïëàñòèíå
ïðè å¼ èçãèáå ðàâíîìåðíûì äàâëåíèåì. Ýòîìó èññëåäîâàíèþ äîë-
æåí ïðåäøåñòâîâàòü ðàñ÷åò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ àíèçîòðîïíîé ïëàñòèíû, ïîçâîëÿþùèé îïèñàòü ðàçâèòèå ïëà-
ñòè÷åñêèõ îáëàñòåé.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîãî èçãèáà êðóãëîé, ñâîáîäíî îïåðòîé ïëàñòèíû, ðàâíîìåðíî
íàãðóæåííîé ïî îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè
òðàíñâåðñàëüíîé àíèçîòðîïèè è ýôôåêòîì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè
ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå äàííûé ýôôåêò
âñòðå÷àåòñÿ ïîä íàçâàíèåì �ýôôåêò SD� (strength-di�erent). Ïî-
äðîáíûé âûâîä ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé áûë ïðèâåäåí â ðàáîòàõ
[1, 2]. Â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè áûëî èñïîëüçîâàíî ðåøåíèå
Â.Â. Ñîêîëîâñêîãî äëÿ èçîòðîïíîé ïëàñòèíû, èçëîæåííîå â ðàáîòå
[3]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì è
ñîäåðæèò ðÿä äîïóùåíèé, à èìåííî: íà ãðàíèöå ìåæäó óïðóãîé è
ïëàñòè÷åñêèìè îáëàñòÿìè â ïëàñòèíå ñîõðàíÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü
äåôîðìàöèé è èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, íî íå âû-
ïîëíåíî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé ñäâèãà
è ñàìèõ íàïðÿæåíèé. Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ òåêó÷åñòè èñïîëüçóåòñÿ
êðèòåðèé, ïðåäëîæåííûé Î. Ã. Ðûáàêèíîé [4], êîòîðûé ó÷èòûâàåò
è àíèçîòðîïèþ, è ýôôåêò SD:√
F (σ2 − σ3)2 +G(σ3 − σ1)2 +H(σ1 − σ2)2+

α1

3
σ1+

α2

3
σ2+

α3

3
σ3 = 1.

(1)
Çäåñü σ1, σ2, σ3 � ãëàâíûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, F , G, H, α1,
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α2, α3 � ïîñòîÿííûå.
Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ïðè ïëîñêîì íàïðÿ-

æåííîì ñîñòîÿíèè (σz = 0) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

F = G =
1

8

(
1

σ(z)
e

+
1

σ(z)
c

)2

, H =
A

8

(
1

σe+

1

σc

)2

,

α1 = α2 =
3

2

(
1

σe
− 1

σc

)
,

ãäå σ(z)
e , σe � ïðåäåëû òåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè â íà-

ïðàâëåíèè îñè z è ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî, σ(z)
c , σc �

ïðåäåëû òåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè â íàïðàâëåíèè îñè z è
ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî.

Êðèòåðèé òåêó÷åñòè (1) äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé SD ïëà-
ñòèíû èìååò âèä √

σ2
r −Aσrσθ + σ2

θ + βσ = k, (2)

ãäå

σ =
1

3
(σr + σθ), k = 2

(
1

σe
+

1

σc

)−1

,

β = 3
σc − σe
σe + σc

, A = 2−
(

1

σ(z)
e

+
1

σ(z)
c

)2(
1

σe
+

1

σc

)−2

.

(3)

Áóäåì íàçûâàòü A � êîýôôèöèåíòîì àíèçîòðîïèè, β � êîýôôèöè-
åíòîì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè (SD).

2. Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíî ñå÷åíèå êðóãëîé ïëàñòèíû ðàäèóñà a, òîë-
ùèíû 2h, íàõîäÿùåéñÿ â óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Ó÷åò SD
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïëàñòèíû ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñèììåòðè÷íî-
ãî ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé ñâåðõó è ñíèçó ïëàñòèíû [5]. À
íåéòðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ò.å. òà, íà êîòîðîé íàïðÿæåíèÿ îáðàùà-
þòñÿ â íîëü, â ýòîì ñëó÷àå óæå íå ñîâïàäàåò ñî ñðåäèííîé.
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Ðèñ. 1. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå SD ïëàñòèíû.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðåøåíèÿ, ïðåäëîæåííûé â [3] è ââîäÿ íîâûå
ïåðåìåííûå, êàê ïîêàçàíî â [2], â ýòîì ñëó÷àå òàêæå óäàåòñÿ ïî-
ñòðîèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòî-
ðàÿ ïîääàåòñÿ ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ.

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

A0
dω

dρ
+A1

da3
dρ

+A2
da4
dρ

+A3 = 0, (4)

ãäå

A0 =
ρB1

3

[
t sinψ(cosψ − F sinψ)

(
(a2 − a3)

2

(1 + t cosψ)2
− (a1 − a4)

2

(1− t cosψ)2

)
−

− (sinψ + F cosψ)

(
(a2 − a3)

2

1 + t cosψ
− (a1 − a4)

2

1− t cosψ

)]
−

−ρ
2

[
(sinω + F cosω)(a21 + a22 − (a2 − a3)

2 − (a1 − a4)
2)
]
,

A1 =
ρ

3
(cosψ − F sinψ)

(
2(a1 − a4)T1
1− t cosψ

− 2(a2 − a3)(1 + T1)

1 + t cosψ

)
+

+
ρ

2
[(cosω − F sinψ + t)(2a3T1(−1) + 2(a2 − a3))+

+ (cosω − F sinω − t)2a4T1] ,
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A2 =
ρ

3
(cosψ − F sinψ)

(
2(a2 − a3)T2
1 + t cosψ

− 2(a1 − a4)(1 + T2)

1− t cosψ

)
+

+
ρ

2
[(cosω − F sinψ + t)2a3T2 + (cosω − F sinω − t) ×

×(2a1 − 2a4(1 + T2))] ,

A3 =
2ρ2√
3
− 2F sinψ

3

(
(a2 − a3)

2

(1 + t cosψ)
+

(a1 − a4)
2

(1− t cosψ)

)
−

−F sinω(a21 + a22 − (a2 − a3)
2 − (a1 − a4)

2).

Çäåñü

B1 =
(1− ν)(2 +A) cos2 ψ

(1 + ν)(2−A) cos2 ω
, tgψ =

(1− ν)

(1 + ν)

(2 +A)

(2−A)
tgω.

Óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèè äëÿ íàøåé çàäà÷è ðàñïà-
äàåòñÿ íà äâà � äëÿ âåðõà è íèçà ïëàñòèíû. Äëÿ âåðõíåé ÷àñòè îíî
çàïèñûâàåòñÿ òàê:

A4

(
2T2

da4
dρ

− (2T1 + 1)
da3
dρ

)
+A5

dω

dρ
+A6 = 0, (5)

à äëÿ íèæíåé ÷àñòè:

A7

(
2T1

da3
dρ

− (2T2 + 1)
da4
dρ

)
+A8

dω

dρ
+A9 = 0, (6)

ãäå

A4 = ρ cos(ψ − µ0)(1− t cosψ);
A5 = ρB1(a1 − a4)(sin(ψ − µ0)− t sinµ0);
A6 = −2(a1 − a4)(1− t cosψ) sinψ sinµ0;
A7 = ρ cos(ψ − µ0)(1 + t cosψ);
A8 = ρB1(a2 − a3)(sin(ψ − µ0) + t sinµ0);
A9 = −2(a2 − a3)(1 + t cosψ) sinψ sinµ0;

T1 =
σ(z)
c

σ(z)
e + σ(z)

c

, T2 =
σ(z)
e

σ(z)
e + σ(z)

c

.



Ïîâåäåíèå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî SD ìàòåðèàëà ïðè èçãèáå 145

Åñëè òåïåðü îáúåäèíèòü (4), (5) è (6), òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùóþ òðè óðàâíåíèÿ è òðè íåèç-
âåñòíûå ôóíêöèè a3(ρ), a4(ρ) è ω(ρ). Ñèñòåìà èìååò òðåòèé ïîðÿäîê
è íåëèíåéíûå êîýôôèöèåíòû. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ
ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ øàãîì ïî ρ, íà÷èíàÿ âáëèçè öåíòðà ïëàñòè-
íû (òàê êàê ρ = 0 � îñîáàÿ òî÷êà, èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûé ïîäõîä
î ââåäåíèè â öåíòð æåñòêîé âñòàâêè ìàëîãî ðàçìåðà). Â ðåçóëüòà-
òå ðàñ÷åòà ñòðîÿòñÿ çàâèñèìîñòè ωi(ρi), a3(ρi), a4(ρi) íà êàæäîì
øàãå. Ðàñ÷åò èìååò ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó a4 = 0, ïîñëå ÷åãî ïðè-
íèìàåòñÿ a4 ≡ 0 è ðàñ÷åò ïðîäîëæàåòñÿ äëÿ a3.

Çíà÷åíèå ρ
(up)
i ïðè a4 = 0 ôèêñèðóåòñÿ è îïðåäåëÿåò áåçðàçìåð-

íûé ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòè-

íû. Ïðè äîñòèæåíèè óñëîâèÿ a3 = 0 ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèå ρ
(down)
i ,

îïðåäåëÿþùåå áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íà íèæ-
íåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû.

Çàìûêàíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñêëåèâàíèåì óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ è èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ óïðóãîãî êîëüöà, èñ-
ïîëüçóÿ òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ìîìåíòîâ â ðàäèàëüíîì è êðó-
ãîâîì íàïðàâëåíèÿõ, à òàêæå óñëîâèå ñâîáîäíîãî îïèðàíèÿ ïëàñòè-
íû Mr(a) = 0, êàê ïîäðîáíî ïîêàçàíî â ðàáîòå [2]. Òàêèì îáðàçîì,
óäàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó äî êîíöà, ò. å. ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü �íà-
ãðóçêà � ïðîãèá� â öåíòðå ïëàñòèíû.

3. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (4), (5), (6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ
ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, à èìåííî, ïðè
A = 1, β = 0 îíè ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ ðàç-
ðåøàþùèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ðåøåíèÿ èçîòðîïíîé çàäà÷è, à ïðè
A > 1, β = 0 � äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé çàäà÷è.

Èçîòðîïíàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Â.Â. Ñîêîëîâñêèì [3] äëÿ ν =
0.25 è ν = 0.5. Íà ðèñóíêàõ 2 è 3 ïðîâåäåíî ãðàôè÷åñêîå ñðàâíåíèå
èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ν = 0.5 è ðàñ÷åòîâ ïî íîâûì ôîðìóëàì.
Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè �ãëóáèíà�ðàäèóc� ïëàñòè-
÷åñêîé îáëàñòè ïëàñòèíû, íà ðèñóíêå 3 � �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà�
ïðèâåäåííàÿ ñòðåëà ïðîãèáà� äëÿ �êëàññè÷åñêîãî� è íîâîãî ðåøå-
íèé.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü �ãëóáèíà�ðàäèóñ� ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè
ïðè âîçðàñòàíèè íàãðóçêè, ν = 0, 5.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà�ïðèâåäåííàÿ ñòðå-
ëà ïðîãèáà�, ν = 0, 5.
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Âèäíî, ÷òî ãðàôèêè ñîâïàäàþò ïî÷òè èäåàëüíî, à â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ íîâûå ðåçóëüòàòû äàæå èìåþò ëó÷øóþ ãëàäêîñòü ïî ñðàâ-
íåíèþ ñî ñòàðûìè, ïîëó÷åííûìè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäñòâ ÝÂÌ.
Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò è íîâîå ðåøå-
íèå ÷èñëåííî óòî÷íÿåò ñòàðîå.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ è ïðè ñðàâíåíèè ðåøåíèé
äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷åííûõ Ã.Â. Ïàâè-
ëàéíåí â ðàáîòå [6] è ïðè ðåøåíèè ïî íîâûì ôîðìóëàì (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà-ðàäèóñ ïëàñòè÷å-
ñêîé îáëàñòè�, A = 1, 32, ν = 0, 35.

Ïåðåéäåì ê ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé çàäà÷è óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî èçãèáà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ SD ïëàñòèí. Âûÿñ-
íèì âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà β òàêèõ ïëàñòèí. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðó-
åì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà A = 1.2, ïðèìåì çà åäèíèöó íåêîòîðîå
çíà÷åíèå σe è çàäàäèì íàáîð çíà÷åíèé σc, êîòîðûå áóäóò âîçðàñòàòü
îòíîñèòåëüíî σe.
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Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

1

σ(z)
e

− 1

σ(z)
c

= 2

(
1

σe
− 1

σc

)
,

A = 2−

(
σcσe

σ(z)
c σ(z)

e

(
σ(z)
c + σ(z)

e

σe + σc

))2

.

(7)

íàéäåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ β, σ(z)
e è σ(z)

c . Ñîñòàâèì òàáëè-
öó, â êîòîðîé ïðèâåäåíû ÷åòûðå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà è
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè A è SD-
êîýôôèöèåíòà β:

Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ SD ïëàñòèí.

� A β σe σc/σe σ(z)
e /σe σ(z)

c /σe
1 1,2 0,143 1 1,1 1,059 1,311
2 1,2 0,273 1 1,2 1,014 1,531
3 1,2 0,333 1 1,25 0,995 1,653
4 1,2 0,391 1 1,3 0,978 1,784
5 1,2 0,447 1 1,35 0,964 1,926

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ áûëè ðàññìîòðåíû êðóãëûå ïëàñòèíû ðàäèóñà
100 ñì, òîëùèíû 20 ñì, ν = 0.3, E = 120000 ÌÏà.

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ êàæäîé ïëàñòèíû èç
Òàáë. 1, ïîñòðîèì ãðàôèêè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà êîýô-
ôèöèåíòîâ β. Çàâèñèìîñòü �ãëóáèíà�ðàäèóñ� ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè
ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 5, �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà�ðàäèóñ� ïëàñòè-
÷åñêîé îáëàñòè � íà ðèñóíêå 6, �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà�ãëóáèíà�
ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè � íà ðèñóíêå 7, �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà�
ïðèâåäåííàÿ ñòðåëà ïðîãèáà� � íà ðèñóíêå 8.

Âèäíî, ÷òî ïðè îäèíàêîâîé ãëóáèíå ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè, åå
ðàäèóñ óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì β. Â òî æå âðåìÿ, ïðè îäèíàêîâîì
ðàäèóñå ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íàáëþäàåòñÿ ðîñò åå ãëóáèíû ïðè
ðîñòå β è òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïðîñëåæèâàåòñÿ íåçàâèñèìî îò èçìå-
íåíèÿ ïàðàìåòðà A.
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü �ãëóáèíà�ðàäèóñ� ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè,
A = 1.2.

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà-ðàäèóñ ïëàñòè÷å-
ñêîé îáëàñòè�, A = 1.2.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà-ãëóáèíà ïëàñòè÷å-
ñêîé îáëàñòè�, A = 1.2.

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà�ïðèâåäåííàÿ ñòðå-
ëà ïðîãèáà�, A = 1.2.
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Èíòåðåñíà çàâèñèìîñòü �ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà-ðàäèóñ� ïëàñòè-
÷åñêîé îáëàñòè. Ïðè ìàëûõ íàãðóçêàõ è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ìàëî
ðàçâèòîé ïëàñòè÷íîñòè, ïðè ôèêñèðîâàííîé íàãðóçêå ðàäèóñ ïëà-
ñòè÷åñêîé îáëàñòè ñ ðîñòîì β ñíà÷àëà óìåíüøàåòñÿ, à ïîòîì íà-
÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ. À äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé ñ
îäèíàêîâû ðàäèóñîì, ñ ðîñòîì β ê ïëàñòèíàì ïðè ìàëî ðàçâèòîé
ïëàñòè÷íîñòè íóæíî ïðèêëàäûâàòü á�îëüøóþ íàãðóçêó, íî ïðè ðàç-
âèòèè ïëàñòè÷íîñòè ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ è íàãðóçêà óìåíüøàåòñÿ.

Ñ ðîñòîì SD-ïàðàìåòðà β íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå ãëóáèíû ïëà-
ñòè÷åñêîé îáëàñòè ïðè îäèíàêîâûõ íàãðóçêàõ. Âèäíî, ÷òî ãëóáèíà
íà÷èíàåò ðàñòè áûñòðåå è ïðè ðîñòå ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè A.

Âèäíî, ÷òî ïðîèñõîäèò ñíèæåíèå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ïëà-
ñòèíû c ðîñòîì ïàðàìåòðà β, âåäü ïðè îäèíàêîâûõ íàãðóçêàõ
ñòðåëà ïðîãèáà ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî áîëüøå. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ îäèíàêîâîé ñòðåëû ïðîãèáà, ïëàñòèíà ñ ìåíüøèì SD-
êîýôôèöèåíòîì äîëæíà áûòü íàãðóæåíà ñèëüíåå.

4. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé ìîãóò èññëåäî-
âàòüñÿ ïëàñòèíû èç ëþáûõ ñîâðåìåííûõ òèòàíîâûõ ñïëàâîâ, êðîìå
ýòîãî, âîçìîæíî ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è: ïî óêàçàííîé âåëè÷èíå
íàãðóçêè ìîãóò áûòü ïîäîáðàíû âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ àíèçî-
òðîïèè è ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè, îáåñïå÷èâàþùèå çàäàííóþ ïðî÷-
íîñòü êîíñòðóêöèè.
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ÑÂÎÁÎÄÍÛÅ È ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß
ÑÈÑÒÅÌÛ ÊÎÍÑÎËÜÍÛÕ ÑÒÅÐÆÍÅÉ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎÐÈÈ Ñ. Ï. ÒÈÌÎØÅÍÊÎ

Â.ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. Òóëêèíà

Íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷ î ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû äâóõ ðàçëè÷íûõ
øàðíèðíî ñîåäèíåííûõ êîíñîëüíûõ ñòåðæíåé, ïåðâûé èç êîòîðûõ èìååò
çàäàííûå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëåâîãî çàùåìëåííîãî êîíöà ñ àìïëè-
òóäîé A0, à âòîðîé æåñòêî çàùåìëåí íà ïðàâîì êîíöå. Äàíî ðàçâèòèå
ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ìåæäó ñòåðæíÿìè ââåäåíî óïðó-
ãîå ñîïðÿæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäàòëèâîñòè c. Ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå
ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáîâ, èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ è ïîïåðå÷-
íûõ ñèë. Âûïîëíåíû ÷èñëîâûå ðàñ÷åòû íà îñíîâå ðåøåíèé óêàçàííûõ
çàäà÷, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ èëëþñòðèðóþòñÿ â òàáëèöàõ è íà ãðàôèêàõ
è ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé
òåîðèè Áåðíóëëè�Ýéëåðà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ

Â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé êîíñîëüíîãî ñòåðæ-
íÿ íåîáõîäèì, ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé Áåðíóëëè�
Ýéëåðà, ó÷åò âëèÿíèÿ â óðàâíåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ èíåðöèîííûõ íà-
ãðóçîê ïðè ïîâîðîòå ýëåìåíòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ââåäåííûé
Ä.Â. Ñòðåòòîì (Ðýëååì) [1]. Â äàëüíåéøåì Ñ.Ï. Òèìîøåíêî äî-
ïîëíèë óðàâíåíèå Ðýëåÿ åùå îäíèì ñëàãàåìûì, ó÷èòûâàþùèì äå-
ôîðìàöèè ñäâèãà, è â îêîí÷àòåëüíîì âèäå â òåîðèè îíî ïîëó÷èëî
íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Ñ.Ï. Òèìîøåíêî [2].

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î ñâîáîäíûõ è âûíóæ-
äåííûõ êîëåáàíèÿõ, âûçûâàåìûõ ïîïåðå÷íûìè ãàðìîíè÷åñêèìè êî-
ëåáàíèÿìè çàùåìëåííîãî ëåâîãî êîíöà îäíîãî èç ñòåðæíåé ïðè çà-
äàííûõ àìïëèòóäå è ÷àñòîòå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ êîíñîëüíûõ ñòåðæíåé, ñîåäèíåí-

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 13 àïðåëÿ 2010 ã.
c⃝ À. Í. Òóëêèíà, 2010
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íûõ ìåæäó ñîáîé øàðíèðíî. Ïåðâûé ñòåðæåíü äëèíîé l1, îñü êî-
òîðîãî Ox1 ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè x1Oy1
(0 6 x1 6 l1), à êîíåö x1 = l1 øàðíèðíî ñîåäèíåí ñ êîíöîì âòî-
ðîãî ñòåðæíÿ x2 = l2, (êîíöû x1 = 0 ïåðâîãî ñòåðæíÿ è x2 = 0
âòîðîãî ñòåðæíÿ æåñòêî çàäåëàíû). Ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ
èçãèáàþùåãî ìîìåíòà Mi è ïîïåðå÷íîé ñèëû Qi â ñå÷åíèÿõ xi è
xi + dxi, à òàêæå ðàñïðåäåëåííîé íà îñè èíåðöèîííîé ïîïåðå÷íîé
íàãðóçêè qi(xi, t) è ðàñïðåäåëåííîãî èíåðöèîííîãî ìîìåíòàmi(xi, t)
ïðè ïîâîðîòå ýëåìåíòà ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Ãäå i � íîìåð ñòåðæíÿ
(i = 1, 2), A0 è ω � çàäàííûå àìïëèòóäà è êðóãîâàÿ ÷àñòîòà âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû íà êîíöå x1 = 0 ïåðâîãî ñòåðæíÿ.

Ðèñ. 1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò è äåéñòâóþùèå íàãðóçêè.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàëîãî ýëåìåíòà i-ãî ñòåðæíÿ (íåèçìåí-
íûå äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàëüíåéøåì çàäà÷) èìåþò âèä

∂Mi

∂xi
−Qi +mi(xi, t) = 0, (1)
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∂Qi

∂xi
= qi(xi, t), (2)

îòëè÷àþùèéñÿ îò óðàâíåíèé Ñ.Ï. Òèìîøåíêî [2] òîëüêî çíàêàìè
íåêîòîðûõ ñëàãàåìûõ âñëåäñòâèå ïðèíÿòîãî ïðîòèâîïîëîæíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ îñè Oyi (ñì. ðèñ. 1).

Íàãðóçêè qi(xi, t) è mi(xi, t) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

qi(xi, t) = −ρF ∂
2yi
∂t2

, (3)

mi(xi, t) = −ρJ ∂3yi
∂t2∂xi

, (4)

â êîòîðûõ yi = yi(xi, t) � óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè i-ãî ñòåðæíÿ,
ρi, Fi, Ji � ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, ïëîùàäü è ìîìåíò
èíåðöèè åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

2. Ðåøåíèå çàäà÷ î ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèÿõ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû â êëàññè÷åñêîé

ïîñòàíîâêå

Äàííîå ðåøåíèå ïðèâîäèòñÿ çäåñü â êðàòêîì èçëîæåíèè, ÷òî
íåîáõîäèìî äëÿ åãî îáîáùåíèÿ íà äàëüíåéøèå çàäà÷è è ñðàâíåíèÿ
ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñèñòåìà (1), (2) ñ ó÷åòîì òîëüêî íàãðóçêè
(3) ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [2] ê óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ:

EiJi
∂4yi
∂x4i

+ ρiFi
∂2yi
∂t2

= 0. (5)

Ïðè èçó÷åíèè íîðìàëüíûõ ôîðì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðèìå-
íåíèåì ìåòîäà Ôóðüå ê ôóíêöèè yi(xi, t) = Xi(xi) sinωt è ïîñëå
ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíîãî àðãóìåíòà ξi = xi/li (0 6 ξi 6 1) (äàëåå
èíäåêñ i ó àðãóìåíòà ξi îïóñêàåòñÿ) óðàâíåíèå (5) ïðåîáðàçóåòñÿ ê
âèäó

∂4Xi

∂ξ4
− ρiFi

EiJi
ω2l4iXi = 0, (6)
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è åãî ðåøåíèå â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ ïåðâîãî ñòåðæíÿ
â çàäà÷å î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ:

X1(0, t) =
∂X1

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

=M1(1, t) = 0, (7)

â çàäà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ:

X1(0, t) = A0 sinωt,
∂X1

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

=M1(1, t) = 0, (8)

è äëÿ âòîðîãî ñòåðæíÿ â îáåèõ çàäà÷àõ:

X2(0, t) =
∂X2

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

=M2(1, t) = 0, (9)

à òàêæå â êàæäîé çàäà÷å êèíåìàòè÷åñêîìó è ñòàòè÷åñêîìó óñëîâè-
ÿì ñîïðÿæåíèÿ ñòåðæíåé:

X1(1, t) = −X2(1, t), (10)

Q1(1, t) = Q2(1, t). (11)

Èçãèáàþùèå ìîìåíòûMi è ïîïåðå÷íûå ñèëûQi îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-
ìóëàìè

Mi(ξ) =
EiJi
l2i

∂2Xi

∂ξ2
, Qi(ξ) =

EiJi
l3i

∂3Xi

∂ξ3
. (12)

Åñëè îáîçíà÷èòü

ρiFi

EiJi
ω2l4i = k4i , (13)

òî äëÿ i-ãî ñòåðæíÿ (6) èìååò êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ λ1,2 = ±ki, λ3,4 = ±ıki, äàþùèå îáùåå ðåøåíèå äëÿ ñèñòåìû

X1(ξ) = A1 cosh k1ξ +B1 sinh k1ξ + C1 cos k1ξ +D1 sin k1ξ, (14)

X2(ξ) = A2 cosh k2ξ +B2 sinh k2ξ + C2 cos k2ξ +D2 sin k2ξ. (15)
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Íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (6) ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è î ñâî-
áîäíûõ êîëåáàíèÿõ, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (7) è (9) ïîëó÷àåì

X1(ξ) = A1

{
cosh k1ξ− cos k1ξ−

cosh k1 + cos k1
sinh k1 + sin k1

(sinh k1ξ− sin k1ξ)

}
,

(16)

X2(ξ) = A2

{
cosh k2ξ− cos k2ξ−

cosh k2 + cos k2
sinh k2 + sin k2

(sinh k2ξ− sin k2ξ)

}
.

(17)
×àñòîòíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (10), (11)

êîòîðîå ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêîí÷àòåëüíî èìååò âèä

E1J1
l31

k31(1 + cosh k1 cos k1)(cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2)+

+
E2J2
l32

k32(1 + cosh k2 cos k2)(cosh k1 sin k1 − sinh k1 cos k1) = 0. (18)

Çíà÷åíèÿ ki èç óðàâíåíèÿ (18) ìîæíî íàéòè ÷èñëåííûì ìåòî-
äîì, ïîñëå ÷åãî èç (13) îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòð ñîáñòâåííûõ êðóãîâûõ
÷àñòîò:

ωn =
k2i
l2i

√
EiJi
ρiFi

, n = 1, 2, 3..., (19)

ãäå n � íîìåðà êîðíåé óðàâíåíèÿ (18) è ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåí-
íîé êðóãîâîé ÷àñòîòû.

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè (16) è (17), ãäå ïîñòîÿííàÿ A1 � ïðîèçâîëüíàÿ, à A2

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç A1 èç êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (10)

A2 = −A1
cosh k1 sin k1 − sinh k1 cos k1

sinh k1 + sin k1

sinh k2 + sin k2
cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2

.

(20)
Íà îñíîâå (6) ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è î âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèÿõ, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8) è (9) ïîëó÷àåì

X1(ξ) = A1(cosh k1ξ − cos k1ξ) +B1(sinh k1ξ − sin k1ξ) +A0 cos k1ξ,
(21)

X2(ξ) = A2(cosh k2ξ − cos k2ξ) +B2(sinh k2ξ − sin k2ξ). (22)
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Ïîñòîÿííûå Bi íàõîäèì èç óñëîâèé Mi = 0

B1 = −A1
cosh k1 + cos k1
sinh k1 + sin k1

+A0
cos k1

sinh k1 + sin k1
, (23)

B2 = −A2
cosh k2 + cos k2
sinh k2 + sin k2

. (24)

Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

X1(ξ) = A1

{
cosh k1ξ−cos k1ξ−

cosh k1 + cos k1
sinh k1 + sin k1

(sinh k1ξ−sin k1ξ)

}
+

+A0

{
cos k1ξ +

cos k1
sinh k1 + sin k1

(sinh k1ξ − sin k1ξ)

}
, (25)

X2(ξ) = A2

{
cosh k2ξ− cos k2ξ−

cosh k2 + cos k2
sinh k2 + sin k2

(sinh k2ξ− sin k2ξ)

}
.

(26)
Â ôîðìóëàõ (25), (26) A1 è A2 îïðåäåëÿþòñÿ íà êîíöå ξ = 1 èç

óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (10), (11) ïðèâîäÿùèõ ê ñèñòåìå

A1
cosh k1 sin k1 − sinh k1 cos k1

sinh k1 + sin k1
+A2

cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

=

= −A0
sinh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

, (27)

A1
E1J1
l31

k31
1 + cosh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

−A2
E2J2
l32

k32
1 + cosh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

=

= A0
E1J1
2l31

k31
1 + cosh k1 cos k1 + sinh k1 sin k1

sinh k1 + sin k1
, (28)

èìåþùåé ðåøåíèå

A1 = A0
∆1

∆
, A2 = A0

∆2

∆
, (29)

ãäå

∆ = −E1J1
l31

k31
1 + cosh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

−
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−E2J2
l32

k32
1 + cosh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

cosh k1 sin k1 − sinh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

, (30)

∆1 =
E2J2
l32

k32
1 + cosh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

sinh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

−

−E1J1
2l31

k31
1 + cosh k1 cos k1 + sinh k1 sin k1

sinh k1 + sin k1
×

×cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

, (31)

∆2 =
E1J1
l31

k31
(1 + cosh k1 cos k1) sinh k1 cos k1

(sinh k1 + sin k1)2
+

+
E1J1
2l31

k31(1 + cosh k1 cos k1 + sinh k1 sin k1)×

× (cosh k1 sin k1 − sinh k1 cos k1)

(sinh k1 + sin k1)2
. (32)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôîðìóë (30), (31), (32), ñ ó÷åòîì (29) â (25),
(26) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è î âûíóæäåííûõ êîëå-
áàíèÿõ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ó÷èòûâàþùåå âñå âîçìîæíûå ñëó÷àå
ðåçîíàíñà ïðè∆ = 0 (èç (30), ïîñëå ñîêðàùåíèå íà ïîñòîÿííûé ìíî-
æèòåëü ïîëó÷àåì ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå (18)). Èçãèáàþùèå ìîìåíòû
è ïîïåðå÷íûå ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (12) è îêîí÷àòåëüíî
ïðèíèìàþò âèä

M1(ξ) =
E1J1
l21

k21

{
A1

{
cosh k1ξ + cos k1ξ −

cosh k1 + cos k1
sinh k1 + sin k1

(sinh k1ξ+

+sin k1ξ)

}
+A0

{
− cos k1ξ +

cos k1
sinh k1 + sin k1

(sinh k1ξ + sin k1ξ)

}}
,

(33)

M2(ξ) =
E2J2
l22

k22A2

{
cosh k2ξ + cos k2ξ−

−cosh k2 + cos k2
sinh k2 + sin k2

(sinh k2ξ + sin k2ξ)

}
, (34)
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Q1(ξ) =
E1J1
l31

k31

{
A1

{
sinh k1ξ − sin k1ξ −

cosh k1 + cos k1
sinh k1 + sin k1

(cosh k1ξ+

+cos k1ξ)

}
+A0

{
sin k1ξ +

cos k1
sinh k1 + sin k1

(cosh k1ξ + cos k1ξ)

}}
,

(35)

Q2(ξ) =
E2J2
l32

k32A2

{
sinh k2ξ − sin k2ξ−

−cosh k2 + cos k2
sinh k2 + sin k2

(cosh k2ξ + cos k2ξ)

}
. (36)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé èç ôîðìóë (30) − (32)
ïîëó÷àåì

∆ = −2(1 + cosh k cos k)(cosh k sin k − sinh k cos k),

∆1 = (1 + cosh k cos k) sinh k cos k−

−1

2
(1 + cosh k cos k + sinh k sin k)(cosh k sin k − sinh k cos k),

∆2 = (1 + cosh k cos k) sinh k cos k+

+
1

2
(1 + cosh k cos k + sinh k sin k)(cosh k sin k − sinh k cos k).

3. Ñâîáîäíûå è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû

øàðíèðíî ñîåäèíåííûõ ñòåðæíåé íà îñíîâå

òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî

Â çàäà÷àõ î ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ óðàâíåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ (1), (2) ñîõðàíÿþò ñâîé âèä, à óãîë ïîâîðîòà ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ â òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû:

∂yi
∂xi

= ψi + γi,

ãäå γi � óãîë ñäâèãà i-ãî ñòåðæíÿ, à ψi � óãîë ïîâîðîòà, îïðåäåëÿ-
þùèé âåëè÷èíó èçãèáàþùåãî ìîìåíòà (êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå óãëó γi, ìîìåíòà íå âûçûâàþò).
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Òîãäà ñâÿçü ìîìåíòà Mi è óãëà ïîâîðîòà ψi ïðåäñòàâèìà ôîð-
ìóëîé

Mi = EiJi
∂ψi

∂xi
, (37)

à ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîïåðå÷íîé ñèëîé Qi è óãëîì ñäâèãà γi, ïî-
ëó÷åííîå ïî ôîðìóëå Æóðàâñêîãî, áóäåò èìåòü âèä

nQi

Fi
= τi = −Giγi = −Gi

(
∂yi
∂xi

− ψi

)
, (38)

îòêóäà ñëåäóåò

Qi(x) = −GiFi

n

(
∂yi
∂xi

− ψi

)
. (39)

Çäåñü Gi � ìîäóëü ñäâèãà i-ãî ñòåðæíÿ, n � êîýôôèöèåíò ôîðìû
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, èìåþùèé çíà÷åíèå n = 3/2 â ñëó÷àå ïðÿìî-
óãîëüíèêà (ñì.[3]). Çíàê ¾ìèíóñ¿ â ôîðìóëå (38) íåîáõîäèì äëÿ
ñîáëþäåíèÿ ðàâåíñòâà çíàêîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ôîðìóëû
(39), òàê êàê ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîïåðå÷íîé ñèëû Qi

(ñì. ðèñ. 1) óãîë ñäâèãà â ïëîñêîñòè xiOyi áóäåò îòðèöàòåëüíûì.
Òàêîé æå âèä èìååò àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà â ðàáîòå [4].

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (37), (39), à òàêæå (3), (4) óðàâíåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ (1), (2), ñâÿçûâàþùèå ñòàòè÷åñêèå âåëè÷èíûMi, Qi ñ ôóíêöèåé
ïðîãèáà yi = yi(xi, t) è óãëà ïîâîðîòà ψi = ψi(xi, t), ïðèìóò âèä

EiJi
∂2ψi

∂x2i
+
GiFi

n

(
∂yi
∂xi

− ψi

)
− ρiJi

∂3yi
∂t2∂xi

= 0, (40)

−GiFi

n

(
∂2yi
∂x2i

− ∂ψi

∂xi

)
+ ρiFi

∂2yi
∂t2

= 0 (41)

è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùå-
íèÿõ ñ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè yi(xi, t) è ψi(xi, t).

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ôóðüå è èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû (40), (41) ôóíê-
öèþ Ψi(ξ), ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè Xi(ξ):

∂4Xi

∂ξ4
+

(
ρi
Ei

+
nρi
Gi

)
ω2l2i

∂2Xi

∂ξ2
− ρiFi

EiJi
ω2l4iXi = 0, (42)
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à ïðè èñêëþ÷åíèè èç (40), (41) ôóíêöèèXi(ξ)� ðàçðåøàþùåå óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî óãëà ïîâîðîòà Ψi(ξ):

∂4Ψi

∂ξ4
+

(
ρi
Ei

+
nρi
Gi

)
ω2l2i

∂2Ψi

∂ξ2
− ρiFi

EiJi
ω2l4iΨi = 0, (43)

â êîòîðîì îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî ψi(xi, t) òî÷íî ñîâ-
ïàäàåò ñ îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíî yi(xi, t) â (42). Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ôîðìóëû (13) èìåþò ìåñòî îäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ñòåðæíÿ

λ4 +

(
1 +

nEi

Gi

)
k4i αiλ

2 − k4i = 0, (44)

ãäå αi =
1
12 (

hi

li
)2 � ìàëûé ïàðàìåòð, è ïðè λ2 = β íàõîäèì

β1,2 = −
(
1 +

nEi

Gi

)
k4i αi

2
±

√(
1 +

nEi

Gi

)2
k8i α

2
i

4
+ k4i ,

êîðíè óðàâíåíèÿ (44) äëÿ ïåðâîãî ñòåðæíÿ λ1,2 = ±
√
β1 = ±γ1

ïðè β1 > 0 è λ3,4 = ±ı
√
| β2 | = ±ıγ2 ïðè β2 < 0, äëÿ âòîðîãî

λ1,2 = ±
√
β1 = ±δ1 ïðè β1 > 0 è λ3,4 = ±ı

√
| β2 | = ±ıδ2 ïðè β2 < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé
(42), (43), êàê è ðàíåå, áóäóò ôóíêöèè

cosh γ1ξ, sinh γ1ξ, cos γ2ξ, sin γ2ξ, cosh δ1ξ, sinh δ1ξ, cos δ2ξ, sin δ2ξ,

à èõ îáùèìè ðåøåíèÿìè äëÿ îáîèõ ñòåðæíåé �

X1(ξ) = A1 cosh γ1ξ +B1 sinh γ1ξ + C1 cos γ2ξ +D1 sin γ2ξ, (45)

Ψ1(ξ) = A1 cosh γ1ξ +B1 sinh γ1ξ + C1 cos γ2ξ +D1 sin γ2ξ, (46)

X2(ξ) = A2 cosh δ1ξ +B2 sinh δ1ξ + C2 cos δ2ξ +D2 sin δ2ξ, (47)

Ψ2(ξ) = A2 cosh δ1ξ +B2 sinh δ1ξ + C2 cos δ2ξ +D2 sin δ2ξ, (48)



Ñâîáîäíûå è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 163

ãäå Ai, Bi, Ci, Di, Ai, Bi, Ci, Di � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îïðå-
äåëèì èõ. Óðàâíåíèå (41) ìîæíî çàïèñàòü äëÿ îáîèõ ñòåðæíåé â
âèäå

d2X1

dξ2
= a11X1 + a12

dΨ1

dξ
,

d2X2

dξ2
= b11X2 + b12

dΨ2

dξ
. (49)

ãäå a11, a12, b11, b12 � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû

a11 = −nρ1ω
2l21

G1
, a12 = l1, b11 = −nρ2ω

2l22
G2

, b12 = l2. (50)

Ïîñëå ïðèðàâíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ôóíêöèÿõ â (49) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïî-
ñòîÿííûõ

A1 =
γ21 − a11
γ1a12

B1, B1 =
γ21 − a11
γ1a12

A1, D1 =
γ2a12
γ22 + a11

C1,

D1 = −γ
2
2 + a11
γ2a12

C1, A2 =
δ21 − b11
δ1b12

B2, B2 =
δ21 − b11
δ1b12

A2, (51)

D2 =
δ2b12
δ22 + b11

C2, D2 = −δ
2
2 + b11
δ2b12

C2.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ çàäà÷è î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ ñè-
ñòåìû X1(0) = Ψ1(0) = 0 è X2(0) = Ψ2(0) = 0 ñëåäóåò

C1 = −A1, C1 = −A1, C2 = −A2, C2 = −A2. (52)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ çàäà÷è î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ñè-
ñòåìû X1(0) = A0, Ψ1(0) = 0 è X2(0) = Ψ2(0) = 0 ñëåäóåò

C1 = A0 −A1, C1 = −A1, C2 = −A2, C2 = −A2. (53)

Â çàäà÷å î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ ìîìåíòîâ Mi(1) = 0, ñ ó÷åòîì (37) íàõîäèì êîýôôèöèåíòû Bi

B1 = −A1
γ1

γ21 − a11

(γ21 − a11) cosh γ1 + (γ22 + a11) cos γ2
γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2

, (54)
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B2 = −A2
δ1

δ21 − b11

(δ21 − b11) cosh δ1 + (δ22 + b11) cos δ2
δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2

. (55)

Òîãäà ðåøåíèÿ (45)− (48) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

X1(ξ) = A1

{
cosh γ1ξ − cos γ2ξ−

− (γ21 − a11) cosh γ1 + (γ22 + a11) cos γ2
(γ21 − a11)(γ22 + a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)

(γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1ξ−

−γ2(γ21 − a11) sin γ2ξ)

}
, (56)

Ψ1(ξ) =
A1

a12

{
− (γ21 − a11) cosh γ1 + (γ22 + a11) cos γ2

γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2
×

×(cosh γ1ξ − cos γ2ξ) +
γ21 − a11

γ1
sinh γ1ξ +

γ22 + a11
γ2

sin γ2ξ

}
, (57)

X2(ξ) = A2

{
cosh δ1ξ − cos δ2ξ−

− (δ21 − b11) cosh δ1 + (δ22 + b11) cos δ2
(δ21 − b11)(δ22 + b11)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)

(δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1ξ−

−δ2(δ21 − b11) sin δ2ξ

}
, (58)

Ψ2(ξ) =
A2

b12

{
− ((δ21 − b11) cosh δ1 + (δ22 + b11) cos δ2

δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2
×

×(cosh δ1ξ − cos δ2ξ) +
δ21 − b11
δ1

sinh δ1ξ +
δ22 + b11
δ2

sin δ2ξ

}
. (59)

Èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (10), (11) âûâåäåì ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå.
Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû äëÿ ïîïåðå÷íîé ñèëû

Qi(ξ) =
EiJi
l2i

d2Ψi

dξ2
+
ρiJiω

2

li

dXi

dξ
(60)
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ïîëó÷àåì êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ â ÿâíîì âèäå

A1
{γ21 + γ22}

(γ21 − a11)(γ22 + a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)
×

×{γ2(γ21 − a11) cosh γ1 sin γ2 − γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2}+

+A2
{δ21 + δ22}

(δ21 − b11)(δ22 + b11)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
×

×{δ2(δ21 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2} = 0 (61)

è ñòàòè÷åñêîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ

A1(A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2)+

+A2(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2) = 0, (62)

ãäå

A = γ21

[
γ21 − a11 +

ρl2ω2

E

]
+ γ22

[
γ22 + a11 −

ρl2ω2

E

]
,

B = γ21(γ
2
2 +a11)+γ

2
2(γ

2
1 −a11)+

ρl2ω2

E

γ21(γ
2
2 + a11)

2 − γ22(γ
2
1 − a11)

2

(γ21 − a11)(γ22 + a11)
,

C = −γ1γ2

[
γ21 − γ22 − 2a11 + 2

ρl2ω2

E

]
, (63)

A = δ21

[
δ21 − b11 +

ρ2l
2
2ω

2

E2

]
+ δ22

[
δ22 + b11 −

ρ2l
2
2ω

2

E2

]
,

B = δ21(δ
2
2 + b11) + δ22(δ

2
1 − b11) +

ρ2l
2
2ω

2

E2

δ21(δ
2
2 + b11)

2 − δ22(δ
2
1 − b11)

2

(δ21 − b11)(δ22 + b11)
,

C = −δ1δ2

[
δ21 − δ22 − 2b11 + 2

ρ2l
2
2ω

2

E2

]
.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èç (61), (62) ïîëó÷àåì ÷àñòîòíîå óðàâíå-
íèå â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

E2J2
l32

{γ21 + γ22}
(γ21 − a11)(γ22 + a11)

(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2)×
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×{γ2(γ21 − a11) cosh γ1 sin γ2 − γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2}+

+
E1J1
l31

{δ21 + δ22}
(δ21 − b11)(δ22 + b11)

(A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2)×

×{δ2(δ21 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2} = 0, (64)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (64) â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïåðåõî-
äèò â ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòíûå óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè
äëÿ ðàçíûõ è îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé.

Â çàäà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ êîíñòàíòû îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè (51), (53), B1 íàõîäèòñÿ èç M1(1) = 0 è èìååò âèä

B1 = A0
γ1

γ21 − a11

(γ22 + a11) cos γ2
γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2

−

−A1
γ1

γ21 − a11

(γ21 − a11) cosh γ1 + (γ22 + a11) cos γ2
γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2

, (65)

B2, êàê è ðàíåå, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (55). Òàêèì îáðàçîì, ðå-
øåíèÿ (45)− (48) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

X1(ξ) = A1

{
cosh γ1ξ − cos γ2ξ−

− (γ21 − a11) cosh γ1 + (γ22 + a11) cos γ2
(γ21 − a11)(γ22 + a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)

(γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1ξ−

−γ2(γ21 − a11) sin γ2ξ)

}
+

+A0

{
cos γ2

(γ21 − a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)
(γ1(γ

2
2 + a11) sinh γ1ξ−

−γ2(γ21 − a11) sin γ2ξ) + cos γ2ξ

}
, (66)

Ψ1(ξ) =
A1

a12

{
− (γ21 − a11) cosh γ1 + (γ22 + a11) cos γ2

γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2
×



Ñâîáîäíûå è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 167

×(cosh γ1ξ − cos γ2ξ) +
γ21 − a11

γ1
sinh γ1ξ +

γ22 + a11
γ2

sin γ2ξ

}
+

+
A0

l1

{
−γ22 + a11

γ2
sin γ2 +

(γ22 + a11) cos γ2
γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2

(cosh γ1ξ − cos γ2ξ)

}
,

(67)
à X2(ξ),Ψ2(ξ) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (57), (58).

Èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (10), (11) íàéäåì êîýôôèöèåíòû A1, A2.
Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (60) ïîëó÷àåì êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå ñîïðÿ-
æåíèÿ â ÿâíîì âèäå

A1
{γ21 + γ22}

(γ21 − a11)(γ22 + a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)
×

×{γ2(γ21 − a11) cosh γ1 sin γ2 − γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2}+

+A2
{δ21 + δ22}

(δ21 − b11)(δ22 + b11)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
×

×{δ2(δ21 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2} =

= −A0
γ1{γ21 + γ22} sinh γ1 cos γ2

(γ21 − a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)
, (68)

è ñòàòè÷åñêîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ

A1(A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2)+

+A2(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2) =

= A0(Ã+ B̃ cosh γ1 cos γ2 + C̃ sinh γ1 sin γ2), (69)

ãäå

Ã = γ22

[
γ22 + a11 −

ρ1l
2
1ω

2

E1

]
, B̃ = γ21

γ22 + a11
γ21 − a11

[
γ22 + a11 −

ρ1l
2
1ω

2

E1

]
,

(70)

C̃ = γ1γ2

[
γ22 + a11 −

ρ1l
2
1ω

2

E1

]
.
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Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ (68), (69) â âèäå

A1α11 +A2α12 = A0η1, A1α21 +A2α22 = A0η2, (71)

ãäå αij , ηi (i, j = 1, 2) � ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû óðàâíå-
íèé â (68), (69), èç ñèñòåìû (71) íàõîäèì êîýôôèöèåíòû A1, A2 ïî
ôîðìóëàì (29), ãäå

∆ = −E2J2
l32

{γ2(γ21 − a11) cosh γ1 sin γ2 − γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2}×

× {γ21 + γ22}(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2)

(γ21 − a11)(γ22 + a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
−

−E1J1
l31

{δ2(δ21 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2}×

× {δ21 + δ22}(A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2)

(δ21 − b11)(δ22 + b11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
.

(72)
Âåëè÷èíà ∆1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∆1 =
1

(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
×

×

{
E2J2
l32

γ1(γ
2
1 + γ22)

(γ21 − a11)
sinh γ1 cos γ2×

×(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2)−

−E1J1
l31

{δ21 + δ22}
(δ21 − b11)(δ22 + b11)

(Ã+ B̃ cosh γ1 cos γ2 + C̃ sinh γ1 sin γ2)×

×{δ2(δ21 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2}

}
, (73)

à âåëè÷èíà ∆2:

∆2 =
E1J1
l31

γ21 + γ22
(γ21 − a11)(γ22 + a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)2

×
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×

{
γ1(γ

2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2(A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2)+

+{γ2(γ21 − a11) cosh γ1 sin γ2 − γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2}×

×(Ã+ B̃ cosh γ1 cos γ2 + C̃ sinh γ1 sin γ2)

}
. (74)

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (72) − (77), ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (29), â
(57), (58), (66), (67) ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ ïðîãèáîâ, ôîðìóëû äëÿ
ìîìåíòîâ è ïîïåðå÷íûõ ñèë íå ïðèâîäÿòñÿ â äàííîé ñòàòüå èç-çà
ãðîìîçäêîñòè, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (37) è (60) ñîîòâåòñòâåííî.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîãèáîâ, ìîìåíòîâ è
ïîïåðå÷íûõ ñèë â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåó÷åòà äåôîðìàöèé ñäâèãà è
äåôîðìàöèé ïîâîðîòà (γ → 0 ïðè G → ∞, ñëàãàåìûå ñ êîýôôèöè-
åíòîì a11, b11 è ôóíêöèè ψi(xi, t) íå ââîäÿòñÿ), ïåðåõîäÿò â ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôîðìóëû â ñëó÷àå Áåðíóëëè�Ýéëåðà.

4. Ñâîáîäíûå è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû

ñòåðæíåé, ñîåäèíåííûõ óïðóãèì ýëåìåíòîì, â

êëàññè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî

Ââåäåì â ðàíåå ðàññìîòðåííóþ ñèñòåìó óïðóãèé ýëåìåíò ñ êî-
ýôôèöèåíòîì ïîäàòëèâîñòè c, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ òàêèìè æå,
êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, è ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ òîæå. Óñëî-
âèÿ ñîïðÿæåíèÿ â äàííîé çàäà÷å èìåþò âèä

X1(1, t) +X2(1, t) = δ = cQ, (75)

Q1(1, t) = Q2(1, t) = Q, (76)

ãäå δ � óäëèíåíèå (ñæàòèå) óïðóãîãî ýëåìåíòà, Q � ðàñòÿãèâàþùàÿ
(ñæèìàþùàÿ) ñèëà â óïðóãîì ýëåìåíòå, c � êîýôôèöèåíò ïîäàòëè-
âîñòè óïðóãî ýëåìåíòà (c = 0 � òîëüêî øàðíèð).

×àñòîòíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (75),
(76), êîòîðîå ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêîí÷àòåëüíî èìååò
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Ðèñ. 2. Ñèñòåìà êîîðäèíàò è äåéñòâóþùèå íàãðóçêè.

âèä

E1J1
l31

k31(1 + cosh k1 cos k1)(cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2)+

+
E2J2
l32

k32(1 + cosh k2 cos k2)(cosh k1 sin k1 − sinh k1 cos k1)+

+c
E1J1
l31

k31
E2J2
l32

k32(1 + cosh k2 cos k2)(1 + cosh k1 cos k1) = 0. (77)

Ñèñòåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A1 è A2 â êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè ïðèíèìàåò âèä

A1
cosh k1 sin k1 − sinh k1 cos k1

sinh k1 + sin k1
+A2

{cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

+
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+c
E2J2
l32

k32
1 + cosh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

}
= −A0

sinh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

, (78)

âòîðîå óðàâíåíèå îñòàåòñÿ òàêèì æå, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å
(ôîðìóëà (28)). Êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (29),
ãäå

∆ = −E1J1
l31

k31
1 + cosh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

−

−E2J2
l32

k32
1 + cosh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

cosh k1 sin k1 − sinh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

−

−cE2J2
l32

k32
1 + cosh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

1 + cosh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

, (79)

∆1 =
E2J2
l32

k32
1 + cosh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

sinh k1 cos k1
sinh k1 + sin k1

−

−E1J1
2l31

k31
1 + cosh k1 cos k1 + sinh k1 sin k1

sinh k1 + sin k1
×

×cosh k2 sin k2 − sinh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

−

−cE2J2
l32

k32
1 + cosh k1 cos k1 + sinh k1 sin k1

sinh k1 + sin k1

1 + cosh k2 cos k2
sinh k2 + sin k2

, (80)

ôîðìóëà äëÿ ∆2 îñòàåòñÿ ïðåæíåé (32).
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (32), (79), (80), ñ ó÷åòîì ôîðìóëû äëÿ

êîýôôèöèåíòîâ (29), â (25), (26), (33) − (36) ñîîòâåòñòâåííî íàõî-
äèì ïðîãèáû, èçãèáàþùèå ìîìåíòû è ïîïåðå÷íûå ñèëû â òåîðèè
Áåðíóëëè�Ýéëåðà.

Â òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

E2J2
l32

{γ21 + γ22}
(γ21 − a11)(γ22 + a11)

(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2)×

×{γ2(γ21 − a11) cosh γ1 sin γ2 − γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2}+

+
E1J1
l31

{δ21 + δ22}
(δ21 − b11)(δ22 + b11)

(A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2)×
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×{δ2(δ21 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2}+

+c
E1J1
l31

E2J2
l32

(A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2)×

×(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2) = 0. (81)

Â çàäà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå â
ñèñòåìå (75), (76) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

A1
{γ21 + γ22}

(γ21 − a11)(γ22 + a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)
×

×{γ2(γ21 − a11) cosh γ1 sin γ2 − γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2}+

+A2

{
{δ21 + δ22}

(δ21 − b11)(δ22 + b11)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
×

×{δ2(δ21 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2}+

+c
E2J2
l32

(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2)

δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2

}
=

= −A0
γ1{γ21 + γ22} sinh γ1 cos γ2

(γ21 − a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)
, (82)

ñòàòè÷åñêîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ, êàê è ðàíüøå, îïðåäåëÿåòñÿ (69).
Ðåøåíèå ñèñòåìû (69), (82) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (29), ãäå

∆ = −E2J2
l32

{γ2(γ21 − a11) cosh γ1 sin γ2 − γ1(γ
2
2 + a11) sinh γ1 cos γ2}×

× {γ21 + γ22}(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2)

(γ21 − a11)(γ22 + a11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
−

−E1J1
l31

{δ2(δ21 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ
2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2}×

× {δ21 + δ22}(A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2)

(δ21 − b11)(δ22 + b11)(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
−
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−cE1J1
l31

E2J2
l32

A+B cosh γ1 cos γ2 + C sinh γ1 sin γ2
γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2

×

×A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2
δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2

, (83)

çäåñü êîýôôèöèåíòû A,B,C,A,B,C, Ã, B̃, C̃ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëàìè (63), (70).

∆1 =
1

(γ1 sinh γ1 + γ2 sin γ2)(δ1 sinh δ1 + δ2 sin δ2)
×

×

{
E2J2
l32

γ1(γ
2
1 + γ22)

(γ21 − a11)
sinh γ1 cos γ2×

×(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2)−

−E1J1
l31

{δ21 + δ22}
(δ21 − b11)(δ22 + b11)

(Ã+ B̃ cosh γ1 cos γ2 + C̃ sinh γ1 sin γ2)×

×
{
δ2(δ

2
1 − b11) cosh δ1 sin δ2 − δ1(δ

2
2 + b11) sinh δ1 cos δ2

}
+

+c
E1J1
l31

E2J2
l32

(Ã+ B̃ cosh γ1 cos γ2 + C̃ sinh γ1 sin γ2)×

×(A+B cosh δ1 cos δ2 + C sinh δ1 sin δ2)

}
, (84)

âåëè÷èíà ∆2 âû÷èñëÿåòñÿ, êàê è ðàíåå, ïî ôîðìóëå (74).
Ïîäñòàâëÿÿ (74), (83), (84), ñ ó÷åòîì ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöè-

åíòîâ (29), â (57), (58), (66), (67) ñîîòâåòñòâåííî íàõîäèì óðàâíåíèÿ
ïðîãèáîâ àìïëèòóäíûõ ôóíêöèé ñèñòåìû ñòåðæíåé, ñîåäèíåííûõ
óïðóãèì ýëåìåíòîì ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäàòëèâîñòè c ïî òåîðèè
Ñ.Ï. Òèìîøåíêî. Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ
è ïîïåðå÷íûõ ñèë íå ïðèâîäÿòñÿ èç-çà èõ ãðîìîçäêîñòè.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè êîýôôèöèåíòå ïîäàòëèâîñòè óïðó-
ãîãî ýëåìåíòà c = 0 (òîëüêî øàðíèðíîå ñîåäèíåíèå) ïîëó÷àåì
ïåðâóþ çàäà÷ó.
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6. Ïðèìåð ÷èñëîâîãî ðàñ÷åòà

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé âûïîëíåí ðàñ÷åò äëÿ ñèñòå-
ìû äâóõ ñòàëüíûõ ñòåðæíåé ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
F = bh ñî çíà÷åíèÿìè äëèíû l = 5 ñì, âûñîòû h = 0.25 ñì è øè-
ðèíû b = 0.1 ñì, êîýôôèöèåíò ïîäàòëèâîñòè c = 0, 0.02, 0.04 ñì/êã,
àìïëèòóäà êèíåìàòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ A0 = 0.1 ñì, âûíóæäàþ-
ùàÿ êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ω = 100 ñ−1.

Â òàáë. 1 äàíû ñïåêòðû ïåðâûõ ñåìè ñîáñòâåííûõ êðóãîâûõ ÷à-
ñòîò ñèñòåìû â êëàññè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ïðè
êîýôôèöèåíòå ïîäàòëèâîñòè c = 0.

Òàáëèöà 1. Ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñèñòåìû ïðè c = 0

n ω(êëàññèêà), ñ−1 ω(Òèìîøåíêî), ñ−1 â %

1 5216 5204 -0.24

2 32690 32161 -1.62

3 91532 88120 -3.73

4 179367 167558 -6.58

5 296506 267039 -9.94

6 442928 382645 -13.61

7 618635 510770 -17.44

Ñïðàâà îò ñòîëáöîâ ÷àñòîò ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùåå óìåíüøå-
íèå ÷àñòîòû â ïðîöåíòàõ (ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì).

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ýòèõ ñïåêòðîâ, ãäå èñïîëüçó-
þòñÿ îáîçíà÷åíèÿ n � íîìåð ÷àñòîòû, (1) � êëàññè÷åñêèé âàðèàíò
(Áåðíóëëè�Ýéëåðà), (2) � ó÷åò èíåðöèè ïîâîðîòà ñå÷åíèé è äåôîð-
ìàöèé ñäâèãà (Òèìîøåíêî).

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðîãèáîâ íà îñíîâå òåîðèè
Ñ.Ï. Òèìîøåíêî çàäàííîé âûíóæäàþùåé ÷àñòîòû ω = 100 ñ−1 äëÿ
ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè c = 0, 0.02, 0.04 ñì/êã.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ
âûïîëíÿåòñÿ. Ñòàòè÷åñêîå óñëîâèå ñîïðÿæåíèå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ,
â ñòàòüå íå ïðèâîäÿòñÿ äëÿ êðàòêîñòè.
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7. Âûâîäû

Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå èçëîæåíû ìåòîäèêà è ðåøåíèÿ çàäà÷ î
ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû äâóõ ñòåðæíåé ïðè
âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ñî ñòîðîíû ïðàâîãî çàùåìëåííîãî ñòåðæ-
íÿ, êîëåáëþùåãîñÿ ïî çàêîíó y(0, t) = A0 sinωt, ãäå A0 è ω � çàäàí-
íûå àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûïîëíåí ÷èñëîâîé ðàñ÷åò äëÿ ñèñòåìû îäèíà-
êîâûõ êîíñîëüíûõ ñòåðæíåé, èëëþñòðèðóþùèéñÿ íåêîòîðûìè òàá-
ëèöàìè è ãðàôèêàìè.

Ëèòåðàòóðà

1. Äæ. Â. Ñòðåòò (Ðýëåé). Òåîðèÿ çâóêà. Ì.;Ë.: Ãîñòåõòåîðèçäàò, 1940.
Òîì I. 499 ñ.

2. Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Êîëåáàíèÿ â èíæåíåðíîì äåëå. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1959.
3. Ãàñòåâ Â.À. Êðàòêèé êóðñ ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ. Ì.: Ôèçìàòãèç,

1959.

4. Ïîíîìàðåâ Ñ.Ä., Áèäåðìàí Â.Ë., Ëèõàðåâ Ê.Ê., Ìàêóøèí Â.Ì., Ìà-

ëèíèí Í.Í., Ôåîäîñüåâ Â.Í. Ðàñ÷åòû íà ïðî÷íîñòü â ìàøèíîñòðîåíèè. Ì.:

Ìàøãèç, 1959. Òîì III. Ñ. 320.



ÂËÈßÍÈÅ ÊÀÏÈËËßÐÍÎÑÒÈ Â ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÅ

Í. Â. Çàõàðåíêîâà

Âïåðâûå âëèÿíèå êàïèëëÿðíîãî ïîäíÿòèÿ æèäêîñòè íà ôèëüòðà-
öèþ èç êàíàëîâ èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ Â.Â. Âåðèãèíà è Á.Ê. Ðè-
çåíêàìïôà. Äàëüíåéøèå ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû ñ ðàáîòàìè
Í.Í. Âåðèãèíà, ãäå áûëà äîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ çîí âûõîäà
êàïèëëÿðíûõ âîä íà ïîâåðõíîñòü çåìëè, à äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷ ïðåäëîæåíà íîâàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî ïîçâîëèëî çíà-
÷èòåëüíî ðàñøèðèòü êëàññ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðà-
áîòîé êàíàëîâ, äðåíàæíûõ êîëëåêòîðîâ è ò. ï. Òåì ñàìûì â ðàáîòàõ
Í.Í. Âåðèãèíà ïî ñóòè äåëà áûëà ñîçäàíà òåîðèÿ ôèëüòðàöèè â êàïèë-
ëÿðíûõ ãðóíòàõ ïðè ëþáûõ âèäàõ âíåøíèõ ãðàíèö îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïîäîáíûìè çàäà÷àìè áåç ó÷åòà êàïèëëÿðíîñòè ãðóíòà â
ïðåäëîæåííîé ðàáîòå ôèëüòðàöèîííûå ñõåìû çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿþò-
ñÿ èç-çà ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî ó÷àñòêà � ëèíèè òîêà.
Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîé óãëîâîé òî÷êè, óâåëè÷è-
âàþùåé îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ êîíôîðìíîãî îòîáðàæå-
íèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è ñ íåèçâåñòíîé ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè
àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êëàñ-
ñà Ôóêñà. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé
è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èçó÷àþòñÿ õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ìîäåëèðó-
åìûõ ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì êàïèëëÿðíîñòè ãðóíòà, èñïàðåíèÿ ñî ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè ãðóíòîâûõ âîä, è îöåíèâàåòñÿ ñîâìåñòíîå âëèÿíèå ýòèõ
ôàêòîðîâ íà ðàçìåðû çîíû íàñûùåíèÿ. Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì àë-
ãîðèòì ðàñ÷åòà ïîçâîëÿåò â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñóäèòü î ôîðìå
è ðàçìåðàõ çîíû ðàñòåêàíèÿ æèäêîñòè èç êàíàëîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ
øèðèíû è óðîâíÿ âîäû â íèõ, êàïèëëÿðíîñòè ãðóíòà è èíòåíñèâíîñòè
èñïàðåíèÿ âîäû ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ìîùíîñòè ãðóíòîâîãî ïëà-
ñòà.

1. Ââåäåíèå

Äî ñèõ ïîð âî âñåõ ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî äàííîé òåìà-
òèêå [1]�[3] ðàññìàòðèâàëèñü îáëàñòè òå÷åíèÿ, êîòîðûå ñíèçó îãðà-

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 27 àïðåëÿ 2010 ã.
c⃝ Í. Â. Çàõàðåíêîâà, 2010
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íè÷èâàëèñü âîäîïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ
ñëó÷àé ôèëüòðàöèè èç êàíàëà â ñëîå ãðóíòà îãðàíè÷åííîé ìîùíî-
ñòè, ïîäñòèëàåìîì ãîðèçîíòàëüíûì âîäîóïîðîì, ïðè íàëè÷èè êàê
êàïèëëÿðíîñòè ãðóíòà, òàê è èñïàðåíèÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-
ñòè ãðóíòîâûõ âîä. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäîáíûìè çàäà÷àìè áåç ó÷å-
òà êàïèëëÿðíîñòè ãðóíòà çäåñü ôèëüòðàöèîííàÿ ñõåìà çíà÷èòåëüíî
óñëîæíÿåòñÿ èç-çà ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî ó÷àñòêà
� ëèíèè òîêà. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ åùå îäíîé äîïîëíèòåëü-
íîé óãëîâîé òî÷êè, óâåëè÷èâàþùåé îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ñ íåèçâåñòíîé ñâîáîä-
íîé ãðàíèöåé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ïîëóáàðèíîâîé-
Êî÷èíîé, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êëàññà Ôóêñà [2]�[5], à
òàêæå ðàçðàáîòàííûõ [6]�[8] ñïîñîáîâ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ
îáëàñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå õàðàêòåðíû â çàäà÷àõ ãèäðî-
è àýðîìåõàíèêè [9]. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ
çàâèñèìîñòåé è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èçó÷àþòñÿ õàðàêòåðíûå îñî-
áåííîñòè ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà ïðè ó÷åòå òàêèõ ôàêòîðîâ, êàê
êàïèëëÿðíîñòü ãðóíòà è èñïàðåíèå ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, è îöå-
íèâàåòñÿ èõ ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íà ðàçìåðû çîíû íàñûùåíèÿ. Ïî-
ñòðîåííûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïîçâîëÿåò â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó-
÷àå ñóäèòü î ôîðìå è ðàçìåðàõ çîíû ðàñòåêàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò
øèðèíû êàíàëà, êàïèëëÿðíîñòè ãðóíòà è èíòåíñèâíîñòè èñïàðåíèÿ,
à òàêæå ìîùíîñòè ïëàñòà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà êàðòèíà ïëîñêîãî áåçíàïîðíîãî óñòàíî-
âèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ ãðóíòîâûõ âîä èç êàíàëà øèðèíû 2l ñ ìàëîé
ãëóáèíîé âîäû â ñëîé ãðóíòà ìîùíîñòè T , ïîäñòèëàåìîãî ãîðèçîí-
òàëüíûì âîäîóïîðîì.

Ðàñõîäíûì ôàêòîðîì, êîìïåíñèðóþùèì ôèëüòðàöèþ èç êàíà-
ëà, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå èñïàðåíèå ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èí-
òåíñèâíîñòè ε (0 < ε < 1), îòíåñåííîé ê êîýôôèöèåíòó ôèëüòðàöèè
k=const.
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Ðèñ. 1. Êàðòèíà òå÷åíèÿ èç êàíàëà ñ ìàëîé ãëóáèíîé âîäû, ðàñ-
ñ÷èòàííàÿ ïðè hk = 0.4, ε = 0.4, l = 1.2 è T = 2.0.

Ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë äâèæåíèÿ ω = ϕ + iψ, ãäå ϕ �
ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, ψ � ôóíêöèÿ òîêà, è êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó
z = x + iy, îòíåñåííûå ñîîòâåòñòâåííî ê kT è T . Â ñèëó ñèììåò-
ðèè îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðàâîé ïîëîâèíû îáëàñòè òå÷åíèÿ
AB1B2A1B3B4.

Ïðèìåì ϕ = 0 âäîëü äíà êàíàëà AB4 è ψ = 0 âäîëü ëèíèè
ñèììåòðèè AB1. Íà ó÷àñòêå B3B4 ïîëîæèì ψ = Q, ãäå Q � èñêî-
ìûé ôèëüòðàöèîííûé ðàñõîä èç êàíàëà. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî
Í.Í. Âåðèãèíó [1]�[3], ó÷àñòîê B3B4 ñ÷èòàåòñÿ íåïðîíèöàåìîé ëè-
íèåé âûõîäà êàïèëëÿðíûõ âîä íà ïîâåðõíîñòü çåìëè. Ïðè óêàçàí-
íîì íà ðèñ. 1 âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðè ñîâìåùåíèè ïëîñêî-
ñòè ñðàâíåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñ ïëîñêîñòüþ y = 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè
äâèæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ:

AB4 : y = 0, ϕ = 0;
AB1 : x = 0, ψ = 0
B1B2 : y = −T, ψ = 0,
B3B4 : y = 0, ψ = Q;

B2A1B3 : ϕ = −y + hk, ψ = Q− ε(x− l − lk),

(1)

ãäå hk � ñòàòè÷åñêàÿ âûñîòà êàïèëëÿðíîãî ïîäíÿòèÿ ãðóíòîâîé âî-
äû, lk � èñêîìàÿ øèðèíà êàïèëëÿðíîãî ðàñòåêàíèÿ âîäû. Ïîëàãàÿ
âî âòîðîì óñëîâèè (1) äëÿ ó÷àñòêà B2A1B3 x = L, ïîëó÷èì

Q = ε(L− l − lk), (2)
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ãäå L � øèðèíà ðàñòåêàíèÿ ôèëüòðàöèîííûõ âîä ïî ãîðèçîíòàëüíî-
ìó íåïðîíèöàåìîìó îñíîâàíèþ. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûðàæàåò
ðàâåíñòâî ðàñõîäà èç êàíàëà âåëè÷èíå èñïàðåíèÿ ñî ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè â óñëîâèÿõ óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äâèæåíèå ãðóíòîâûõ âîä ïîä÷èíÿåòñÿ
çàêîíó Äàðñè è ïðîèñõîäèò â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì ãðóíòå, êî-
òîðûé ñ÷èòàåòñÿ íåñæèìàåìûì, êàê è ôèëüòðóþùàÿñÿ ÷åðåç íåãî
æèäêîñòü. Ìîùíîñòü ïëàñòà T , øèðèíà êàíàëà l, âåëè÷èíà èñïàðå-
íèÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ε è ñòàòè÷åñêàÿ âûñîòà êàïèëëÿðíîãî
ðàñòåêàíèÿ âîäû hk ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðå-
äåëåíèè ðàçìåðîâ lk è L çîíû íàñûùåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1) èñïîëüçóåì ìåòîä Ï.ß. Ïîëó-
áàðèíîâîé-Êî÷èíîé, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷å-
ñêîé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êëàññà Ôóê-
ñà. Ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ t,îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëóïîëîñà 0 < Re t < ∞, 0 < Im t < 0.5π, è
ôóíêöèè: z(t), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùàÿ ïîëóïîëîñó ïëîñêîñòè t
íà îáëàñòü z, è ïðîèçâîäíûå dω/dt è dz /dt.

Îáðàòèìñÿ ê îáëàñòè êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w

w =
dω

dz
, (3)

ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1), êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 2.

Ôóíêöèÿ, ñîâåðøàþùàÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïîëóïîëîñû
ïëîñêîñòè t íà îáëàñòü w, èçó÷åíà â ðàáîòàõ [6]�[8] è èìååò ñëåäó-
þùèé âèä:

w(t) =
√
ε
(C + th t)

ν
exp(1− ν)t− (C − th t)

ν
exp(ν − 1)t

(C + th t)
ν
exp(1− ν)t+ (C − th t)

ν
exp(ν − 1)t

, (4)

ãäå C = D
/√

D2 − 1, D = ch d, àáñöèññà d � íåèçâåñòíûé àôôèêñ
òî÷êè B3 â ïëîñêîñòè t.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ôóíêöèé dω/dt è
dz /dt îêîëî îñîáûõ òî÷åê [2, 5] è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (3) è (4),
íàõîäèì

dω

dt
=

√
εA

(C ch t+ sh t)
ν
exp(1− ν)t− (C ch t− sh t)

ν
exp(ν − 1)t

∆(t)
,
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Ðèñ. 2. Îáëàñòü êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w.

dz

dt
= A

(C ch t+ sh t)
ν
exp(1− ν)t+ (C ch t− sh t)

ν
exp(ν − 1)t

∆(t)
, (5)

∆(t) =
√
(sh2 t+B2)(sh2 t+D2)ν ,

ãäå A > 0 � ìàñøòàáíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, B = sin b,
îðäèíàòà b � íåèçâåñòíûé àôôèêñ òî÷êè A â ïëîñêîñòè t. Ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè (5) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1), ñôîðìó-
ëèðîâàííûì â òåðìèíàõ ôóíêöèé dω/dt è dz /dt, è, òàêèì îáðàçîì,
ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåøåíèåì èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è.

Çàïèñü ïðåäñòàâëåíèé (5) äëÿ ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû îá-
ëàñòè t ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåìó êîíòóðó âñïî-
ìîãàòåëüíîé îáëàñòè ïðèâîäèò ê çàìûêàíèþ îáëàñòè äâèæåíèÿ zè
òåì ñàìûì ñëóæèò êîíòðîëåì âû÷èñëåíèé.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ è ôèëüòðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê:

√
εA

d∫
0

ΦB3B4dt = hk, A

0.5π∫
b

XAB4dt = l, A sin
πν

2

∞∫
d

Y B2A1B3dt = T,

(6)
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êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû êîíôîðì-
íîãî îòîáðàæåíèÿ B è D, à òàêæå ïîñòîÿííóþ ìîäåëèðîâàíèÿ A.
×èñëåííûì ïóòåì ïðîâåðÿåòñÿ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â
ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ëåâûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (6), è, òà-
êèì îáðàçîì, óñòàíàâëèâàåòñÿ åå îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü. Ïîñëå
íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññ÷èòûâà-
þòñÿ èñêîìûå ðàçìåðû çîíû íàñûùåíèÿ:

lk = A

d∫
0

XB3B4dt, L = A

∞∫
0

XB1B2dt, (7)

è, íàêîíåö, îïðåäåëÿåòñÿ ðàñõîä Q ïî ôîðìóëå (2).
Êîíòðîëåì ñ÷åòà ñëóæàò äðóãèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñõîäà Q è

ìîùíîñòè T :

Q = −
√
εA

0.5π∫
b

ΨAB4dt =
√
εA sin

πν

2

∞∫
d

Y B2A1B3dt, T = A

b∫
0

Y AB1dt.

(8)
Â ôîðìóëàõ (6) � (8) ïîäûíòåãðàëüíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ âû-
ðàæåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé (5) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàõ êîíòóðà
ïëîñêîñòè t.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà hk = 0, ò. å. îòñóòñòâóåò êàïèëëÿð-
íîñòü ãðóíòà, â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w âåðøèíà ðàçðåçà
A1 âûõîäèò íà îñü îðäèíàò è êðóãîâîé ïÿòèóãîëüíèê âûðîæäàåòñÿ
â êðóãîâîé òðåóãîëüíèê. Â ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ z òî÷êà ïåðåãèáà A1,
ñëèâàÿñü ñ òî÷êîé B3, âûõîäèò íà îñü àáñöèññ. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà-
ìåòð d = 0, D = 1, C = ∞, è èç ïåðâîé ôîðìóëû (6) âûòåêàåò, ÷òî
lk = 0, ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû [10] .

3. Îáñóæäåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà êàðòèíà òå÷åíèÿ èç êàíàëà ñ ìàëîé ãëóáè-
íû, ðàññ÷èòàííàÿ ïðè hk = 0.4, ε = 0.4, l = 1.2, T = 2.0. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ hk, ε, l
è T íà ðàçìåðû çîíû íàñûùåíèÿ lk, L è ðàñõîä Q ïðèâåäåíû â
òàáë. 1 è 2.
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðàçìåðîâ çîíû íàñûùåíèÿ L, lk è
ðàñõîäà Q ïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé hk è ε

hk lk L Q ε lk L Q
0.10 0.0425 3.461 0.888 0.10 0.4998 7.752 0.605

0.25 0.1207 3.769 0.979 0.25 0.2742 5.008 0.884

0.40 0.2163 4.031 1.046 0.40 0.2163 4.031 1.046

0.55 0.3291 4.271 1.097 0.55 0.1888 3.495 1.158

0.60 0.3700 4.3487 1.1113 0.60 0.1825 3.364 1.1889

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðàçìåðîâ çîíû íàñûùåíèÿ L, lk è
ðàñõîäà Q ïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé l è T

l lk L Q T lk L Q
0.30 0.1577 2.326 0.748 0.50 0.4245 2.408 0.313

0.75 0.1943 3.372 0.971 1.25 0.2761 3.278 0.721

1.20 0.2163 4.031 1.046 2.00 0.2163 4.031 1.046

1.65 0.2285 4.571 1.077 2.75 0.1880 4.644 1.302

1.80 0.2311 4.7388 1.0830 3.00 0.1821 4.8188 1.3747

Â êàæäîì èç áëîêîâ òàáëèö (îíà ðàçäåëåíû âåðòèêàëüíûìè ëè-
íèÿìè) âàðüèðóåòñÿ â 6 ðàç â äîïóñòèìîì äèàïàçîíå îäèí èç óêà-
çàííûõ ïàðàìåòðîâ, à îñòàëüíûå ôèêñèðóþòñÿ hk = 0.4, ε = 0.4, l
= 1.2 è T = 2.0. Íà ðèñ. 3�6 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè êàïèëëÿð-
íîãî ðàñòåêàíèÿ âîäû lk (ëèíèÿ 1) è øèðèíû ðàñòåêàíèÿ âîäû ïî
âîäîóïîðó L (ëèíèÿ 2) îò ïàðàìåòðîâ hk è ε, l è T .

Àíàëèç òàáë. 3 è 4 è ðèñóíêîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû.

Óâåëè÷åíèå øèðèíû êàíàëà è âûñîòû âàêóóìà, îáóñëîâëåííîãî
êàïèëëÿðíûìè ñèëàìè â ãðóíòå, è óìåíüøåíèå èñïàðåíèÿ ïðèâîäÿò
ê ðàñøèðåíèþ çîíû íàñûùåíèÿ. Ïðè ýòîì îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìà-
íèå îäèíàêîâûé êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé âåëè÷èí lk è
L îò ïàðàìåòðîâ hk, ε è l. Ìîæíî çàìåòèòü òàêæå, ÷òî çàâèñèìîñòè
âåëè÷èíû L îò õàðàêòåðèñòèê hk è l áëèçêè ê ëèíåéíûì.

Íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà øèðèíó ðàñòåêàíèÿ âîäû ïî âîäîóïî-
ðó îêàçûâàåò èñïàðåíèå ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè: äàííûå òàáë. 1
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óáûâàíèè ïàðàìåòðà ε çíà÷åíèå L óâåëè÷èâà-
åòñÿ â 2.3 ðàçà. Èñïàðåíèå òàêæå çíà÷èòåëüíî âëèÿåò è íà øèðèíó
êàïèëëÿðíîãî ðàñòåêàíèÿ âîäû.

Ïðàâûé áëîê òàáë. 2 îòðàæàåò çàêîíîìåðíîñòü, åñòåñòâåííóþ ñ
ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ: óâåëè÷åíèå ìîùíîñòè ïëàñòà T ïðèâîäèò
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí lk (1) è L (2) îò hk.

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí lk (1) è L (2) îò ε.
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí lk (1) è L (2) îò l.

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí lk (1) è L (2) îò T .
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ê óâåëè÷åíèþ øèðèíû ðàñòåêàíèÿ âîäû ïî âîäîóïîðó è, íàîáîðîò,
ê óìåíüøåíèþ øèðèíû êàïèëëÿðíîãî ðàñòåêàíèÿ âîäû.

Îäíàêî íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó êàïèëëÿð-
íîãî ðàñòåêàíèÿ lk îêàçûâàåò êàïèëëÿðíîñòü ãðóíòà.

Èç äâóõ ïðàâûõ áëîêîâ òàáë. 1 è 2 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
T = 0.5 è ε = 0.1 ïîëó÷àåì lk = 0.4225 è lk = 0.4998 ñîîòâåòñòâåí-
íî, è, ñëåäîâàòåëüíî, lk/hk = 1.0613 è 1.2495. Ïðè÷åì ïîäîáíûå îò-
íîøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ åùå áîëåå çíà÷èòåëüíûìè ñ óìåíüøåíèåì T è
ε. Òàêèì îáðàçîì, ïîäòâåðæäàåòñÿ âïåðâûå îòìå÷åííîå Í.Í. Âåðè-
ãèíûì [1]�[3] ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå ãîðèçîíòàëüíîãî âñàñûâàíèÿ
âîäû (â òîì ÷èñëå è äëÿ ñëàáîêàïèëëÿðíûõ ãðóíòîâ).

Î õàðàêòåðå âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà
ôèëüòðàöèîííûé ðàñõîä ìîæíî ñóäèòü ïî ïðàâûì ðàçäåëàì âñåõ
áëîêîâ òàáë. 1�2: âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì âñåõ ïàðàìåòðîâ ε, hk, l
è T ðàñõîä óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì íàèáîëåå çàìåòíîå âëèÿíèå íà
ðàñõîä îêàçûâàåò ìîùíîñòü ïëàñòà: èç òàáë. 2 âûòåêàåò, ÷òî ðàñõîä
ìîæåò óâåëè÷èâàåòñÿ íà 339.2%.

4. Çàêëþ÷åíèå

Íàéäåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î âû÷èñëåíèè
ðàçìåðîâ çîíû íàñûùåíèÿ ïðè ôèëüòðàöèè èç êàíàëîâ ïðè íàëè-
÷èè êàïèëëÿðíîñòè ãðóíòà è èñïàðåíèÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
ãðóíòîâûõ âîä. Ïîñðåäñòâîì ÷èñëîâûõ ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî ñóùå-
ñòâåííîå âëèÿíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà êàðòèíó òå÷åíèÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. Àðàâèí Â. È., Íóìåðîâ Ñ. Í. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ â
íåäåôîðìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå. Ì.: Ãîñòåõèçäàò, 1953. 616 ñ.

2. Ïîëóáàðèíîâà-Êî÷èíà Ï. ß. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä. Ì.: Ãîñòå-
õèçäàò, 1952. 676 ñ.; 2-å èçä. Ì.: Íàóêà, 1977. 664 ñ.

3. Ìèõàéëîâ Ã. Ê., Íèêîëàåâñêèé Â. Í. Äâèæåíèå æèäêîñòåé è ãàçîâ â
ïîðèñòûõ ñðåäàõ. Ìåõàíèêà â ÑÑÑÐ çà 50 ëåò. Ì.: Íàóêà, 1970. Ò. 2. Ñ. 585�
648.

4. Ãîëóáåâ Â. Â.Ëåêöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ì. Ë.: Ãîñòåõèçäàò, 1950. 436 ñ.

5. Êî÷èíà Ï. ß., Áåðåñëàâñêèé Ý. Í., Êî÷èíà Í. Í. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé êëàññà Ôóêñà è íåêîòîðûå çàäà÷è ïîäçåìíîé ãèäðîìåõà-
íèêè. ×. 1. Ïðåïðèíò � 576. Ì.: Èí-ò ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ, 1996. 122 ñ.



Âëèÿíèå êàïèëëÿðíîñòè â ãèäðîäèíàìèêå 187

6. Áåðåñëàâñêèé Ý. Í. Î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ êëàññà Ôóêñà, ñâÿ-
çàííûõ ñ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì êðóãîâûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ â ïîëÿðíûõ
ñåòêàõ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1997. Ò. 33. � 3. Ñ. 296�301.

7. Áåðåñëàâñêèé Ý. Í. Îá èíòåãðèðîâàíèè â çàìêíóòîé ôîðìå íåêîòîðûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êëàññà Ôóêñà, âñòðå÷àþùèõñÿ â ãèäðî- è àýðî-
ìåõàíèêå // Äîêë. ÐÀÍ. 2009. Ò. 428. � 4. Ñ. 439�443.

8. Áåðåñëàâñêèé Ý.Í. Îá èíòåãðèðîâàíèè â çàìêíóòîé ôîðìå íåêîòîðûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êëàññà Ôóêñà, ñâÿçàííûõ ñ êîíôîðìíûì îòîá-
ðàæåíèåì êðóãîâûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ ñ ðàçðåçîì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.
2010. Ò. 46. � 4. Ñ. 459�466.

9. Áåðåñëàâñêèé Ý. Í., Êî÷èíà Ï. ß. Î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ
êëàññà Ôóêñà, âñòðå÷àþùèõñÿ â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè æèäêîñòåé è ãà-
çîâ // Èçâ. ÐÀÍ. ÌÆÃ. 1997. � 5. Ñ. 9�17.

10. Áåðåñëàâñêèé Ý. Í., Ïàíàñåíêî Ë. À. Îá îïðåäåëåíèè ðàçìåðîâ çîíû

íàñûùåíèÿ ïðè ôèëüòðàöèè èç êàíàëà ñ ìàëîé ãëóáèíîé âîäû // ÏÌÒÔ. 1981.

� 5. Ñ. 92�94.



ÄÎÊËÀÄÛ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÅ Â ÑÁÎÐÍÈÊ

Äèíàìèêà è óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê

ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòðîâ.

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 22 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.

À. Ë. Ñìèðíîâ

ÐÅÇÞÌÅ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåí-
íûõ êîíñòðóêöèé â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè òèïà Êèðõãîôà�Ëÿâà. Àíàëèçè-
ðóåòñÿ âëèÿíèå íà óñòîé÷èâîñòü è ñïåêòð ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé:

• ãåîìåòðè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé â âèäå ïåðåìåííîñòè òîëùèíû êîíñòðóê-
öèè, âêëþ÷àÿ íàëè÷èå îòâåðñòèé;

• íåèçîòðîïíîñòè ìàòåðèàëà, âêëþ÷àÿ ìàòåðèàëû ñ íåïîñòîÿííûìè ìîäó-
ëÿìè óïðóãîñòè;

• èíûõ âîçìóùàþùèå ôàêòîðîâ, íàïðèìåð âðàùåíèå êîíñòðóêöèé.
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Íîâûé ñòðóêòóðíî-êîíòèíóàëüíûé ïîäõîä

â ìåõàíèêå ïðî÷íîñòè ñïëîøíîé ñðåäû

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 15 äåêàáðÿ 2009 ã.

À. Â. Êàøòàíîâ

ÐÅÇÞÌÅ

Íà÷èíàÿ ñ ïåðâûõ ïîïûòîê ðåøèòü çàäà÷ó ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé
ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ, îñíîâíûå óñèëèÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ
îêàçàëèñü ñîñðåäîòî÷åíû íà îïðåäåëåíèè ïîðîãîâûõ ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê, êàê ôóíêöèé ìàòåðèàëà, ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèìè êâàçèñòàòè÷åñêè-
ìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ôåíîìåíå ðàçðóøåíèÿ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîäîáíûé
ïîäõîä óæå íå âûãëÿäèò íè ïåðñïåêòèâíûì, íè òåì áîëåå óäîáíûì ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èñïîëüçîâàíèÿ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå. Ðàçðàáîòàííûé â ïîñëåäíèå ãîäû
ñòðóêòóðíî-âðåìåííîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïàõ íåëîêàëüíîé ìåõà-
íèêè ðàçðóøåíèÿ è êîíöåïöèè èíêóáàöèîííîãî âðåìåíè, ïîçâîëèë íå ïðîñòî
îáúÿñíèòü ìíîãèå ôåíîìåíû äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ, íî è ñôîðìóëèðîâàòü
ïðîñòîé êðèòåðèé äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ � êðèòåðèé èíêóáà-
öèîííîãî âðåìåíè. Îáñóæäàåòñÿ íîâûé êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
êîíöåïöèè èíêóáàöèîííîãî âðåìåíè è ïîçâîëÿþùèé îïèñàòü êèíåòèêó èíêó-
áàöèîííûõ ïðîöåññîâ, ïðåäâàðÿþùèõ àêò ìàêðîðàçðóøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñîîò-
âåòñòâóþùåå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
êëàññè÷åñêèõ êðèòåðèåâ è óðàâíåíèé ìãíîâåííîé è äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè, à ñ
äðóãîé � ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êðèòåðèé äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ. Ïðåäñòàâ-
ëåíû âàæíûå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå íå òîëüêî óòî÷íÿòü
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êðèòåðèÿ èíêóáàöèîííîãî âðåìåíè íà îñíîâå ýêñïåðèìåí-
òîâ ïî êâàçèñòàòè÷åñêîìó íàãðóæåíèþ. Ôàêòè÷åñêè ýòî ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ
ïðîãíîçèðîâàòü äèíàìè÷åñêóþ ïðî÷íîñòü, îñíîâûâàÿñü èñêëþ÷èòåëüíî íà äàí-
íûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî, î÷åâèäíî, ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ðàñ-
õîäû íà òåñòèðîâàíèå ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàáîòû
â óñëîâèÿõ âûñîêîñêîðîñòíîãî íàãðóæåíèÿ. Êðîìå òîãî îáñóæäàþòñÿ íîâûå ñî-
îòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé â òåîðèè ïîëçó÷åñòè
è óñòàëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ. Ïîëó÷åíèå òàêèõ ñîîòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî
ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì, îíè òàêæå âàæíû äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè îá-
ðàáîòêè ýêñïåðèìåíòîâ ïî äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè è óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè
ïðîöåññà òåñòèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ.
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Î âëèÿíèè ñèëû òÿæåñòè

íà âîëíîâûå ïðîöåññû â èäåàëüíîì ãàçå

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 30 ìàðòà 2010 ã.

Ä. Ï. Êîóçîâ

ÐÅÇÞÌÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ áàðîòðîïíàÿ ýíåðãåòè÷åñêè çàìêíóòàÿ ìî-
äåëü óïðóãèõ êîëåáàíèé ãàçà â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. Îáñóæäàþòñÿ íîâûå
ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå èìåþò ìåñòî â òàêîé ìîäåëè (íàëè÷èå äèñïåð-
ñèè, çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ â ïëîñêîé âîëíå îò âûñîòû, íàëè÷èå �ïîñëåçâóêà�
ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè íåñòàöèîíàðíîé âîëíû).



ÕÐÎÍÈÊÀ

23èé ñåìèíàð Ñåâåðíûõ còðàí

ïî êîìïüþòåðíîé ìåõàíèêå

21-22 îêòÿáðÿ 2010 ã. â Ñòîêãîëüìå (Øâåöèÿ) ïðîøåë 23èé ñå-
ìèíàð Ñåâåðíûõ còðàí ïî êîìïüþòåðíîé ìåõàíèêå. Îðãàíèçàòîðîì
ñåìèíàðà ÿâëÿëàñü ñåâåðíàÿ àññîöèàöèÿ êîìïüþòåðíîé ìåõàíèêè
(NoACM, http://www.noacm.org/), ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðåñû ìåæ-
äóíàðîäíîé àññîöèàöèè (IACM). Ïåðâûé ïîäîáíûé åæåãîäíûé ñå-
ìèíàð ïðîøåë â 1988 ã. â Ãåòåáîðãå (Øâåöèÿ). Â ñåìèíàðå òðàäè-
öèîííî ó÷àñòâóþò ïðåäñòàâèòåëè èç Øâåöèè, Ôèíëÿíäèè, Íîðâå-
ãèè, Äàíèè, Èñëàíäèè è Ïðèáàëòèêè (Ýñòîíèÿ, Ëàòâèÿ è Ëèòâà). Â
2010 ã. â ñåìèíàðå âïåðâûå ïðèíÿëè ó÷àñòèå ïðåäñòàâèòåëè ðîññèé-
ñêîé íàó÷íîé øêîëû, ïîñòîÿííûå ó÷àñòíèêè ñåìèíàðà �Êîìïüþòåð-
íûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû�: Ñ.Ì. Áàóýð, Å.Á. Âîðîí-
êîâà è Å.Â. Êðàêîâñêàÿ (ÑÏáÃÓ). Îðãàíèçàòîðàìè ñåìèíàðà ñî ñòî-
ðîíûØâåöèè â 2010 ã. áûëè ïðîôåññîðà Àíäåðñ Ýðèêññîí è Ãþííåð
Òèáåðò èç Êîðîëåâñêîãî Òåõíè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà (KTH).

Ñåìèíàð çàòðàãèâàåò òàêèå àêòóàëüíûå òåìû ñîâðåìåííîé ôè-
çèêè, êàê áèîìåõàíèêà, îïòèìèçàöèÿ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ, ìîäå-
ëèðîâàíèå è âèçóàëèçàöèÿ, ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà è æèäêîñòè, äè-
íàìèêà, ìåõàíèêà ìàòåðèàëîâ è ðàçðóøåíèé, êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå
ìåòîäû è äð. Äîêëàä÷èêàì ïðåäîñòàâëÿëîñü 20 ìèíóò äëÿ ïðåçåí-
òàöèè è îòâåòîâ íà âîïðîñû, êðîìå òîãî, ñîñòîÿëèñü ÷åòûðå ïëåíàð-
íûå ëåêöèè. Ñòàòüè, íàïèñàííûå íà îñíîâå äîêëàäîâ, áûëè âêëþ-
÷åíû â ñáîðíèê, èçäàííûé ê ñåìèíàðó.

Àòìîñôåðà íà ñåìèíàðå öàðèëà î÷åíü äðóæåëþáíàÿ, îáñóæäà-
ëîñü ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ è çëîáîäíåâíûõ òåì. Îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿë èíñòðóìåíòàðèé ñîâðåìåííûõ ìåõàíèêîâ: íîâîå ïðî-
ãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ìåòîäû è àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷, ñðåäñòâà äëÿ êðàñî÷íîãî è äèíàìè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ.

Ñëåäóþùèé, 24ûé ñåìèíàð ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåñòè â Õåëüñèíêè
(Ôèíëÿíäèÿ) ñ 3 ïî 4 íîÿáðÿ 2011 ã.

Ñ.Ì. Áàóýð è Å.Â. Êðàêîâñêàÿ
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SUMMARIES

Alexandrova L.A. and Pesterev I.V.Mathematical modelling of
currents in subsurface hydrodynamics (II).

Within the framework of two-dimensional stationary �ltering in
uniform soil of the incondensable liquid under the law Darsi are
researched some �ltration currents under hydrotechnical building with
sites of constant velocity of a �ow and under a groove of Zhukovsky
through an irrigated soil stratum with underlaying nontight pressure
head horizon. The Decision corresponding to multivariable mixed
marginal problems to theories analytical function is realized by means
of method conformal mappings of the areas of the special type. Happen
to the results numerical calculation and is given detailed hydrodynamic
analysis of the in�uence de�ning physical parameter of the models on
picture of the currents.

Ermolaeva N.N. and Kurbatova G.I. On one method of space
mirrors production.

The report covers the mathematical model of expansion process of
a layer of liquid in the state of weightlessness. This process underlies
one of methods of producing space mirrors. The solution of the system
of equations for the model is obtained. In particular, the comparative
analysis of computational algorithms to solve di�erential equation that
simulates behaviour of the inner radius of the layer is made.

Grunicheva E.V., Kurbatova G.I., and Popova E.A. Computer
modeling of non-stationary �ow in a sea gas pipeline.

In the report the mathematical model of non-stationary non-
isothermal �ow of multicomponent chemically inert mix of gases in a sea
gas pipeline, with taking into account the form of the pipeline and heat-
exchange conditions is presented. Various computing algorithms for the
solution of system of equations of model are analyzed. A calculation of
a periodic �ow regimen in a gas pipeline in real conditions is given as
an example.

Kashtanova S.V. Mechanical Properties of Asbestos Nano-
tubes.

Mechanical properties of asbestos nanotubes �lled by di�erent
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materials are studied. The diameter of such nanotubes is about 30 nm
and interior diameter is about 5 nm. Their bending sti�ness depends
on ��ller� material: e.g. if a nanotube is �lled by water it becomes
softer and if by mercury � more rigid. The theoretical description of
nanotubes behavior are obtained based on the classical theory of shells
as well as on the nonclassical theory of Timoshenko�Reissner (TR). TR
theory accounts the shear modulus and allows to explain the changing
of bending sti�ness depending on di�erent �llers.

Pavilainen V.Ya. and Toolkina A.N. The forced oscillations of
two console rods system on the basis of Timoshenko's theory.

The solution of the problem on the forced oscillations of system of
two identical console rods joined by a hinge was deduced on the basis
of Timoshenko's theory. The �rst rod has the given forced oscillations
of the left end with amplitude À, and the second rod (connected to the
�rst by a hinge) is rigidly jammed on the right end. Development of the
constructed exact solutions on a case when between rods the spring with
coe�cient of a �exibility d is reduced. Numerical calculations on the
basis of solutions of the showed problems which results are illustrated
in tables and on graphs and also compared to the results received on
the basis of the theory of Bernulli�Euler.

Peregudin S.I., Kholodova S.E. Mathematical Modeling of
Dynamics of a Rotating Layer of an Ideal Electrically
Conducting Incompressible Inhomogeneous Fluid in an
Equatorial Region.

The equations describing the three-dimensional equatorial dynamics
of an ideal electri cally conducting inhomogeneous rotating �uid
are studied. The magnetic and velocity �elds are represented as
superpositions of unperturbed steady-state �elds and those induced
by wave motion. As a result, after introducing two auxiliary functions,
the equations are reduced to a special scalar one. Based on the study of
this equation, the solvability of initia�boundary value problems arising
in the theory of waves propagating in a spherical layer of an electrically
conducting density inhomogeneous rotating �uid in an equatorial zone
is analyzed. Particular solutions of the scalar equation are constructed
that describe small-amplitude wave propagation.
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Platonov V.V. Dynamic Stability of Plates and Shells due to
the Theory of Timoshenko�Reissner.

The possibility of fundamentally new forms of buckling in
transversely isotropic spherical shell under dynamic normal loading
is investigated in this paper.The problem is considered using a
re�ned theory which takes into account transverse shear deformation
according Ambartsumian. Comparison of the critical load for the case
of a transversely isotropic and isotropic materials are proposed. The
complete system of solutions of the equation of motion of a spherical
shell is construction. Buckling formes and natural oscillation frequencies
in both solutions are determined. Conditions under which the theory
takes into account the in�uence of transverse shear, signi�cantly re�nes
the classical theory are obtained.

Saykova M.S. Finite element simulation of a stress �eld near
the tips of an insulated arc-shaped crack in a thick cylindrical
shell subjected to thermal loading.

The mathematical model of the shell of a boiler drum with
laminations is considered. The solution of considered problem is
obtained by means of �nite element method. Interaction of the layers
under thermal load is examined.

Smirnov A.L., Kharunzhy A.A. The study of behaviour of
eigenvalues and vibration modes of a conic shell with the small
angle at the vertex by means of orthogonal sweep method.

The purpose of the research is to study the applicability of the
orthogonal sweep method by S.K. Godunov to solution of the problemm
of free vibrations of elastic thin shells of revolution. Cylindrical and
conical shell with the small angles at the vertex are analyzed. Special
attention is devoted to the e�ect of the small parameter (the value of
the angle at the vertex) on natural frequencies and modes. The accuracy
of the results obtained with diferent methods (asymptotic, FEM and
sweep method) is examined.
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Yushin R.Yu.The behaviour of the SD material under elasto-
plastic bending.

A round transverse isotropy plate simply bearing by one of the
border and uniformly pressurized was considered. The resolving system
of a three di�erential equations with non-linear coe�cients was built.
The main idea consists by solving task with semi-inverse method.
Taking up one plate with a known yield points under the pressing and
stretching in a plane of a plate and in a plane which is perpendicular
our plate. By setting di�erent depths of a plastic domain in a center of a
plate from above, we obtain values of depths of a plastic domains below.
Using numerical computation we obtain values of integration steps
when the plastic domains from above and below comes out to a border
of the plate. After that we obtain values of loads under which these
plastic domains evolves and obtain real size of plastic domains. After
that we obtain �exure at the center of the plate. Results were obtained
for transversal-isotropic plates with di�erent coe�cients of anisotropy
and transversal-isotropic SD plates with di�erent SD coe�cients. The
results are presened at pictures.

Zakharenkova N.V. The hydrodynamic e�ect of capillary rise
of �uid.

A mathematical model of groundwater out�ow from the channel
at capillarity of soil and water evaporation is investigated within the
frame of stationary �ltration. Appeared mixed boundary value problem
is solved with the use of POB method of Polubarinova-Kochina, as well
as that of conformal mapping of speci�c domains, met in hydro- and
aerodynamics.

Zhigalko E.Th., Karpenko A.G., Cvetkov A.I. On Vortex
Destruction.

Some results are reported of computational experiments over
viscous �ow in cylindrical and polyhedral ducts. The study aimed to
clearing up the opportunities of correct calculation of decay of vortices
in ANSYS.
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ÓÄÊ 532.546
Àëåêñàíäðîâà Ë. À., Ïåñòåðåâ Å. Â. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-

ëèðîâàíèå íåêîòîðûõ òå÷åíèé â ïîäçåìíîé ãèäðîìåõàíèêå
(II) // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîø-
íîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 87�106.

Â ðàìêàõ äâóìåðíîé ñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè â îäíîðîäíîì è
èçîòðîïíîì ãðóíòå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî çàêîíó Äàðñè èññëå-
äóþòñÿ íåêîòîðûå ôèëüòðàöèîííûå òå÷åíèÿ ïîä ãèäðîòåõíè÷åñêèì
ñîîðóæåíèåì ñ ó÷àñòêàìè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ è ïîä
øïóíòîì Æóêîâñêîãî ÷åðåç îðîøàåìûé ïî÷âåííûé ñëîé ñ íèæå-
ëåæàùèì ñèëüíîïðîíèöàåìûì íàïîðíûì ãîðèçîíòîì. Ðåøåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷
òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îáëàñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðèâîäÿò-
ñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è äàåòñÿ ïîäðîáíûé ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëåé íà êàðòèíó òå÷åíèé

Áèáëèîãð. 12 íàçâ. Èë. 8. Òàáë. 5.

ÓÄÊ 533
Ãðóíè÷åâà Å. Â., Êóðáàòîâà Ã. È., Ïîïîâà Å. À. Çàäà÷à î âû-

âîäå ãàçîïðîâîäà íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ðàáîòû // Òðó-
äû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿
2009�2010 ãã. Ñ. 121�128.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ïî ïîñòðîåíèþ
àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðàíñïîðòèðîâêè ãàçà ïî ìîð-
ñêèì ãàçîïðîâîäàì, íà÷àòûå â ñåðèè ðàáîò [1]�[4]. Â ñòàòüå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû òðàíñïîðòèðîâêè ãàçà. Îñíîâ-
íûì ðåæèìîì ýêñïëóàòàöèè ãàçîïðîâîäîâ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøèé-
ñÿ, îäíàêî ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìà
íåñòàöèîíàðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, íàïðèìåð çàäà÷à î âûõîäå
ãàçîïðîâîäà íà ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì èëè çàäà÷à ïåðåâîäà ñèñòå-
ìû íà íîâûé óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì ðàáîòû. Çäåñü èññëåäîâàííû
ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ïðîöåññû è ðàññìîòðåíî áåçóäàðíîå íåóñòà-
íîâèâøååñÿ íåèçîòåðìè÷åñêîå òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåèäå-



àëüíîé õèìè÷åñêè èíåðòíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãàçîâîé ñìåñè ïî
ìîðñêîìó òðóáîïðîâîäó êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ñ àáñîëþòíî æåñòêèìè
ñòåíêàìè, èìåþùèìè ìíîãîñëîéíîå ïîêðûòèå.

Áèáëèîãð. 10 íàçâ. Èë. 3.

ÓÄÊ 532
Åðìîëàåâà Í. Í., Êóðáàòîâà Ã. È. Îá îäíîì ìåòîäå ñîçäà-

íèÿ êîñìè÷åñêèõ çåðêàë // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå
ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 107-120.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðîùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ â íåâåñîìîñòè æèäêîãî ñëîÿ
â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå äëÿ íåñæèìàåìîé íüþòîíîâ-
ñêîé æèäêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé äîïîëíèòåëüíîìó òðåáîâàíèþ çà-
òâåðäåâàíèÿ â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè. Íàéäåíî àíàëèòè÷å-
ñêîå ðåøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ðàñ÷åòà ïîëåé ñêîðîñòè è
äàâëåíèÿ â æèäêîì ðàñøèðÿþùåìñÿ ñëîå. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìî-
äåëè âûðàæåíî â âèäå çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ âíóòðåííåãî ðà-
äèóñà ñëîÿ R(t). Ôóíêöèÿ R(t) óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó íåàâ-
òîíîìíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Îá-
ñóæäàþòñÿ ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñôîðìóëèðîâà-
íû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è äèíàìèêè æèäêîãî ñëîÿ è êðèòåðèé
äîïóñòèìîñòè ðåæèìà ïîäà÷è ãàçà â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Íà
åãî îñíîâå è ïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêîé çàäà÷è ïðåäëîæåíû ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó äîïóñòèìûõ
ðåæèìîâ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà è âûáîðó ìàòåðèàëîâ ñ òðåáóåìûìè
ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Áèáëèîãð. 7 íàçâ.

ÓÄÊ 532.5
Æèãàëêî Å.Ô., Êàðïåíêî À. Ã., Öâåòêîâ À. È. Äåñòðóêöèÿ

âèõðÿ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå
ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 3�6.

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, ïðîâåä¼ííûõ äëÿ âûÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòè ðàñ÷¼òà òå÷åíèÿ
ñ ðàññåèâàþùèìèñÿ âèõðÿìè è îïðåäåëåíèÿ òàêèì îáðàçîì ïîäõîäà
ê ðàñ÷¼òó ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è îöåíêè ìåðû ñíèæåíèÿ çàêðó÷åí-
íîñòè ïîòîêà âñëåäñòâèå åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñòåíêàìè ìíîãî-



ãðàííîãî êàíàëà, à òàêæå ñ ëîíæåðîíàìè, ðàçìåùàåìûìè íà ýòèõ
ñòåíêàõ.

Áèáëèîãð. 2 íàçâ. Èë. 3.

ÓÄÊ 532.546

Çàõàðåíêîâà Í. Â. Âëèÿíèå êàïèëëÿðíîñòè â ãèäðîäè-
íàìèêå // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå
ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 177�187.

Äî ñèõ ïîð âî âñåõ ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî äàííîé òåìà-
òèêå ðàññìàòðèâàëèñü îáëàñòè òå÷åíèÿ, êîòîðûå ñíèçó îãðàíè÷èâà-
ëèñü âîäîïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé
ôèëüòðàöèè èç êàíàëà â ñëîå ãðóíòà îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè, ïîä-
ñòèëàåìîì ãîðèçîíòàëüíûì âîäîóïîðîì, ïðè íàëè÷èè êàê êàïèë-
ëÿðíîñòè ãðóíòà, òàê è èñïàðåíèÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ãðóíòî-
âûõ âîä. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäîáíûìè çàäà÷àìè áåç ó÷åòà êàïèëëÿð-
íîñòè ãðóíòà çäåñü ôèëüòðàöèîííàÿ ñõåìà çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò-
ñÿ èç-çà ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî ó÷àñòêà � ëèíèè
òîêà. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ åùå îäíîé äîïîëíèòåëüíîé óãëî-
âîé òî÷êè, óâåëè÷èâàþùåé îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðîöåññå ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ñ íåèçâåñòíîé ñâîáîäíîé ãðà-
íèöåé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ï. ß. Ïîëóáàðèíîâîé-
Êî÷èíîé, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êëàññà Ôóêñà, à òàêæå
ðàçðàáîòàííûé ñïîñîá êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòåé ñïåöè-
àëüíîãî âèäà, êîòîðûå õàðàêòåðíû â çàäà÷àõ ãèäðî- è àýðîìåõàíè-
êè. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé
è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èçó÷àþòñÿ õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ìîäå-
ëèðóåìîãî ïðîöåññà ïðè ó÷åòå òàêèõ ôàêòîðîâ, êàê êàïèëëÿðíîñòü
ãðóíòà è èñïàðåíèå ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, è îöåíèâàåòñÿ èõ
ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íà ðàçìåðû çîíû íàñûùåíèÿ. Ïîñòðîåííûé àë-
ãîðèòì ðàñ÷åòà ïîçâîëÿåò â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñóäèòü î
ôîðìå è ðàçìåðàõ çîíû ðàñòåêàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò øèðèíû êà-
íàëà, êàïèëëÿðíîñòè ãðóíòà è èíòåíñèâíîñòè èñïàðåíèÿ, à òàêæå
ìîùíîñòè ïëàñòà.

Áèáëèîãð. 10 íàçâ. Èë. 6. Òàáë. 2.



ÓÄÊ 539
Êàøòàíîâà Ñ. Â. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà àñáåñòîâûõ íà-

íîòðóáîê // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå
ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 81�86.

Ñ ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè (ÑÇÌ) èññëå-
äîâàíû ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà îòäåëüíûõ íàíîòðóáîê èç õðèçîòè-
ëîâîãî àñáåñòà ñ âíåøíèì äèàìåòðîì îêîëî 30 íì è âíóòðåííèì îêî-
ëî 5 íì. Îïðåäåëåíû æåñòêîñòè � îòíîøåíèÿ ïðèëîæåííîé ñèëû
ê âåëè÷èíå ïðîãèáîâ ìîñòèêîâ è êîíñîëåé, ñôîðìèðîâàííûõ íàíî-
òðóáêàìè, ïåðåêðûâàþùèìè îòâåðñòèÿ â ïîðèñòîé ïîäëîæêå. Ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé êàê ïîëûõ
àñáåñòîâûõ íàíîòðóáîê, òàê è ñîäåðæàùèõ ðàçëè÷íûå íàïîëíèòåëè:
âîäó, ðòóòü è òåëëóð.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ðåçóëüòàòà-
ìè ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàìêàõ êîíòèíóàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ
îöåíêè ìîäóëÿ óïðóãîñòè íàíîòðóáîê ïî âåëè÷èíå ïðîãèáà èñïîëü-
çîâàëàñü êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè�Êèãõãîôà�Ëÿâà. Îäíàêî
êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ áàëîê ñïëîøíîãî ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà è ìîæåò äàâàòü ñóùå-
ñòâåííûå ïîãðåøíîñòè äëÿ ìíîãîñëîéíûõ áàëîê. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ïðîâîäèëîñü òàêæå îïðåäåëåíèå ïðîãèáîâ íàíîòðóáîê ïî òåîðèè
Òèìîøåíêî�Ðåéññíåðà, ó÷èòûâàþùåé ïîïåðå÷íûå ñäâèãè. Òàêîé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íàïîëíèòåëÿ íà
âåëè÷èíó æåñòêîñòè íàíîòðóáîê.

Áèáëèîãð 5 íàçâ. Èë. 3.

ÓÄÊ 532.591
Ïåðåãóäèí Ñ. È., Õîëîäîâà Ñ. Å. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-

ðîâàíèå äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñëîÿ èäåàëüíîé ýëåêòðî-
ïðîâîäíîé íåñæèìàåìîé íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè â ýêâàòî-
ðèàëüíîé îáëàñòè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â
ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 7�54.

Èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ òðåõìåðíîé ýêâàòîðèàëüíîé äèíàìèêè
èäåàëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîé íåîäíîðîäíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêî-
ñòè. Ýòè óðàâíåíèÿ âñëåäñòâèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è
ïîëÿ ñêîðîñòè â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåâîçìóùåííûõ ïîëåé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñðåäû, è èíäóöèðîâàííûõ



ïîëåé, îáóñëîâëåííûõ âîëíîâûì äâèæåíèåì, ïðè ïîìîùè ââåäå-
íèÿ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé ïðèâîäÿòñÿ ê ñïåöèàëüíîìó
ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ. Èññëåäîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò
èçó÷èòü ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè âîçíèêàþùèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ òåîðèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè ýêâàòîðè-
àëüíîé çîíû ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ýëåêòðîïðîâîäíîé âðàùàþùåéñÿ
æèäêîñòè ñ íåîäíîðîäíîé ïëîòíîñòüþ. Ïîñòðîåíû ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ ïðåäñòàâëåííîãî ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå âîëí ìàëîé àìïëèòóäû.

Áèáëèîãð. 15 íàçâ.

ÓÄÊ 539
Ïëàòîíîâ Â. Â. Ïðèìåíåíèå óòî÷íåííîé òåîðèè ê èññëå-

äîâàíèþ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè. // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîø-
íîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 67�80.

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïðèíöèïèàëü-
íî íîâûõ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé
ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè íîðìàëüíîé äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå. Çà-
äà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííîé òåîðèè, ó÷èòû-
âàþùåé ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñäâèãà ñîãëàñíî Ñ.À. Àìáàðöóìÿ-
íó. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå âåëè÷èí êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ ñëó-
÷àÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî è èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëîâ. Ñòðî-
èòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñôåðè÷åñêîé
îáîëî÷êè. Îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ÷àñòîòû
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òåîðèÿ,
ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà, ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò
êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ.

Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Òàáë. 3.

ÓÄÊ 539
Ñàéêîâà M. C. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå íà-

ïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè ñ òåðìîèçîëèðîâàííîé äóãîâîé òðåùèíîé ïðè
íåñòàöèîíàðíîì òåðìîíàãðóæåíèè/ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîì-
ïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ.
129�139.



Âûïîëíåíà îöåíêà ïðî÷íîñòè ñîñóäà äàâëåíèÿ ñ òåõíîëîãè÷åñ-
êèì äåôåêòîì òèïà �ðàññëîåíèå� ïðè ïåðåõîäíûõ ðåæèìàõ ýêñïëó-
àòàöèè. Â êà÷åñòâå ðàñ÷¼òíîé ìîäåëè ðàññìîòðåíà öèëèíäðè÷åñêàÿ
îáîëî÷êà ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè òåïëîèçîëèðîâàííûìè òðåùèíà-
ìè, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíî-
ãî ïîëÿ. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ îêîëî òåðìîèçîëèðîâàííîé äóãîâîé òðåùèíû. Òàêæå
ïðîàíàëèçèðîâàíî âçàèìîäåéñòâèå íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ òðåùèí
ïðè èõ ðàçëè÷íîì ðàñïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. ×èñëåí-
íûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 9.

ÓÄÊ 539.3, 534.1
Ñìèðíîâ À. Ë., Õàðóíæèé À. À. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì îáðàçóþùåé ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé
ïðîãîíêè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå
ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 55�66.

Öåëüþ ðàáîòû ñòàëî èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà îðòî-
ãîíàëüíîé ïðîãîíêè Ñ. Ê. Ãîäóíîâà ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèÿõ òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ. Êàê îáúåêò èñ-
ñëåäîâàíèÿ áûëè âûáðàíû öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå îáîëî÷êè
ñ ìàëûì óãëîì îáðàçóþùåé, ïðè ýòîì íàèáîëüøåå âíèìàíèå áû-
ëî îáðàùåíî íà ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé
ïðè èçìåíåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà óãëà îáðàçóþùåé. Äîñòîâåðíîñòü
ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå, áûëà ïðîâåðåíà ïðèìåíåíèåì
ðàçëè÷íûõ êîíêóðèðóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ; ïðè ýòîì ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ìåæäó ñîáîé ïî òî÷íîñòè è íà åãî îñíîâå äàíà
ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà ïðèìåíåíèþ àëãîðèòìà îðòîãîíàëüíîé ïðî-
ãîíêè äëÿ óïîìÿíóòûõ çàäà÷.

Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 5. Òàáë. 4.

ÓÄÊ 534.1
Ïàâèëàéíåí Â. ß., Òóëêèíà À.Í. Ñâîáîäíûå è âûíóæäåí-

íûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû êîíñîëüíûõ ñòåðæíåé íà îñíîâå
òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå
ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�2010 ãã. Ñ. 153�176.



Íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷ î
ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû äâóõ ðàçëè÷íûõ
øàðíèðíî ñîåäèíåííûõ ñòåðæíåé, ïåðâûé èç êîòîðûõ èìååò çàäàí-
íûå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëåâîãî êîíöà ñ àìïëèòóäîé A0, à âòî-
ðîé (ñîåäèíåííûé ñ ïåðâûì øàðíèðíî) æåñòêî çàùåìëåí íà ïðàâîì
êîíöå. Äàíî ðàçâèòèå ïîñòðîåííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ñëó÷àé, êî-
ãäà ìåæäó ñòåðæíÿìè ââåäåíà ïðóæèíà ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäàò-
ëèâîñòè c. Ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãè-
áîâ, èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ è ïîïåðå÷íûõ ñèë. Âûïîëíåíû ÷èñëîâûå
ðàñ÷åòû íà îñíîâå ðåøåíèé óêàçàííûõ çàäà÷, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ
èëëþñòðèðóþòñÿ â òàáëèöàõ è íà ãðàôèêàõ, à òàêæå ñðàâíèâàþòñÿ
ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå òåîðèè Áåðíóëëè�Ýéëåðà.

Áèáëèîãð. 4 íàçâ. Èë. 4. Òàáë. 1.

ÓÄÊ 539
Þøèí Ð. Þ. Ïîâåäåíèå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî SD

ìàòåðèàëà ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì èçãèáå // Òðóäû ñåìè-
íàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2009�
2010 ãã. Ñ. 140�152.

Íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà êðóã-
ëîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ãèäðîñòàòè-
÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðè óñëîâèè åå ñâîáîäíîãî îïèðàíèÿ, ïîñòðîåíî
ðåøåíèå äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí ñ ýô-
ôåêòîì SD. Èçó÷åíî âëèÿíèå êîýôôèöèåíòîâ àíèçîòðîïèè è ðàçíî-
ñîïðîòèâëÿåìîñòè íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîå ñîñòîÿíèå òàêèõ
ïëàñòèí.

Áèáëèîãð. 8 íàçâ. Èë. 11. Òàáë. 2.
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð ðàñ÷¼òà òå÷åíèÿ ñ ðàññåèâàþùèìèñÿ âèõðÿìè
(ê ñòàòüå Å.Ô. Æèãàëêî, À.Ã. Êàðïåíêî, À.È. Öâåòêîâà).

Ðèñ. 2. Õàðàêòåðíûå ïðèìåðû ðàñ÷¼òíûõ ïîëåé ñêîðîñòè ïðè
äèôôóçèè çàâèõð¼ííîñòè îò âðàùàþùåãîñÿ öèëèíäðà (ê ñòà-
òüå Å.Ô. Æèãàëêî, À.Ã. Êàðïåíêî, À.È. Öâåòêîâà).



Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé äëÿ æåñòêî çàêðåï-
ëåííûõ öèëèíäðè÷åñêîé (α = 0.1) è êîíè÷åñêèõ (ïðè α = 0.08 è
α = 0.1) îáîëî÷åê òîëùèíû h = 0.02 (ê ñòàòüå À.Ë. Ñìèðíîâà è
À.À. Õàðóíæåãî).

Ðèñ. 4. Ôîðìû äåôîðìèðîâàííîé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè äëÿ
ïåðâîé è âòîðîé íàèíèçøèõ ÷àñòîò, ïîëó÷åííûå ÌÊÝ â ïà-
êåòå ANSYS (ê ñòàòüå À.Ë. Ñìèðíîâà è À.À. Õàðóíæåãî).



Ðèñ. 5. Ìàíèïóëÿöèÿ îòäåëüíûìè íàíîòðóáêàìè àñáåñòà,
çàïîëíåííûìè ñåãíåòîâîé ñîëüþ. Èñõîäíîå ñîñòîÿíèå èçîá-
ðàæåíî íà âåðõíåì ëåâîì ðèñóíêå. Êðóãîâàÿ ñòðåëêà â öåí-
òðå óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå õîäà âðåìåíè (ê ñòàòüå Ñ.Â.
Êàøòàíîâîé).

Ðèñ. 6. ÀÑÌ òîïîãðàôèÿ (3D èçîáðàæåíèå) ó÷àñòêà ìåì-
áðàíû ñ ï�îðîé ïåðåêðûòîé ìîñòèêîì èç àñáåñòîâîé íàíî-
òðóáêè, íàïîëíåííîé òåëëóðîì (ê ñòàòüå Ñ.Â. Êàøòàíî-
âîé).



Ðèñ. 7. Âèä ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáðàçöà, âûðå-
çàííîãî èç çîíû ðàññëîåíèÿ (ê ñòàòüå Ì.Ñ. Ñàé-
êîâîé).

Ðèñ. 8. Ðåøåíèå òåñòîâîé çàäà÷è: (a) � òåìïåðàòóðíîå ïîëå
â ïëàñòèíå, âîçìóùåííîå òåïëîèçîëèðîâàííîé òðåùèíîé;
(á) � ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà êîýôôèöèåíòà èíòåí-
ñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ê ñòàòüå Ì.Ñ. Ñàéêîâîé).

Ðèñ. 9. Âîçìóùåííîå òåïëîèçîëèðîâàííîé òðåùèíîé òåì-
ïåðàòóðíîå ïîëå (◦C/ìèí) ïðè íàãðåâå ñî ñêîðîñòüþ èçìå-
íåíèÿ òåìïåðàòóðû 10◦C â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ òåìïåðàòó-
ðû ñðåäû 350◦C (2a = 500 ìì) (ê ñòàòüå Ì.Ñ. Ñàéêîâîé).


