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ÂÇ�ËßÄ ÍÀÇÀÄÑëóæåíüå ìóç íå òåðïèò ñóåòû;Ïðåêðàñíîå äîëæíî áûòü âåëè÷àâî:Íî þíîñòü íàì ñîâåòóåò ëóêàâî,È øóìíûå íàñ ðàäóþò ìå÷òû...Îïîìíèìñÿ - íî ïîçäíî! è óíûëî�ëÿäèì íàçàä, ñëåäîâ íå âèäÿ òàì . . .A.C. Ïóøêèí �19 îêòÿáðÿ�19 îêòÿáðÿ 2004 ã. äîêëàäîì Äåíèñà Äüÿêîâà �Êîëåáàíèÿ èóñòîé÷èâîñòü íåîäíîðîäíûõ ìåìáðàí è ïëàñòèí� Ìåæóíèâåðñèòåò-ñêèé ñåìèíàð �Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû�íà÷àë ñâîþ ðàáîòó. Çà ïðîøåäøåå ïÿòèëåòèå áûëî ïðîâåäåíî 66çàñåäàíèé ñåìèíàðà, íà êîòîðûõ âûñòóïèëè áîëåå 70 èññëåäîâàòå-ëåé. Òåìû äîêëàäîâ êàñàëèñü âîïðîñîâ ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãîòâåðäîãî òåëà (40 äîêëàäîâ), ãèäðîàýðîìåõàíèêè (10) è áèîìåõà-íèêè (16). Â ãðóïïå Êîíòàêòà (http://vkontakte.ru/
lub969133) çà-ðåãèñòðèðîâàíî 59 ïîñòîÿííûõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà, 11 äîêëàä÷è-êîâ çàùèòèëè êàíäèäàòñêèå äèññåðòàöèè. Âûøëî â ñâåò 4 âûïóñêàñáîðíèêîâ òðóäîâ ñåìèíàðà, â êîòîðûõ îïóáëèêîâàíû 41 ñòàòüÿ è15 òåçèñîâ äîêëàäîâ.Â êàíóí ïÿòèëåòíåãî þáèëåÿ îðãàíèçàòîðû áëàãîäàðÿò âñåõó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà, äîêëàä÷èêîâ è èõ íàó÷íûõ ðóêîâîäèòåëåé çàíåîöåíèìûé âêëàä â äåÿòåëüíîñòü ñåìèíàðà è íàäåþòñÿ íà äàëü-íåéøóþ ñîâìåñòíóþ ïëîäîòâîðíóþ ðàáîòó.À.Ë. Ñìèðíîâ è Å.Ô. Æèãàëêî



ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅÎ�ÒÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ, ÍÀÕÎÄßÙÈÕÑßÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅ�Î ÄÀÂËÅÍÈßÀ. Ì. ÅðìàêîâÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå äâóõñîïðÿæåííûõ àíèçîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêîé è ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷åê,íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåòìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå êîðíåîñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçà ïðè óâåëè-÷åíèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç äå�îðìàöèè îáîëî-÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ âåëè÷èí ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà è ìî-äóëåé óïðóãîñòè ñîñòàâíûõ îáîëî÷åê.1. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèåñîïðÿæåííûõ àíèçîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêîé è ñ�åðè÷åñêîé îáîëî-÷åê, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Àíàëèçè-ðóþòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé âåëè÷èí ïîëóîñåéýëëèïñîèäà è ìîäóëåé óïðóãîñòè îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Òàêàÿìîäåëü îïèñûâàåò ïîâåäåíèå êîðíåîñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçà.Âíåøíÿÿ îáîëî÷êà ãëàçà � êîðíåîñêëåðàëüíàÿ (�èáðîçíàÿ) îáî-ëî÷êà ñîñòîèò èç ðîãîâèöû è ñêëåðû (ðèñ. 1 íà âêëåéêå). Ñêëå-ðàëüíàÿ îáîëî÷êà ãëàçà ñîñòàâëÿåò îêîëî 4/5 âñåé �èáðîçíîé îáî-ëî÷êè ãëàçà ÷åëîâåêà è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî àðìèðîâàííîéêîíñòðóêöèåé, ãäå ïî õîäó êîëëàãåíîâûõ âîëîêîí ìîæíî âûäåëèòüíåñêîëüêî ñëîåâ [1℄. Ñòðóêòóðîé ñêëåðàëüíîé òêàíè îáúÿñíÿåòñÿ ååàíèçîòðîïèÿ è íåîäíîðîäíîñòü.Äëÿ íîðìàëüíîãî çðåíèÿ ÷åëîâåêà íåîáõîäèìî [2, 3℄, ÷òîáû îòðà-æåííûå îò îáúåêòà ëó÷è, ïîïàäàþùèå â ãëàç, �îêóñèðîâàëèñü ñòðî-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 3 ñåíòÿáðÿ 2008 ã.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ ãðàíò � 09-01-00140a.

 À. Ì. Åðìàêîâ, 2009



Í.Ä.Ñ. ñîïðÿæåííûõ îðòîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îáîëî÷åê 5ãî íà ñåò÷àòêå (ðèñ. 2 íà âêëåéêå). Ìèîïèÿ (áëèçîðóêîñòü) ìîæåòáûòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ãëàçíîå ÿáëîêî èìååò �îðìó âûòÿíóòîãîýëëèïñîèäà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èçîáðàæåíèå äàëåêî ðàñïî-ëîæåííûõ îáúåêòîâ �îêóñèðóåòñÿ ïåðåä ñåò÷àòêîé. �èïåðìåòðîïèÿ(äàëüíîçîðêîñòü) ìîæåò áûòü âûçâàíà òåì, ÷òî �îðìà ãëàçà áëèçêàê �îðìå ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî �îêóñ-íàÿ òî÷êà ðàñïîëàãàåòñÿ çà ñåò÷àòêîé.Â äàííîé ðàáîòå ñêëåðà è ðîãîâèöà ìîäåëèðóþòñÿ êàê àíèçî-òðîïíûå îáîëî÷êè, ïðè÷åì ðîãîâèöà ìîäåëèðóåòñÿ ñåãìåíòîì ñ�å-ðû, à ñêëåðà � ñåãìåíòîì ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ. �àíåå ïîäîáíàÿçàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [4, 5℄. Â [4℄ ðàññìàòðèâàëèñü îä-íîðîäíûå èçîòðîïíûå ñ�åðè÷åñêèå îáîëî÷êè. Êðîìå òîãî, ïîëàãà-ëîñü, ÷òî ðîãîâèöà ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêîé îáîëî÷êîé, ò.å. åå ìî-äóëü óïðóãîñòè áîëüøå ìîäóëÿ óïðóãîñòè ñêëåðû. Â íàñòîÿùåå âðå-ìÿ èçâåñòíî [6℄, ÷òî ðîãîâèöà ñóùåñòâåííî ìÿã÷å ñêëåðû. Â ðàáîòå[5℄ ðàññìàòðèâàëèñü èçîòðîïíûå ñ�åðè÷åñêèå îáîëî÷êè è ìåòîäîìêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå ANSYS òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûåñ�åðè÷åñêèå îáîëî÷êè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂîñïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðèåé îáúåêòà (ðèñ. 1), ïîëàãàåì, ÷òîâñå âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû � óãëà �, ìåæäóðàäèóñîì âåêòîðîì è îñüþ îáîëî÷êè. Ïóñòü �1; �2 � êîîðäèíàòûäëÿ ïåðâîé è âòîðîé îáîëî÷åê ñîîòâåòñòâåííî, �01; �02 � çíà÷åíèÿóãëîâ, îïðåäåëÿþùèå êðàÿ îáîëî÷åê â òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ, � � óãîëìåæäó êàñàòåëüíûìè ê îáîëî÷êàì íà ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ, h(1); h(2)� òîëùèíû, R1 � ðàäèóñ ïåðâîé, ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè, R2; R3 �çíà÷åíèÿ ïîëóîñåé âòîðîé, ýëëèïòè÷åñêîé îáîëî÷êè. Â ñëó÷àå, êî-ãäà R2 = R3, âòîðàÿ îáîëî÷êà, ìîäåëèðóþùàÿ ñêëåðó, èìååò ñ�å-ðè÷åñêóþ �îðìó.Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòàâíûå îáî-ëî÷êè, áóäåì èñïîëüçîâàòü íèæíèé è âåðõíèé èíäåêñû: A(i)J . Íèæ-íèé èíäåêñ j óêàçûâàåò, êàêîé êðèâîëèíåéíîé êîîðäèíàòå ñîîòâåò-ñòâóåò ðàññìàòðèâàåìàÿ âåëè÷èíà A, à âåðõíèé i � ê êàêîé îáîëî÷-êå îíà ïðèíàäëåæèò (i = 1 îòíîñèòñÿ ê ðîãîâèöå, i = 2 ê ñêëåðå).



6 À. Ì. Åðìàêîâ
�èñ. 1. �åîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ãëàçà.E(i)1 ; E(i)2 ; E(i)3 � ìîäóëè óïðóãîñòè â òàíãåíöèàëüíûõ è íîðìàëü-íîì êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèÿõ äëÿ ðîãîâèöû è ñêëåðû, �(1)ij ; �(2)ij� êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà ïåðâîé è âòîðîé îáîëî÷åê.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñî-ïðÿæåííûõ îáîëî÷åê èñïîëüçóåì òåîðèþ îáîëî÷åê �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà [7℄. Ýòî � ëèíåéíàÿ òåîðèÿ îäíîðîäíûõ àíèçî-òðîïíûõ îáîëî÷åê ïîñòîÿííîé òîëùèíû ñ ó÷åòîì ìàëîé ïîäàòëè-âîñòè ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì è äå�îðìèðîâàíèþ â íàïðàâëåíèè íîð-ìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Îíà òàêæå ó÷èòûâàåò ïîïåðå÷íûåíîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ è ïðåäïîëàãàåò íåëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèåêîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ïî òîëùèíå îáîëî÷êè.Ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ïåðåìåùåíèå ñëîÿ îáîëî÷êè u1(�; z),u3(�; z) ïî òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà, ïðåäëàãàåòñÿ èñ-êàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà P0; P1; P2; P3 îò íîð-ìàëüíîé êîîðäèíàòû z 2 ��h2 ; h2�.u1(�; z) = u(�)P0(z) + 
1(�)P1(z) + �1(�)P2(z) + '1(�)P3(z);u3(�; z) = w(�)P0(z) + 
3(�)P1(z) + �3(�)P2(z); (1)P0(z) = 1; P1(z) = 2zh ; P2(z) = 6z2h2 � 12 ; P3(z) = 20z3h3 � 3zh ;(2)ãäå u; w � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïî-âåðõíîñòè îáîëî÷êè, à 
3 è �3 õàðàêòåðèçóþò èçìåíåíèå äëèíû íîð-ìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè, 
1 � óãîë ïîâîðîòà íîðìàëè â ïëîñêîñòè



Í.Ä.Ñ. ñîïðÿæåííûõ îðòîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îáîëî÷åê 7(�; z). Âåëè÷èíû �1 è '1, îïèñûâàþò íîðìàëüíóþ êðèâèçíó â ïëîñ-êîñòè (�; z) âîëîêíà, êîòîðîå äî äå�îðìàöèè áûëî ïåðïåíäèêóëÿð-íûì ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè.Â ñèëó ñèììåòðèè ñå÷åíèÿ âäîëü îñè ÀÑ ðàññìîòðèì ëèøü 2ñîåäèíåííûå äóãè ÀÂ è ÂÑ ñ ââåäåííûìè íà êîíöàõ À è Ñ óñëî-âèÿìè ñèììåòðèè. Â òî÷êå èõ ñëèÿíèÿ (Â) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæ-äîé èç äóã ÀÂ, ÂÑ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî 2 îäíîìåðíûåçàäà÷è òåîðèè îáîëî÷åê.Ïðèâåäåì îñíîâíûå âåëè÷èíû ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ïî ñëåäó-þùèì �îðìóëàì:n~u(i); ~w(i); ~
(i)J ; ~�(i)J ; ~'(i)1 o = 1h(i) nu(i); w(i); 
(i)J ; �(i)J ; '(i)1 o ; J = 1; 3;~E(i)2;3 = E(i)2;3E(i)1 ; ~G(i)13 = G(i)13E(i)1 ; ~h(i) = h(i)Ri ; ~P (i) = P (i)E(i)1 ; ~q(i)3 = q(i)3E(i)1 ;n ~T (i)0;1;2; ~Q(i)1 ; ~m(i)3 o = nT (i)0;1;2; Q(i)1 ;m(i)3 oRiE(i)1 ; n ~M (i)0;1;2o = nM (i)0;1;2oRiE(i)1 h(i) :Ââåäåì òàêæå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå âçàèìíîå îòíîøå-íèå îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ îáîëî-÷åê: R0 = R3R2 ; h(2)h(1) = �h; E(2)1E(1)1 = �E; R2R1 = �R:Êîý��èöèåíòû Ëàìå è êðèâèçíû, îïðåäåëÿþùèå ãåîìåòðèþñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè, èìåþò âèä~A(1)1 = 1~h(1) ; ~A(1)2 = 1~h(1) 
os(�1); ~k(i)1 = ~k(i)2 = ~h(i): (3)



8 À. Ì. ÅðìàêîâÂ ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé îáîëî÷êè èìååì~A(2)1 = 1~h(2)qsin2(�2) + 
os2(�2)R20; ~A(2)2 = 1~h(2) 
os(�2);~k(2)1 = ~h(2) R0(sin2(�2) +R20 
os2(�2))3=2 ;~k(2)2 = ~h(2) R0qsin2(�2) +R20 
os2(�2) :Äå�îðìàöèè "1; "2; "13, �1; �2 îáîëî÷êè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîì-ïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ ïî ñîîòíîøåíèÿì:~"(i)1 = 1~A(i)1 d~u(i)d�i + ~k(i)1 ~w(i); ~"(i)2 = 1~A(i)1 ~A(i)2 d ~A(i)2d�i ~u(i) + ~k(i)1 ~w(i);~�(i)1 = 1~A(i)1 d~
(i)1d�i + ~k(i)1 ~
(i)3 ; ~�(i)2 = 1~A(i)1 ~A(i)2 d ~A(i)2d�i ~
(i)1 + ~k(i)1 ~
(i)3 ;~"(i)13 = 1~A(i)1 d ~w(i)d�i � ~k(i)1 ~u(i) + 2~
(i)1 : (4)Ïîäñòàâëÿÿ ïðèâåäåííûå çàâèñèìîñòè â ñîîòíîøåíèÿ óïðóãî-ñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü~T (i)1 = ~h(i)1� �(i)12 �(i)21 ("(i)1 + �(i)12 "(i)2 ) + �(i)31 + �(i)21 �(i)321� �(i)12 �(i)21 ~T (i)0 ;~T (i)2 = ~E(i)2 ~h(i)1� �(i)12 �(i)21 (�(i)21 "(i)1 + "(i)2 ) + �(i)32 + �(i)21 �(i)311� �(i)12 �(i)21 ~T (i)0 ;~M (i)1 = ~h(i)6(1� �(i)12 �(i)21 ) (�(i)1 + �(i)12 �(i)2 ) + �(i)31 + �(i)21 �(i)321� �(i)12 �(i)21 ~M (i)0 ; (5)~M (i)2 = ~E(i)2 ~h(i)6(1� �(i)12 �(i)21 ) (�(i)21 �(i)1 + �(i)2 ) + �(i)32 + �(i)21 �(i)311� �(i)12 �(i)21 ~M (i)0 ;



Í.Ä.Ñ. ñîïðÿæåííûõ îðòîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îáîëî÷åê 9~Q(i)1 = 5~h(i) ~G(i)136 "(i)13 � ~G(i)136 ~h(i)~A(i)1 d�(i)3d�i ;~T (i)0 = ~m(i)3 � �~k(i)1 ~M (i)1 + ~k(i)2 ~M (i)2 � ;~M (i)0 = ~h(i)10 ~q(i)3 � 160 �~k(i)1 ~T (i)1 + ~k(i)2 ~T (i)2 � ;~m(i)3 = �~h(i)2 ~P (i) 1� ~k(i)12 ! 1� ~k(i)22 ! ;~q(i)3 = ~P (i) 1� ~k(i)12 ! 1� ~k(i)22 ! :Óðàâíåíèÿ ñâÿçè óñèëèé è ìîìåíòîâ ñ êîìïîíåíòàìè ïåðåìåùå-íèÿ ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:1~A(i)1 ~A(i)2  d ~A(i)2 ~T (i)1d�i � d ~A(i)2d�i ~T (i)2 !+ ~k(i)1 ~Q(i)1 = 0;1~A(i)1 ~A(i)2 d ~A(i)2 ~Q(i)1d�i � ~k(i)1 ~T (i)1 � ~k(i)2 ~T (i)2 + ~q(i)3 ~h(i) = 0;1~A(i)1 ~A(i)2  d ~A(i)2 ~M (i)1d�i � d ~A(i)2d�i ~M (i)2 !� ~Q(i)1 = 0: (6)
Íà ñâîáîäíûõ êîíöàõ äóã À, Ñ (ðèñ. 1) äëÿ êîìïîíåíò ñìåùåíèÿäîëæíû âûïîëíÿòüñÿ 10 óñëîâèé ñèììåòðèè:~u(1)[0℄ = 0; ~u(2)[��=2℄ = 0; ~u0(1)[0℄ = 0; ~u0(1)[��2 ℄ = 0; ~w(1)[0℄ = 0;~
(1)[0℄ = 0; ~
(2)[��2 ℄ = 0; ~
0(1)[0℄ = 0; ~
0(1)[��2 ℄ = 0; ~w(2)[��2 ℄ = 0:Â òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ äóã äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ øåñòü óñëîâèé [8℄



10 À. Ì. Åðìàêîâíåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé, ìîìåíòîâ, óñèëèé è óãëà ïîâîðîòà:�h~u(2)[�02℄ = ~u(1)[�01℄� 
os[�℄� ~w(1)[�01℄� sin[�℄ = 0;�h ~w(2)[�02℄ = ~w(1)[�01℄� 
os[�℄ + ~u(1)[�01℄� sin[�℄ = 0;�h~
(2)1 [�02℄ = ~
(1)1 [�01℄; �E �R�h ~M (2)1 [�02℄ = ~M (1)1 [�01℄;�E �RT (2)1 [�02℄ = T (1)1 [�01℄� 
os[�℄�Q(1)1 [�01℄� sin[�℄ = 0;�E �RQ(2)1 [�02℄ = Q(1)1 [�01℄� 
os[�℄ + T (1)1 [�01℄� sin[�℄ = 0: (7)Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà èç øåñòè äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé 16-ãî ïîðÿäêà ñ 16 ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è øåñòüþíåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ÷èñëåííûé ìåòîä. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñè-ñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3n(2) + 3n(1) � 3) �(3n(2) + 3n(1) � 3), êîòîðàÿ ðàçðåøàåòñÿ â ïàêåòå Mathemati
a 6.0.Îñòàâøèåñÿ 8 êîìïîíåíò äå�îðìàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëü-çîâàíèåì �îðìóë~
(i)3 = 12  1� ~�(i)13 �(i)31 + �(i)21 �(i)321� �(i)12 �(i)21 � ~�(i)23 �(i)32 + �(i)12 �(i)311� �(i)12 �(i)21 ! ~T (i)0~E(i)3 ��12  �(i)31 + �(i)21 �(i)321� �(i)12 �(i)21 "(i)1 + �(i)32 + �(i)12 �(i)311� �(i)12 �(i)21 "(i)2 ! ;~�(i)3 = 1~h(i)  1� ~�(i)13 �(i)31 + �(i)21 �(i)321� �(i)12 �(i)21 � ~�(i)23 �(i)32 + �(i)12 �(i)311� �(i)12 �(i)21 ! ~M (i)0~E(i)3 ��16  �(i)31 + �(i)21 �(i)321� �(i)12 �(i)21 �(i)1 + �(i)32 + �(i)12 �(i)311� �(i)12 �(i)21 �(i)2 ! ;~�(i)1 = � 16 ~A(i)1 �~
(i)3��i ; ~�(i)1 = � 110~h(i)1 ~G(i)13 ~Q(i)1 � 110 ~A(i)1 �~�(i)3��i :(8)Ïóòåì ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ êîìïîíåíò äå�îðìàöèè â ðàñ÷åò-íûå �îðìóëû (1), (2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êàðòèíàíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáîëî-÷åê.



Í.Ä.Ñ. ñîïðÿæåííûõ îðòîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îáîëî÷åê 113. Äå�îðìàöèÿ êîðíåîñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçàÄëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ �îðìû ñêëåðû íà åå äå�îðìàöèþ ïðèâå-äåì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Âîçü-ìåì ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû: h(1) = h(2) = 0:5 ìì,R1 = 8 ìì, R2 = R3 = 11 ìì, �1 2 [0; 38:40℄, �2 2 [�90; 64:540℄,�=155.2. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè ñêëåðàëüíîé îáîëî÷-êè, ñîãëàñíî [9℄, ïðèíèìàåì E(2)1;2=14.3 ÌÏà. Èçâåñòíî, ÷òî ñêëå-ðàëüíàÿ îáîëî÷êà ãëàçà ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêîé, ÷åì ðîãîâèöà.Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû [6℄, ïðèíèìàåì ìîäóëü óïðóãîñòè ðîãîâèöûðàâíûì E(1)1;2=4.76 ÌÏà. Ìîäóëü óïðóãîñòè ñêëåðû â íàïðàâëåíèèåå òîëùèíû íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå ìîäóëÿ óïðóãîñòè â òàíãåíöè-àëüíîì íàïðàâëåíèè [6℄. Ïðèìåì E(i)1;2=E(i)3 = 100. Ìîäóëü ñäâèãàáóäåì ñ÷èòàòü ñðàâíèòåëüíî ìàëûì: G(i)13 = 1 MÏà. Êîý��èöèåíòûÏóàññîíà �(i)12 = �(i)21 = �(i)32 = �(i)31 = 0:4; �(i)23 = �(i)13 = 0:01.�àññìîòðèì, ñîïðÿæåíûå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå îáîëî÷-êè, íàõîäÿùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Íà ðèñ. 2ïðåäñòàâëåíà äëÿ íàãëÿäíîñòè äå�îðìàöèÿ �èáðîçíîé (ñîñòàâíîé)îáîëî÷êè ãëàçà ïðè âíóòðåííåì äàâëåíèè â 200 ìì ðò. ñò.

�èñ. 2. Äå�îðìàöèÿ ñîïðÿæåííûõ ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê.Èç îáùåé êàðòèíû äå�îðìàöèè (ðèñ. 2) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî



12 À. Ì. Åðìàêîâóñèëèÿ, âîçíèêàþùèå â ñîïðÿæåííûõ îáîëî÷êàõ, âñëåäñòâèå âîç-äåéñòâèÿ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííîìó ïðîãè-áó ðîãîâèöû è ðàñïðÿìëåíèþ óãëà ìåæäó îáîëî÷êàìè. Ìàêñèìàëü-íûé ïðîãèá äëÿ îáåèõ îáîëî÷åê ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñî-ïðÿæåíèÿ. Òàêæå çàìåòíî ïîñòåïåííîå âîçðàñòàíèå ïðîãèáà ñêëåðûïðè äâèæåíèè îò îáëàñòè âîçìóùåííîé òî÷êîé ñîïðÿæåíèÿ ê íèæ-íåìó ïîëþñó ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè.4. Ñîïðÿæåííûå ñ�åðè÷åñêàÿ è èìåþùàÿ �îðìóâûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà îáîëî÷êè�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñêëåðàëüíàÿ îáîëî÷êà ãëàçà èìååò�îðìó âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà: R1 = 8 ìì, R2 = 11 ìì, R3 = 13 ìì,� = 156:2; �1 2 [0; 38:40℄ (ðèñ. 3).

�èñ. 3. Äå�îðìàöèÿ ñîñòàâíîé îáîëî÷êè ïðè R0 = 13=11.Âèäíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêàÿîáîëî÷êà ñòðåìèòñÿ ïðèíÿòü ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó, â îêðåñòíîñòèýêâàòîðà ïðîèñõîäèò ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá.



Í.Ä.Ñ. ñîïðÿæåííûõ îðòîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îáîëî÷åê 135. Ñîïðÿæåííûå ñ�åðè÷åñêàÿ è èìåþùàÿ �îðìóñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà îáîëî÷êè�àññìîòðèì ñëó÷àé ãëàçà, êîãäà ñêëåðàëüíàÿ îáîëî÷êà ãëàçàèìååò �îðìó ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà: R1 = 8 ìì, R2 = 12 ìì,R3 = 11 ìì, � = 152:8; �1 2 [0; 38:40℄:Âèäíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿè â ýòîì ñëó-÷àå îáîëî÷êà òàêæå ñòðåìèòñÿ ïðèíÿòü ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó, ìàê-ñèìàëüíûé ïðîãèá ïðîèñõîäèò â åå íèæíåé ÷àñòè. È, êàê ìîæíîâèäåòü èç îáùåé êàðòèíû (ðèñ. 4), ýòà äå�îðìàöèÿ ñòðåìèòñÿ âåð-íóòü ãëàç â åãî íîðìàëüíóþ ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó.

�èñ. 4. Äå�îðìàöèÿ ñîñòàâíîé îáîëî÷êè ïðè R0 = 11=12.
6. Äå�îðìàöèÿ îáîëî÷åê, ïðèâîäÿùàÿ ê ìèîïèè�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìî-äóëü óïðóãîñòè ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèè ëèíèé øèðî-òû â ïÿòü ðàç áîëüøå ìîäóëÿ óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè ëèíèé äîë-ãîòû. Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòåðèè â ýòîì ñëó÷àå ïðèìóò ñëåäó-þùèå çíà÷åíèÿ:E(1)1;2 = 1:43 ÌÏà; E(1)3 =E(1)1 = 0:01; E(2)1 = 2:86 ÌÏà;



14 À. Ì. ÅðìàêîâE(2)3 =E(2)1 = 0:05; E(2)2 =E(2)1 = 5; �(2)13 = 0:02; �(2)21 = 0:08;�(2)23 = 0:004; �(2)12 = �(2)31 = �(2)32 = 0:4:Âíóòðåííåå äàâëåíèå áåðåì çíà÷èòåëüíî áîëüøå íîðìàëüíîãî �P = 90 ìì ðò. ñò., ÷òîáû íîâàÿ �îðìà áûëà áîëåå çàìåòíîé íà îáùåéêàðòèíå äå�îðìàöèè. Ñðàâíèâàÿ �îðìó äå�îðìàöèè â ýòîì ñëó÷àå(ðèñ. 5) ñ �îðìîé äå�îðìàöèè â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîéîáîëî÷êè (ñì. ðèñ. 2), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âëèÿíèå àíèçîòðî-ïèè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óñèëèëî ïðîãèá â ïîëþñå ñêëåðàëüíîéîáîëî÷êè, è ãëàç ñòàë ïðèîáðåòàòü �îðìó âûòÿíóòîãî ýëëèïñîè-äà. Ïðèíÿòàÿ â ìîäåëè ìÿãêàÿ îáîëî÷êà ðîãîâèöû ïîä äåéñòâèåìâíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñòàëà áîëåå îñòðîé. Ïîëó÷åííàÿ êàðòèíà ñî-îòâåòñòâóåò �îðìå ãëàçà ñ ðàçâèâøåéñÿ ìèîïèåé.
�èñ. 5. Äå�îðìàöèÿ îáîëî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿíèþ ìèîïèè ãëàçà.7. Äå�îðìàöèÿ îáîëî÷åê, ïðèâîäÿùàÿ ê ãèïåðìåò-ðîïèèÂ ñëó÷àå, åñëè ìîäóëü óïðóãîñòè ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè â íà-ïðàâëåíèè äîëãîòû â ïÿòü ðàç áîëüøå, ÷åì ìîäóëü óïðóãîñòè â íà-ïðàâëåíèè øèðîòû, ïðèìåìE(1)1;2 = 4:76 ÌÏà; E(1)3 =E(1)1 = 0:01; E(2)1 = 14:3 ÌÏà;E(2)3 =E(2)1 = 0:01; E(2)2 =E(2)1 = 0:2; �(2)12 = 0:08; �(2)13 = 0:02;�(2)21 = �(2)23 = �(2)31 = 0:4; �(2)32 = 0:004:
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�èñ. 6. Äå�îðìàöèÿ îáîëî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿíèþ ãèïåðìåòðî-ïèè ãëàçà.Ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ (ðèñ. 6) ñêëåðàëüíàÿ îáî-ëî÷êà ïðèíèìàåò �îðìó ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà, è óñèëèÿ, âîçíè-êàþùèå íà ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ, çàñòàâëÿþò áîëåå ìÿãêóþ îáîëî÷êóðîãîâèöû ñòàòü áîëåå ïîëîãîé. Ïîëó÷åííàÿ êàðòèíà ñîîòâåòñòâóåò�îðìå ãëàçà ñ ðàçâèâøåéñÿ ãèïåðìåòðîïèåé.8. Çàêëþ÷åíèå�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñêëå-ðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçà êàê òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ìàòåðèèîòìå÷åíî, ÷òî âîçäåéñòâèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ íå ñóùåñòâåííîâëèÿåò íà èçìåíåíèå ïåðåäíå-çàäíåé îñè ãëàçà. Ýëëèïñîèäàëüíûåîáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñòàðàþòñÿ ïðèíÿòüñ�åðè÷åñêóþ �îðìó, íàèáîëüøèé ïðîãèá ïðîèñõîäèò â áîëåå ïîëî-ãîé ÷àñòè. Òàê, ïðîãèá â îêðåñòíîñòè íèæíåãî ïîëþñà äëÿ âûòÿíó-òîé ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè ñóùåñòâåííî ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþñî ñ�åðè÷åñêîé. À â ñëó÷àå ñïëþñíóòîé îáîëî÷êè îí ñóùåñòâåííîáîëüøèé. Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê ñîñòàâëÿþùèì îáîëî÷êàìíà ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ, à îêðåñò-íîñòü òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ãëàäêîé. Îòìå÷åíî, ÷òîîáîëî÷êà, èìåþùàÿ �îðìó âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà, ìåíåå äå�îð-ìèðóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, ÷åì îáîëî÷êà, èìå-þùàÿ �îðìó ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû èñ-



16 À. Ì. Åðìàêîâñëåäîâàíèÿ äå�îðìàöèè ñ�åðè÷åñêèõ ñîïðÿæåííûõ îðòîòðîïíûõîáîëî÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìîäóëåé óïðóãîñòè â òàí-ãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè èññëåäîâàíèè îðòîòðîïíîé ìàòåðèèîòìå÷åíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà E(2)2 =E(2)1 > 1, îáùàÿ êàðòèíà äå�îð-ìàöèè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñîñòîÿíèþ ìèîïèè. Â îáðàòíîì æåñëó÷àå, êîãäà E(2)2 =E(2)1 < 1, êàðòèíà äå�îðìàöèè ñîîòâåòñòâîâóåòñîñòîÿíèþ ãèïåðìåòðîïèè.Ëèòåðàòóðà1. Ñîìîâ Å.Å. Êëèíè÷åñêàÿ àíàòîìèÿ îðãàíà çðåíèÿ ÷åëîâåêà. Ì.: Ìåä-ïðåññ-èí�îðì., 2005. 136 ñ.2. Duke-Elder S. Diseases of the eye, twelfth edition. London, 1956. 443 p.3. Lang G.K. Ophthalmology. Stuttgart�New York: Thieme, 2000. 566 p.4. Âîëêîâ Â.Â, Âÿçåìñêèé Ñ., Ìàëûøåâ Ë., Ìàìàåâ Î., Ïàâèëàéíåí Â.ß.,Ñàóëãîçîë Ô.Æ. Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðîãîâèöû æèâîãî ãëà-çà ÷åëîâåêà ìåòîäîì �îòîóïðóãîñòè // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÝÑÑ�. Ôèçèêà, ìàòåìà-òèêà. 1988. Ò. 37 Ñ. 76�84.5. Êðàêîâñêàÿ Å.Â. Ïðèëîæåíèå òåîðèè ñîïðÿæåííûõ îáîëî÷åê ê çàäà÷àìî�òàëüìîëîãèè // Òðóäû ñåìèíàðà "Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîø-íîé ñðåäû". ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 2006. Ñ. 5�19.6. Èîìäèíà Å.Í. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ãëàçà ÷åëîâåêà. // Ñîâðåìåííûåïðîáëåìû áèîìåõàíèêè. Âûï. 11. Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 2006. Ñ. 183�201.7. �îäèîíîâà Â.À., Òèòàåâ Á.Ô., ×åðíûõ Ê.Ô. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ àíèçî-òðîïíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 1996. 240 ñ.8. Ôèëèïïîâ Ñ.Á. Òåîðèÿ ñîïðÿæåííûõ è ïîäêðåïëåííûõ îáîëî÷åê. ÑÏá.:Èçä-âî ÑÏá�Ó, 1999. 196 ñ.9. Áàóýð Ñ.Ì., Çèìèí Á.À., Òîâñòèê Ï.Å. Ïðîñòåéøèå ìîäåëè òåîðèè îáî-ëî÷åê è ïëàñòèí â î�òàëüìîëîãèè. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 2000. 92 ñ.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ È �ÀÑ×ÅÒ ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÕÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÊÎÍÑÎËÜÍÛÕ ÑÒÅ�ÆÍÅÉÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎ�ÈÈ Ñ. Ï. ÒÈÌÎØÅÍÊÎÂ. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. ÒóëêèíàÄàí âûâîä óðàâíåíèé âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè êèíåìàòè÷åñêîìâîçáóæäåíèè êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ïî òåîðèè Ñ. Ï. Òèìîøåíêî. Ïîëó÷å-íû ðàñ÷åòíûå �îðìóëû îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿ äâóõ òèïîâèíåðöèîííûõ íàãðóçîê ïðè ïîâîðîòå ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé, à òàêæå �îð-ìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáîâ, èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ è ïîïåðå÷íûõñèë ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿÂ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé êîíñîëüíîãî ñòåðæ-íÿ íåîáõîäèì, ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé Áåðíóëëè�Ýéëåðà, ó÷åò âëèÿíèÿ â óðàâíåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ èíåðöèîííûõ íà-ãðóçîê ïðè ïîâîðîòå ýëåìåíòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ââåäåííûéÄ.Â. Ñòðåòòîì (�ýëååì) [1℄. Â äàëüíåéøåì Ñ.Ï. Òèìîøåíêî äî-ïîëíèë óðàâíåíèå �ýëåÿ åùå îäíèì ñëàãàåìûì, ó÷èòûâàþùèì äå-�îðìàöèè ñäâèãà, è â îêîí÷àòåëüíîì âèäå îíî ïîëó÷èëî â òåîðèèíàçâàíèå óðàâíåíèÿ Ñ.Ï. Òèìîøåíêî [2℄. Â òàêîé ïîñòàíîâêå â ðàáî-òå [3℄ áûëè èññëåäîâàíû ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ êîíñîëüíûõ ñòåðæíåéè âûïîëíåíû ÷èñëîâûå ðàñ÷åòû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è �îðì ñâîáîä-íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåé ðàçëè÷íîé äëèíû è èçãèáíîé æåñòêîñòè.Â äàííîé ñòàòüå äëÿ îáúåêòîâ, èññëåäîâàííûõ â ðàáîòå [3℄, ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ, âûçûâàåìûõ ïî-ïåðå÷íûìè ãàðìîíè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè çàùåìëåííîãî êîíöà êîí-ñîëè ïðè çàäàííîé àìïëèòóäå è ÷àñòîòå.�àññìîòðèì ñòåðæåíü äëèíû l, îñü êîòîðîãî Ox ëåæèò â âåð-òèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè xOy (0 6 x 6 l), ïðàâûé êîíåöx = l ñâîáîäåí, à ëåâûé çàùåìëåííûé êîíåö ñîâåðøàåò âåðòèêàëü-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 21 îêòÿáðÿ 2008 ã.

 Â. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. Òóëêèíà, 2008



18 Â. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. Òóëêèíàíûå êîëåáàíèÿ â ýòîé ïëîñêîñòè ïî çàêîíó y(0; t) = A0 sin!t, ãäåy = y(x; t) � óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè ñòåðæíÿ, A0 è ! � çàäàííûåàìïëèòóäà è ÷àñòîòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 1).

�èñ. 1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò è äåéñòâóþùèå íàãðóçêè.Ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M è ïîïå-ðå÷íîé ñèëû Q â ñå÷åíèÿõ x è x + dx, à òàêæå ðàñïðåäåëåííîé íàîñè èíåðöèîííîé íàãðóçêè q(x; t) è ðàñïðåäåëåííîãî èíåðöèîííîãîìîìåíòà m(x; t) ïðè ïîâîðîòå ýëåìåíòà ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàëîãî ýëåìåíòà ñòåðæíÿ (íåèçìåííûåäëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàëüíåéøåì çàäà÷) èìåþò âèä�M�x �Q+m(x; t) = 0; (1:1)�Q�x = q(x; t); (1:2)îòëè÷àþùèéñÿ îò óðàâíåíèé Ñ.Ï. Òèìîøåíêî [2℄ òîëüêî çíàêàìèíåêîòîðûõ ñëàãàåìûõ âñëåäñòâèå ïðèíÿòîãî ïðîòèâîïîëîæíîãî íà-ïðàâëåíèÿ îñè Oy (ðèñ. 1).



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 19Íàãðóçêè q(x; t) è m(x; t) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìèq(x; t) = ��F �2y�t2 ; (1:3)m(x; t) = ��J �3y�t2�x ; (1:4)â êîòîðûõ y = y(x; t) � óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè, �; F; J � ñîîòâåò-ñòâåííî ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ, ïëîùàäü è ìîìåíò èíåðöèèåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.2. �åøåíèå çàäà÷è â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêåÄàííîå ðåøåíèå ïðèâîäèòñÿ çäåñü â êðàòêîì èçëîæåíèè, ÷òîíåîáõîäèìî äëÿ åãî îáîáùåíèÿ íà äàëüíåéøèå çàäà÷è è ñðàâíåíèÿïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñèñòåìà (1.1), (1.2) ñ ó÷åòîì òîëüêî íà-ãðóçêè (1.3) ïðèâîäèòñÿ [2℄ ê óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿEJ �4y�x4 + �F �2y�t2 = 0: (2:1)Ïðè èçó÷åíèè íîðìàëüíûõ �îðì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðèìå-íåíèåì ìåòîäà Ôóðüå ê �óíêöèè y(x; t) = X(x) sin!t è ïîñëå ââåäå-íèÿ áåçðàçìåðíîãî àðãóìåíòà � = x=l (0 6 � 6 1) óðàâíåíèå (2.1)ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó�4X��4 � �FEJ !2l4X = 0; (2:2)è åãî ðåøåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáà-íèÿõ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìX(0; t) = A0 sin!t; �X�� ����=0;t = 0; (2:3)M(1; t) = Q(1; t) = 0: (2:4)Åñëè îáîçíà÷èòü �FEJ !2l4 = k4; (2:5)



20 Â. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. Òóëêèíàòî (2.2) èìååò êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �1;2 = �k,�3;4 = �{k, äàþùèå îáùåå ðåøåíèåX(�) = A1 
osh k� +B1 sinh k� + C1 
os k� +D1 sin k�: (2:6)Â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ðåøåíèå(2.6) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü [2℄ ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå1 + 
osh k 
os k = 0; (2:7)èç êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ÿâëåíèå ðå-çîíàíñà ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.Íà îñíîâå (2.6) ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è î âûíóæäåí-íûõ êîëåáàíèÿõ. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3) ñëåäóåòX(�) = A1(
osh k� � 
os k�) +B1(sinh k� � sin k�) +A0 
os k�: (2:8)Ïîñòîÿííûå A1 è B1 îïðåäåëÿþòñÿ íà ñâîáîäíîì êîíöå � = 1 èçóñëîâèé (2.4), ïðèâîäÿùèõ ê ñèñòåìåA1(
osh k + 
os k) +B1(sinh k + sin k) = A0 
os k; (2:9)A1(sinh k � sin k) +B1(
osh k + 
os k) = �A0 sin k; (2:10)èìåþùåé ðåøåíèåA1 = A0 1 + 
osh k 
os k + sinh k sin k2(1 + 
osh k 
os k) ; (2:11)B1 = �A0 
osh k sin k + sinh k 
os k2(1 + 
osh k 
os k) : (2:12)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.11), (2.12) â (2.8) ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è(2.2), (2.3), (2.4)X(�) = A02(1 + 
osh k 
os k)�(1 + 
osh k 
os k + sinh k sin k)(
osh k��� 
os k�)� (
osh k sin k + sinh k 
os k)(sinh k� � sin k�)�+A0 
os k�;(2:13)



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 21ó÷èòûâàþùåå âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ðåçîíàíñà â çàäà÷å î âûíóæ-äåííûõ êîëåáàíèÿõ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ.3. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿñ ó÷åòîì èíåðöèîííûõ íàãðóçîê ïðè ïîâîðîòåñå÷åíèé è äå�îðìàöèé ñäâèãà â òåîðèèÑ. Ï. ÒèìîøåíêîÂ óêàçàííîé ïîñòàíîâêå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ êîíñîëüíîãîñòåðæíÿ ñ îïðåäåëåíèåì ñïåêòðà ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèé ðàñ-ñìîòðåíû â ðàáîòå [3℄. Â çàäà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ óðàâ-íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1.1), (1.2) ñîõðàíÿþò ñâîé âèä, à óãîë ïîâîðîòàïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî çàïèñûâàåòñÿ â âèäåñóììû �y�x =  + 
; (3:1)ãäå 
 � óãîë ñäâèãà, à  � óãîë ïîâîðîòà, îïðåäåëÿþùèé âåëè÷èíóèçãèáàþùåãî ìîìåíòà (êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèåóãëó 
, ìîìåíòà íå âûçûâàþò).Òîãäà ñâÿçü ìîìåíòà M è óãëà ïîâîðîòà  ïðåäñòàâèìà �îðìó-ëîé M = EJ � �x ; (3:2)à ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîïåðå÷íîé ñèëîé Q è óãëîì ñäâèãà 
, ïîëó-÷åííîå ïî �îðìóëå Ä. È. Æóðàâñêîãî, áóäåò èìåòü âèänQF = � = �G
 = �G��y�x �  � ; (3:3)îòêóäà ñëåäóåò Q = �GFn ��y�x �  � : (3:4)Çäåñü G � ìîäóëü ñäâèãà, n � êîý��èöèåíò �îðìû ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ, èìåþùèé çíà÷åíèå n = 3=2 â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíèêà [4℄.Çíàê ¾ìèíóñ¿ â �îðìóëå (3.3) íåîáõîäèì äëÿ ñîáëþäåíèÿ ðàâåíñòâàçíàêîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ �îðìóëû (3.4), òàê êàê ïðè ïîëî-æèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîïåðå÷íîé ñèëû Q (ñì. ðèñ.1) óãîë ñäâèãà



22 Â. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. Òóëêèíàâ ïëîñêîñòè xOy áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Òàêîé æå âèä èìååò àíàëî-ãè÷íàÿ �îðìóëà â ðàáîòå [5℄.Ñ ó÷åòîì (3.2), (3.4), à òàêæå (1.3), (1.4) óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ(1.1), (1.2), ñâÿçûâàþùèå ñòàòè÷åñêèå âåëè÷èíû M , Q ñ �óíêöèåéïðîãèáà y = y(x; t) è óãëà ïîâîðîòà  =  (x; t), ïðèìóò âèäEJ �2 �x2 + GFn ��y�x �  �� �J �3y�t2�x = 0; (3:5)�GFn ��2y�x2 � � �x�+ �F �2y�t2 = 0 (3:6)è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùå-íèÿõ ñ èñêîìûìè �óíêöèÿìè y(x; t) è  (x; t).Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû (3.5), (3.6) �óíêöèþ  (x; t), ïîëó÷àåì ðàç-ðåøàþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �óíêöèè y(x; t)�4y�x4 � � �E + n�G � �4y�x2�t2 + �FEJ �2y�t2 = 0; (3:7)à ïðè èñêëþ÷åíèè èç (3.5), (3.6) �óíêöèè y(x; t) � ðàçðåøàþùååóðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî óãëà ïîâîðîòà  (x; t)�4 �x4 � � �E + n�G � �4 �x2�t2 + �FEJ �2 �t2 = 0; (3:8)â êîòîðîì îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî  (x; t) òî÷íî ñîâ-ïàäàåò ñ îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíî y(x; t) â (3.7).×òî êàñàåòñÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèÿ (3.7),òî ïðè íåó÷åòå äå�îðìàöèé ñäâèãà (
 ! 0 ïðè G ! 1) �óíêöèÿ (x; t) íå ââîäèòñÿ, à óðàâíåíèå (3.7) ïðè îòñóòñòâèè èíåðöèîííîãîìîìåíòà m(x; t) ïåðåõîäèò â ïðèâåäåííîå âûøå óðàâíåíèå (2.1).Îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèé (3.7), (3.8) íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òîïðè âûâîäå ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.5), (3.6) Ñ. Ï. Òè-ìîøåíêî ïðèíèìàåò â (3.5) èíåðöèîííûé ìîìåíò m(x; t) â âèäåm(x; t) = ��J �2 �t2 ;íå ïðèâîäÿ â [2℄ íèêàêèõ îáúÿñíåíèé èëè ññûëîê ïî ïîâîäó îòáðà-ñûâàíèÿ óãëà ñäâèãà â �îðìóëå (3.1). Ïðè ýòîì â óðàâíåíèè (3.7)



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 23ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ÷åòâåðòóþ ïðî-èçâîäíóþ ïî âðåìåíè t îò �óíêöèè y(x; t), ò.å.�4y�x4 � � �E + n�G � �4y�x2�t2 + �FEJ �2y�t2 + n�2EJ �4y�t4 = 0: (3:9)Àíàëîãè÷íîå ñëàãàåìîå îòíîñèòåëüíî  (x; t) ïîÿâëÿåòñÿ òàêæåâ óðàâíåíèè (3.8). Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ âûøå åäèíñòâåííàÿçàìåíà âèäà ñëàãàåìîãî m(x; t) â èñõîäíîì óðàâíåíèè ðàâíîâåñèÿ(1.1) êà÷åñòâåííî ìåíÿåò òèï ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèÿ (3.7), à òàê-æå (3.8), ïåðåâîäÿ åãî, êàê óêàçàíî â ðàáîòå Â. Â. Íîâîæèëîâà èË. È. Ñëåïÿíà [6℄, èç óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ñòàöèîíàðíûé ïðî-öåññ, ê óðàâíåíèþ ¾âîëíîâîãî¿ òèïà.Îäíàêî óðàâíåíèå (3.9) ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è â çàäà÷àõ î ñâî-áîäíûõ êîëåáàíèÿõ (ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ), ÷òî ïîêàçàíî â ðàáî-òàõ [2℄, [5℄ íà ïðèìåðå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé äâóõøàðíèðíîé áàëêè.Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå â äàëüíåéøåì çàäà÷è î âûíóæäåííûõêîëåáàíèÿõ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íà îñ-íîâå óðàâíåíèé (3.7), (3.8) (ðåøåíèå òèïà I), òàê è íà îñíîâå óðàâ-íåíèÿ (3.9) (è àíàëîãè÷íîãî äëÿ  (x; t)), êîòîðûå áóäåì íàçûâàòüðåøåíèåì òèïà II.�àññìîòðèì ïàðàëëåëüíî âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé òèïà I èòèïà II çàäà÷ î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ âèçëîæåííîé âûøå ïîñòàíîâêå äëÿ èñêîìûõ �óíêöèé y(x; t) è  (x; t).Äëÿ �óíêöèè y(x; t) èìååì óðàâíåíèÿ (3.7), (3.9) è àíàëîãè÷-íûå ïî ñòðóêòóðå óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè  (x; t). Ïðèìåíÿÿ ìåòîäÔóðüå ê �óíêöèè y(x; t), ò.å., ïîëàãàÿ y(x; t) = X(x) sin!t äëÿ óðàâ-íåíèÿ (3.9), ïîëó÷àåì�4X��4 + � �E + n�G �!2l2�2X��2 � �FEJ !2l4X + n�2EG!4l4X = 0 (3:10)è àíàëîãè÷íîå äëÿ �óíêöèè  (x; t) = 	(x) sin!t. Õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèé X(�) è 	(�) áóäóò èìåòü âèä (�óí-äàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (3.7), (3.9)ïî �îðìå îäèíàêîâû)�4 +�1 + nEG � k4��2 � k4 + nEG k8�2 = 0: (3:11)



24 Â. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. ÒóëêèíàÂ (3.11) k4 = �FEJ!2l4; � = 112 (hl )2 � ìàëûé ïàðàìåòð.Ïîëàãàÿ �2 = �, ïîëó÷àåì�1;2 = ��1 + nEG � k4�2 �s�1 + nEG �2 k8�24 + k4 � nEG k8�2:(3:12)Äëÿ ðåøåíèé òèïà I ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïîä çíàêîì êîðíÿâ (3.12) îòñóòñòâóåò è ïîëó÷àåì êîðíè óðàâíåíèÿ (3.12) �1;2 == �p�1 = �
1 ïðè �1 > 0 è �3;4 = �{pj �2 j = �{
2 ïðè �2 < 0 [3℄.Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìîé �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé(3.7), (3.8) áóäóò �óíêöèè
osh 
1�; sinh 
1�; 
os 
2�; sin 
2�:Äëÿ ðåøåíèé òèïà II �îðìóëó (3.12) öåëåñîîáðàçíî ïðåîáðàçî-âàòü ïóòåì âûíîñà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èç-ïîä çíàêà êîðíÿ�1;2 = ��1 + nEG � k4�2 ���1 + nEG � k4�2 s1 + 4�1 + nEG �2 k8�2 �k4 � nEG k8�2�: (3:13)Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî âûðà-æåíèå ïîä çíàêîì êîðíÿ áóäåò áîëüøå 1, à òîãäà êîðíè �1 è �2 áóäóò,êàê è âûøå äëÿ òèïà I, èìåòü ðàçíûå çíàêè, ÷òî êà÷åñòâåííî ñîõðà-íèò çíà÷åíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �1;2 = �
1 è�3;4 = �{
2.�àññìîòðèì âûðàæåíèå1k8�2 �k4 � nEG k8�2� = 1k4�2 � nEG (3:14)è íàéäåì óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (3.14),ãäå âñå âåëè÷èíû, êðîìå k4 (â êîòîðóþ âõîäèò êâàäðàò ÷àñòîòû !),ïîñòîÿííûå.Ïîëó÷àåì 1k4�2 � nEG = EJ�F!2l4 144l4h4 � nEG > 0;



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 25îòñþäà !2 < 12G�nh2 èëè (ïðè G = E2(1+�) ; n = 32 )!2 < 4E(1 + �)�h2 : (3:15)Ñ öåëüþ ïðîâåðêè âûïîëíåí ðàñ÷åò êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ �1; �2 è 
1; 
2 äëÿ ñòàëüíîãî ñòåðæíÿ (E = 2:1 � 106êã/ñì2, � = 0:3; � = 0:7951 � 10�5 êã ñåê.2/ñì4) ñ ãåîìåòðè÷åñêèìèïàðàìåòðàìè l = 20:0 ñì, h = 1:0 ñì äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ ìîìåíòàm(x; t): I òèï m(x; t) = ��J �3y�t2�x , II òèï m(x; t) = ��J �2 �t2 , ïðè ÷à-ñòîòàõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé !i = 500, 1000, 5000, 10000, 20000,50000 (1/ñåê.).Â òàáë. 1, 2, 3 äàíû âåëè÷èíû �1; �2; 
1; 
2 äëÿ çíà÷åíèé !i âóðàâíåíèÿõ òèïà I èëè òèïà II, à òàêæå âåëè÷èíû èçìåíåíèé (óâåëè-÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ �i; 
i ïðè ïåðåõîäå îò âàðèàíòà I ê âàðèàíòóII) â ïðîöåíòàõ (òàáë. 3).Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå êâàäðàòîâ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõóðàâíåíèé òèïà I è òèïà II!i, 1/ñåê. �I1 �I2 �II1 �II2!1=500 0.6313999 �0.6324435 0.6313996 �0.6324431!2=1000 1.2617576 �1.2659319 1.2617547 �1.2659290!3=5000 6.2672519 �6.3716089 6.2668966 �6.3712534!4=10000 12.4314394 �12.8488669 12.4285964 �12.8460239!5=20000 24.4557881 �26.125498 24.4330455 �26.1027555!6=50000 58.1893614 �68.6250489 57.8341849 �68.2698724Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà Iè òèïà II!i, 1/ñåê. 
I1 
I2 
II1 
II2!1=500 0.7946068 0.7952632 0.7946066 0.7952629!2=1000 1.1232798 1.1251364 1.1232786 1.1251351!3=5000 2.5034480 2.5242043 2.5033770 2.5241342!4=10000 3.5258246 3.5845316 3.5254215 3.5841350!5=20000 4.9452794 5.1113108 4.9429794 5.1090856!6=50000 7.6281952 8.2840237 7.6048790 8.2625585



26 Â. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. ÒóëêèíàÒàáëèöà 3. Îöåíêè èçìåíåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèéïðè ïåðåõîäå îò òèïà I ê òèïó II!i, 1/ñåê. 4�1, % 4�2, % 4
1, % 4
2, %!1=500 �0.0000563 �0.0000562 �0.0000282 �0.0000281!2=1000 �0.0002253 �0.0002245 �0.0001126 �0.000123!3=5000 �0.0056706 �0.0055777 �0.0028353 �0.0027890!4=10000 �0.0228740 �0.0221316 �0.0114368 �0.0110682!5=20000 �0.0930814 �0.0871272 �0.0465299 �0.0435541!6=50000 �0.6141290 �0.520537 �0.3065945 �0.2597894Äàííûå òàáë. 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðåâåëè÷èíû �1; 
1 óìåíüøàþòñÿ, à �2; 
2 � óâåëè÷èâàþòñÿ, ïðè÷åìäëÿ âñåãî äèàïàçîíà ÷àñòîò 500 < !i < 50000 îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿåòìåíåå îäíîãî ïðîöåíòà.Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïðèíÿòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ l; hè �èçè÷åñêèõ �;E;G; � ïàðàìåòðîâ ñòåðæíÿ äîïóñêàåìûé èíòåð-âàë ÷àñòîò âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé 0 < !i < 901482 (1/ñåê.), àïðè äðóãèõ èñõîäíûõ äàííûõ ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé èí-òåðâàë ÷àñòîò ! ïî �îðìóëå (3.15), â ïðåäåëàõ êîòîðîãî êîðíè õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �1;2 = �
1; �3;4 = �{
2 êà÷åñòâåííîîñòàþòñÿ ïðåæíèìè, èçìåíÿÿ ëèøü àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó.Â òàáë. 4 ïðåäñòàâëåíû äëÿ òîãî æå ïðèìåðà ñîáñòâåííûå êðóãî-âûå ÷àñòîòû !i (i = 1; 2:::19) èç óêàçàííîãî èíòåðâàëà äëÿ êëàññè-÷åñêîãî ðåøåíèÿ (ãðà�à (1)) è ðåøåíèé ïî òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêîäëÿ òèïà I (ãðà�à (2)) è òèïà II (ãðà�à (3)). Äëÿ òèïà II âåðõ-íÿÿ ãðàíèöà ÷àñòîòû !i îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (3.15), ïîýòîìó âóêàçàííîì èíòåðâàëå ìîæíî íàéòè òîëüêî 19 ñîáñòâåííûõ êðóãî-âûõ ÷àñòîò, à äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ è ðåøåíèÿ òèïà I òàêîãîîãðàíè÷åíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ýòè ÷àñòîòû íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âîâíèìàíèå â çàäà÷àõ î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 27Òàáëèöà 4. Ñîáñòâåííûå êðóãîâûå ÷àñòîòû!i, 1/ñåê. (1) (2) (3)!1 1304.06 1302.09 1302.10!2 8172.43 8079.24 8080.03!3 22883.04 22195.59 22211.71!4 44841.62 42306.46 42412.68!5 74126.42 67554.59 67963.12!6 110732.03 96940.39 98076.49!7 154658.79 129527.94 132077.15!8 205906.68 164502.64 169423.15!9 264475.69 201197.16 209707.60!10 330365.82 239088.73 252647.51!11 403577.09 277781.62 298072.04!12 484109.47 316984.09 345916.85!13 571962.99 596485.75 396229.32!14 667137.63 396137.75 449190.49!15 769633.40 435836.72 505190.24!16 879450.29 515118.37 568399.40!17 996588.31 554624.95 629865.83!18 1121047.46 633277.33 703531.10!19 1252827.73 672409.90 803547.45Íà ðèñ. 2. ïîêàçàíû ãðà�èêè ñîáñòâåííûõ êðóãîâûõ ÷àñòîò äëÿðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ ðàñ÷åòà, èëëþñòðèðóþùèå õàðàêòåðèõ èçìåíåíèÿ è ñðàâíèòåëüíóþ âåëè÷èíó.(1) � êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè-Ýéëåðà,(2) � òåîðèÿ Ñ.Ï. Òèìîøåíêî, íàãðóçêà òèïà I,(3) � òåîðèÿ Ñ.Ï. Òèìîøåíêî, íàãðóçêà òèïà II.
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�èñ. 2. Ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ êðóãîâûõ ÷àñòîò4. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ â ñëó÷àåîáúåäèíåíèÿ çàäà÷ òèïîâ I è IIÒàáëèöû è ãðà�èêè, ïðèâåäåííûå âûøå â ïàðàãðà�å 3, ïîêàçû-âàþò, ÷òî âñëåäñòâèå íåçíà÷èòåëüíîãî ðàçëè÷èÿ êîðíåé õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ñòåðæíÿ, íà÷àëü-íûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, à òàêæå ñèñòåìû �óíäàìåíòàëü-íûõ ðåøåíèé äëÿ �óíêöèé X(�) è 	(�) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ðåçóëüòàòûðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà I è ðàñïðîñòðàíèòü èõ íà òèï II. Ïîýòîìóöåëüþ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûâîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îâûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ òèïà I ïðè çàäàííûõ èñõîäíûõ äàííûõäëÿ ðàñ÷åòà ñòåðæíÿ.Â ñèëó ðàâåíñòâà îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèÿõ (3.7) è (3.8) îòíîñè-òåëüíî �óíêöèé X(�) è 	(�) è ñîâïàäåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé äëÿ �óíêöèé



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 29X(�) è 	(�) ñîâïàäàþò [3℄ è îíè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ �îðìóëàìèX(�) = A1 
osh 
1� +B1 sinh 
1� + C1 
os 
2� +D1 sin 
2�; (4:1)	(�) = A2 
osh 
1� +B2 sinh 
1� + C2 
os 
2� +D2 sin 
2�; (4:2)îòëè÷àÿñü òîëüêî çíà÷åíèÿìè ïîñòîÿííûõ A1, B1, C1, D1, A2, B2,C2, D2.Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé X(0) = A0 è 	(0) = 0 ñëåäóåò C1 == A0 �A1; C2 = �A2, è �óíêöèè X(�), 	(�) ïðèìóò âèäX(�) = A1(
osh 
1� � 
os 
2�) +B1 sinh 
1� +D1 sin 
2� +A0 
os 
2�;(4:3)	(�) = A2(
osh 
1� � 
os 
2�) +B2 sinh 
1� +D2 sin 
2�: (4:4)Ñèñòåìó (3.5), (3.6) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ôóðüå ìîæíî çà-ïèñàòü (àíàëîãè÷íî [3℄)d2Xd�2 = a11X + a12 d	d� ; (4:5)d2	d�2 = a21	+ a22 dXd� ; (4:6)ãäå aij (i; j = 1; 2) � ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòûa11 = �n�!2l2G ; a12 = l; a21 = FGl2nEJ ; a22 = � FGlnEJ � �!2lE : (4:7)Ïîñëå ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ�óíäàìåíòàëüíûõ �óíêöèÿõ â (4.5), (4.6) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿïîñòîÿííûõ A2; B2; D1; D2 ÷åðåç ïîñòîÿííûå A1; B1 è A0A2 = 
21 � a11
1a12 B1; B2 = 
21 � a11
1a12 A1;D1 = �
2
1 
21 � a11
22 + a11B1; D2 = 
22 + a11
2a12 (A1 �A0); (4:8)è ðåøåíèå çàäà÷è ïðèìåò âèä
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os 
2� +A1(
osh 
1� � 
os 
2�)++B1� sinh 
1� � 
2
1 
21 � a11
22 + a11 sin 
2��; (4:9)	(�) = A1�
21 � a11
1a12 sinh 
1� + 
22 + a11
2a12 sin 
2��++B1 
21 � a11
1a12 � 
osh 
1� � 
os 
2���A0 
22 + a11
2a12 sin 
2�: (4:10)Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèéM(1) = EJl d	d� �����=1 = 0;Q(1) = �EJl2 d2	d�2 + �J!2l dXd� ������=1 = 0;ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ A1; B1A1�11 +B1�12 = A0�
22 + a11� 
os 
2: (4:11)A1�21 +B1�22 = �A0
2�
22 + a11 � �!2l2E � sin 
2; (4:12)â êîòîðîé �11 = �
21 � a11� 
osh 
1 + �
22 + a11� 
os 
2;�12 = 
21 � a11
1 �
1 sinh 
1 + 
2 sin 
2�;�21 = 
1�
21 � a11 + �!2l2E � sinh 
1 � 
2�
22 + a11 � �!2l2E � sin 
2;�22 = 
1�
21 � a11 + �!2l2E � 
osh 
1++
22
1 
21 � a11
22 + a11 �
22 + a11 � �!2l2E � 
os 
2: (4:13)



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 31Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (4.11), (4.12) 4 = �11�22 � �12�21 � ÷à-ñòîòíûé, èìåþùèé âèä4 = A+B + C 
osh 
1 
os 
2 +D sinh 
1 sin 
2;êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû, (ñîãëàñíî [3℄)A = 
1(
21 � a11)�
21 � a11 + �!2l2E �;B = 
22
1 (
21 � a11)�
22 + a11 � �!2l2E �;C = 
21 � a11
1 �(
21 � a11)
22 + (
22 + a11)
21����!2l2E � (
21 � a11)2
22 � (
22 + a11)2
21(
22 + a11)
1 �;D = 
2(
21 � a11)�
22 � 
21 + 2(a11 � �!2l2E )�: (4:14)Êîý��èöèåíòû A1, B1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (4.11), (4.12)ïî �îðìóëàì A1 = A0414 ; B1 = A0424 ; (4:15)â êîòîðûõ 41 = 
22
1 (
21 � a11)�
22 + a11 � �!2l2E �++
1(
22 + a11)�
21 � a11 + �!2l2E � 
osh 
1 
os 
2++
2(
21 � a11)�
22 + a11 � �!2l2E � sinh 
1 sin 
2; (4:16)42 = �
2(
21 � a11)�
22 + a11 � �!2l2E � 
osh 
1 sin 
2�
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1(
22 + a11)�
21 � a11 + �!2l2E � sinh 
1 
os 
2: (4:17)Òîãäà ðåøåíèÿ (4.9), (4.10) îêîí÷àòåëüíî ïðèíèìàþò âèäX(�) = A0� 
os 
2� + 414 � 
osh 
1� � 
os 
2��++424 � sinh 
1� � 
2
1 
21 � a11
22 + a11 sin 
2���; (4:18)	(�) = A0l n� 
22 + a11
2 sin 
2� + 414 �
21 � a11
1 sinh 
1�++
22 + a11
2 sin 
2��+ 424 
21 � a11
1 � 
osh 
1� � 
os 
2���: (4:19)Àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ïðîãèáà X(�) äàþòñÿ �îðìóëîé (4.18),à äëÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M(�) è ïîïåðå÷íîé ñèëû Q(�) èìåþòâèäM(�) = A0EJl2 n414 �(
21 � a11) 
osh 
1� + (
22 + a11) 
os 
2��++424 
21 � a11
1 �
1 sinh 
1� + 
2 sin 
2��� (
22 + a11) 
os 
2��; (4:20)Q(�) = A0EJl3 �414 �
1�
21 � a11 + �!2l2E � sinh 
1���
2�
22 +a11� �!2l2E � sin 
2��+424 �
1�
21 �a11+ �!2l2E � 
osh 
1�++
22
1 
21 � a11
22 + a11 �
22+a11��!2l2E � 
os 
2��+
2�
22+a11��!2l2E � sin 
2��;(4:21)÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ÷èñëîâûå ðàñ÷åòû.



�àñ÷åò êîëåáàíèé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî 335. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèéêîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ â çàäà÷àõ òèïà IIÊàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðà�å 4, ïðè çàäàííûõ ãåîìåòðè÷å-ñêèõ è �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ñóùåñòâóåòèíòåðâàë äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé,äëÿ êîòîðîãî êà÷åñòâåííî ñîõðàíÿåòñÿ âèä êîðíåé ÷àñòîòíîãî óðàâ-íåíèÿ, íî ñ èçìåíåíèåì èõ ÷èñëåííîé âåëè÷èíû ïðè çàìåíå èñõîä-íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõèíòåðâàëó äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîä ðàñ÷åòà âûíóæ-äåííûõ êîëåáàíèé, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å 4, íà çà-äà÷è òèïà II. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïî ïîëó÷åííûì íîâûì çíà÷åíè-ÿì 
1; 
2 ïîä÷èíèòü îáùèå ðåøåíèÿ (4.1), (4.2) äëÿ �óíêöèé X(�),	(�) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìè X(0) = A0, 	(0) = 0 (�îðìóëû (4.3),(4.4)) è â äàëüíåéøåì âûðàçèòü êîíñòàíòû A2, B2, D1, D2 ÷åðåçA1, B1 (�îðìóëû (4.8)), ÷òî ïðèâåäåò ê ðåøåíèþ (4.9), (4.10) äëÿ�óíêöèé X(�) è 	(�). Ïîä÷èíÿÿ ýòè ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìM(1) = EJl d	d� �����=1 = 0;Q(1) = �EJl2 d2	d�2 + �J!2	������=1 = 0;ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ A1, B1, ìàòðè-öà êîòîðîé jj�ij jj äàåò óðàâíåíèå4 = 0, îïðåäåëÿþùåå ñîáñòâåííûå÷àñòîòû äëÿ ïðèíÿòûõ ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîãî ñòåðæíÿ, ÿâëÿþ-ùèõñÿ ðåçîíàíñíûìè â çàäà÷àõ î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ. Åñëèçàäàííàÿ ÷àñòîòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé íå ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñ-íîé, òî ïîëíûé ðàñ÷åò ìîæåò áûòü âûïîëíåí ïî ìåòîäèêå, èçëî-æåííîé â ïàðàãðà�å 4.Îáúåì äàííîé ñòàòüè íå ïîçâîëÿåò ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðåøåíèÿâ ïàðàãðà�å 4 ïðèìåðîì ðàñ÷åòà, êîòîðûé àâòîðû ïðåäïîëàãàþòâûïîëíèòü â äàëüíåéøèõ ïóáëèêàöèÿõ.



34 Â. ß. Ïàâèëàéíåí, À. Í. Òóëêèíà6. ÂûâîäûÂ ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðàñ÷åòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèéêîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, èìåþùåãî ñâîáîäíûé ïðàâûé è çàùåìëåííûéëåâûé êîíåö, êîëåáëþùèéñÿ ïî çàêîíó y(0; t) = A0 sin!t, ãäå A0 è! � çàäàííûå àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Äàíàíàëèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà, èëëþñòðèðóåìûéíåêîòîðûìè ÷èñëîâûìè ïðèìåðàìè.Ëèòåðàòóðà1. Äæ. Â. Ñòðåòò (�ýëåé). Òåîðèÿ çâóêà. Ì.,Ë.; �îñòåõòåîðèçäàò, 1940.Òîì I. 499 ñ.2. Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Êîëåáàíèÿ â èíæåíåðíîì äåëå. Ì.; Ôèçìàòãèç, 1959.3. Ïàâèëàéíåí Â.ß., Òóëêèíà À.Í. �àñ÷åò ÷àñòîò è �îðì ñâîáîäíûõ êîëå-áàíèé êîíñîëüíîé áàëêè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî. //Òðóäû ñåìèíàðà¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿. ÑÏá.; Èçä-âî ÑÏá�Ó,2008. Âûï. 4. Ñ. 40�59.4. �àñòåâ Â.À. Êðàòêèé êóðñ ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ. Ì.; Ôèçìàòãèç,1959.5. Ïîíîìàðåâ Ñ.Ä., Áèäåðìàí Â.Ë., Ëèõàðåâ Ê.Ê., Ìàêóøèí Â.Ì., Ìà-ëèíèí Í.Í., Ôåîäîñüåâ Â.Í. �àñ÷åòû íà ïðî÷íîñòü â ìàøèíîñòðîåíèè. Ì.;Ìàøãèç, 1959. Òîì III. Ñ. 320.6. Íîâîæèëîâ Â.Â., Ñëåïÿí Ë.È. Î ïðèíöèïå Ñåí-Âåíàíà â äèíàìèêåñòåðæíåé. // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, 1965. Òîì 29. Âûï. 2. Ñ. 261�281.



Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ ÄÈÍÀÌÈÊÈ Â�ÀÙÀÞÙÅ�ÎÑßÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÑËÎß ÈÄÅÀËÜÍÎÉÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÑÒ�ÀÒÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÎÉÝËÅÊÒ�ÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÑ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâà
Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìîâ ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿÇåìëè âñëåäñòâèå òðåõìåðíîãî êðóïíîìàñøòàáíîãî äâèæåíèÿ íåâÿç-êîé, íåñæèìàåìîé, íåîäíîðîäíîé (ñòðàòè�èöèðîâàííîé) èäåàëüíî ïðî-âîäÿùåé ýëåêòðîïðîâîäíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, ñîñðåäîòî÷åííîéâ æèäêîì çåìíîì ÿäðå. Ïðåäëàãàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èññëå-äóåìîãî �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ ñèñòåìóóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé ãèäðîäè-íàìèêè ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ Çåìëè, ñèëû Ëîðåíöà è ñîîòâåòñòâóþùèõóðàâíåíèé ìàãíèòíîé äèíàìèêè ñ íåîáõîäèìûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-ÿìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò è ìàñøòàáîâ �óíêöèéïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïðèãîäíîé äëÿ ðàñ÷åòàòðåõìåðíûõ äâèæåíèé ñ áîëüøèì âðåìåíí�ûì ìàñøòàáîì è ïðîñòðàí-ñòâåííûì ãîðèçîíòàëüíûì ìàñøòàáîì, ñðàâíèìûì ñ ðàäèóñîì Çåìëè.Îñíîâíàÿ èäåÿ àíàëèçà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñõåìû ïîñëåäîâàòåëü-íûõ ïðèáëèæåíèé, â êîòîðîé ãåîñòðî�è÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿïåðâûì øàãîì. Óêàçàííûé ìåòîä àíàëèçà ïîçâîëÿåò, íå îãðàíè÷èâà-ÿñü ýâðèñòè÷åñêèìè ðàññóæäåíèÿìè, âûâåñòè îáùèå ãåîñòðî�è÷åñêèåóðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ êàê îäíîðîäíîé, òàê è ñòðàòè�è-öèðîâàííîé ýëåêòðîïðîâîäíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Ïîëó÷åíî àíà-ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ, ìîäåëèðóþùåé ãåîñòðî�è÷åñêîå äâèæåíèå â ñëîå èäåàëüíîéýëåêòðîïðîâîäíîé ñòðàòè�èöèðîâàííîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Àíà-ëèç ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåííûõ ïîëåé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âå-ëè÷èí ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Ñ.È. Áðà-ãèíñêîãî [1℄ î ñóùåñòâîâàíèè ñèëüíûõ èçìåíåíèé â òîíêîì ñëîå çåìíîãîÿäðà, ïðèìûêàþùåì ê ãðàíèöå ñ ìàíòèåé.Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîëíîâûõ òðåõìåðíûõêðóïíîìàñøòàáíûõ äâèæåíèé íåâÿçêîé, íåñæèìàåìîé ñòðàòè�è-öèðîâàííîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ýëåêòðîïðîâîäíîé âðàùàþùåé-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 11 íîÿáðÿ 2008 ã.

 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâà, 2009



36 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâàñÿ æèäêîñòè, ñîñðåäîòî÷åííîé â æèäêîì çåìíîì ÿäðå. Ïðåäñòàâ-ëåííûå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â àñòðî�èçèêå èãåî�èçèêå, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ âæèäêîì ÿäðå Çåìëè è íåäðàõ çâåçä. Èíòåðåñ ê çåìíîìó ÿäðó îáó-ñëîâëåí òåì, ÷òî îíî îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ìíîãèåãåî�èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû, ïðîèñõîäèâøèå è ïðîèñõîäÿ-ùèå â Çåìëå, êîòîðûå ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ è íà åå ïîâåðõíîñòè.Â ñòàòüå [2℄ ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîçâîëÿþ-ùåå îïðåäåëèòü âëèÿíèå ðåëüå�à ìàíòèè è äèíàìèêè òâåðäîãî ÿä-ðà Çåìëè íà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãîïðîöåññà â æèäêîì ÿäðå.Â ñòàòüå [3℄ áûëà ïðîâåäåíà ðåäóêöèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìîäåëèðóþùåé âîçìóùåíèÿ â èäå-àëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, ñ ó÷åòîì èíåð-öèîííûõ ñèë, ñèë òÿæåñòè, Êîðèîëèñà, Ëîðåíöà, à òàêæå èìåþùèõ-ñÿ íåîäíîðîäíîñòåé ïëîòíîñòè, ê ñêàëÿðíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþè ñäåëàí âûâîä îá àíàëèòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷èî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòè. Àíàëèç ïîëó-÷åííîãî ðåøåíèÿ ïîçâîëèë óñòàíîâèòü �àêò ñóùåñòâîâàíèÿ óñòà-íîâèâøåãîñÿ ðåæèìà êîëåáàíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè,÷òî ñëóæèò ïîäòâåðæäåíèåì âàæíîé ðîëè ñòðàòè�èêàöèè ïëîòíî-ñòè æèäêîãî ÿäðà Çåìëè, îïðåäåëÿþùåé â öåëîì ðÿäå ñëó÷àåâ åãîîñíîâíóþ äèíàìèêó êàê âàæíûé �àêòîð ýâîëþöèè ïëàíåòû.Ñîãëàñíî èìåþùåéñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãèïîòåçå Ñ.È. Áðàãèí-ñêîãî [1℄, â äèíàìèêó ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñóùåñòâåííûé âêëàä âíî-ñèò äâèæåíèå ïðåäñòàâëåííîé æèäêîñòè íåïîñðåäñòâåííî â òîíêîì,ïðèìûêàþùåì ê ìàíòèè, ñëîå. Â ñòàòüå [4℄ áûë ïðîâåäåí àíàëèç èñäåëàí âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Ñ.È. Áðàãèíñêîãî äëÿ âîç-ìóùåíèé ñ îòíîñèòåëüíî ìàëûì ãîðèçîíòàëüíûì ìàñøòàáîì, çíà-÷èòåëüíî ìåíüøèì ðàäèóñà Çåìëè, ðàçâèâàþùèõñÿ âáëèçè íåêîòî-ðîé òî÷êè ñî ñ�åðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (�0; '0). Îñîáûé èíòåðåñïðåäñòàâëÿþò ãëîáàëüíûå âîçìóùåíèÿ ñ íàèáîëüøåé äëèíîé âîë-íû, âîçìîæíîé â ñ�åðè÷åñêîì ñëîå ÿäðà, ñ ó÷åòîì òåðìîäèíàìè÷å-ñêèõ èçìåíåíèé ó ãðàíèöû ñ ìàíòèåé, ÷åìó è ïîñâÿùåíû èññëåäî-âàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå.Èòàê, áóäåì èçó÷àòü âîëíîâûå äâèæåíèÿ ó ãðàíèöû çåìíîãîÿäðà â òîíêîì ñ�åðè÷åñêîì ñëîå óñòîé÷èâî ñòðàòè�èöèðîâàííîé



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 37æèäêîñòè.Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåâÿçêîéýëåêòðîïðîâîäíîé íåñæèìàåìîé âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ!! æèäêîñòè â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà èìå-åò âèä ([5℄�[9℄) d�dt + � divv = 0;�v�t + (v � r)v = �rp� � 2!! � v � gz+ 1�� rotb� b;�b�t = rot (v � b) ; divb = 0;ãäå b � âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè, v � ñêîðîñòü æèäêîñòè â ñè-ñòåìå êîîðäèíàò, âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ !!, p � äàâëå-íèå, �� ïëîòíîñòü, g � âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü è ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ïî-ñòîÿííû.Åñëè ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü ïåðåìåííîé, òîãäà êðîìå óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ, óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íåîá-õîäèìî ïðèâëåêàòü óðàâíåíèå áàëàíñà âíóòðåííåé ýíåðãèè ([7℄, [9℄�[11℄, [16℄) �dEdt = �p� ddt �1��+ k�T + �+ �Q+ � (rotb)2: (1)Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ æèäêîñòü èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ,ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) áóäåò îòñóòñòâî-âàòü (� = 0). Â óðàâíåíèè (1) E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöûìàññû, T � òåìïåðàòóðà, k � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, Q �ñêîðîñòü ïðèòîêà òåïëà îò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íà åäèíèöó ìàññû,� � ïðèòîê òåïëà, îáóñëîâëåííûé âÿçêîé äèññèïàöèåé. Â äàëüíåé-øåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � = 0.Åñëè ý��åêòû ñæèìàåìîñòè íåçíà÷èòåëüíû, òî ïðèìåíèìîóðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ: � = �0 (1� �(T � T0)) ;ãäå �0 è T0 � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè è ñðåäíÿÿ òåìïåðàòó-



38 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâàðà ñîîòâåòñòâåííî, � = �1� � ���T � �����p � êîý��èöèåíò òåðìè÷åñêî-ãî ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âìåñòî óðàâíåíèÿ (1)áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå ïåðåíîñà òåïëà â ñëåäóþùåì âèäå([16℄): dTdt = k�
P �T + Q
P ; (2)çäåñü 
P � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè. Òîãäàòåìïåðàòóðó â óðàâíåíèè (2) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïëîòíîñòü:d�dt = {��� ��0
P Q; (3)çäåñü { = k�
P � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.Ïðè ðàññìîòðåíèè êðóïíîìàñøòàáíûõ äâèæåíèé, ãîðèçîíòàëü-íûé ìàñøòàá êîòîðûõ ñðàâíèì ñ ðàäèóñîì Çåìëè, îñíîâíûå óðàâíå-íèÿ êâàçèãåîñòðî�è÷åñêîãî äâèæåíèÿ èñïûòûâàþò íåêîòîðûå èç-ìåíåíèÿ. Ñâåäåíèå ãåîìåòðèè çàäà÷è ê ïëîñêîé áîëåå íå ÿâëÿåòñÿåñòåñòâåííûì ïðèáëèæåíèåì. Íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü è ãîðèçîíòàëü-íîé èçìåí÷èâîñòüþ îñíîâíîãî ïîëÿ ïëîòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿàäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òàêèõ ìàñøòàáîâ íåîáõîäèìî ðàñ-ñìîòðåòü îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ñ ó÷åòîìñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ìàñøòàáàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî âåðòèêàëüíûé ìàñøòàá ïëîòíîñòè âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðòè-êàëüíûì ìàñøòàáîì äâèæåíèÿ.Ïðåäñòàâèì ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êàìè,÷åðåç áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå áåç èíäåêñîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:r� = r0 �1 + Dr0 z� ; v�� = Uv�; v�� = Uv�;b�� = Bb�; b�� = Bb�; vr� = Dr0Uvr =Wvr;br� = Dr0Bbr = V br; t� = r0U t; (4)ãäå r0 � ðàäèóñ Çåìëè, D � âåðòèêàëüíûé ìàñøòàá äâèæåíèÿ, r0 �ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá äâèæåíèÿ, U � ìàñøòàá ãîðèçîíòàëüíîé



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 39ñêîðîñòè, W = Dr0U � ìàñøòàá âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè, B � ìàñ-øòàá ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, V = Dr0B �ìàñøòàá âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâåìàñøòàáà âðåìåíè âûáðàíî âðåìÿ àäâåêöèè r0U . Ìàñøòàáû äëÿ ïî-ëåé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ âûáåðåì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè ìàëûõ÷èñëàõ �îññáè ãîðèçîíòàëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ îäèíàêîâ ïî ïî-ðÿäêó âåëè÷èíû ñ ñèëîé Êîðèîëèñà è ÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíûñèëû ïëàâó÷åñòè è âåðòèêàëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ðàâíû. Ïî-ñëåäíåå ñëåäóåò èç óäîâëåòâîðåíèÿ ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòèêðóïíîìàñøòàáíûõ äâèæåíèé ïðèáëèæåíèþ ãèäðîñòàòèêè. Èòàê,ïëîòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ �0 èñëàãàåìîãî 2!Ur0�0gD �, îïèñûâàþùåãî ïîëíîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòèâ ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, ò.å.�� = �0 + 2!Ur0�0gD �; (5)à ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äàâëåíèÿ èìååò âèäp� = ��0gDz + 2!Ur0�0p: (6)Âîñïîëüçóåìñÿ ñ�åðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè r; �; �, ãäår > 0; 0 6 � 6 �; 0 6 � 6 2�:Òîãäà ïðîåêöèè ñêîðîñòè òî÷êè M â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ([12℄)vr = _r; v� = r _�; v� = r sin � _�;à óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòèd�dt + � divv = 0â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä ([12℄)d�dt + ���vr�r + 2vrr + 1r sin � � (v� sin �)�� + 1r sin � �v��� � = 0; (7)



40 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâàãäå ddt = ��t + vr ��r + v�r ��� + v�r sin � ���:Óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â �îðìå ([12℄)dv�dt + vrv�r + v�v� 
tg �r + 2! sin �vr + 2! 
os �v� == � 1�r sin � �p�� + 1�� (b�Wr � brW�) ; (8)dv�dt + vrv�r � v�2 
tg �r � 2! 
os �v� == � 1�r �p�� + 1�� (brW� � b�Wr) ; (9)dvrdt � v�2 + v�2r � 2! sin �v� == �1� �p�r � g � 1�� (b�W� � b�W�) ; (10)ãäåWr = 1r sin � � ��� (b� sin �)� �b��� � ; W� = 1r � ��r (rb�)� �br�� � ;W� = 1r sin � ��br�� � ��r (rb� sin �)� :Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü òåðìîäèíàìè÷åñêèìóðàâíåíèåì d�dt = {�� � ��0
P Q (11)ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ� = �0 (1� �(T � T0)) ;à òàêæå óðàâíåíèÿìè èíäóêöèè è ñîëåíîèäàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïî-ëÿ �br�t = b�r �vr�� + b�r sin � �vr�� + br �vr�r � v�r �br�� �� v�r sin � �br�� � vr �br�r ; (12)



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 41�b��t = b�r �v��� + b�r sin � �v��� + br �v��r � v�r �b��� �� v�r sin � �b��� � vr �b��r ; (13)�b��t = b�r �v��� + b�r sin � �v��� + br �v��r � v�r �b��� �� v�r sin � �b��� � vr �b��r ; (14)1r ��r �r2br�+ 1sin � � ��� (sin � b�) + �b��� � = 0: (15)Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7)�(11) è óðàâíåíèÿ (12)�(15) â áåçðàç-ìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (4)�(6), ïðèìóò âèä"F d�dt + (1 + "F�) ��vz�z + 2Dvzr� + r0r� sin � � ��� (v� sin �) + �v��� �� = 0;"�dv�dt + v�vzDr� + v�v� r0r� 
tg ��+ v� 
os � + Dr0 vz sin � == � r0r� sin � 11 + "F� " �p�� + "B2U2��0  b� �b��� +�Dr0�2 bz �bz�� !#++ "B2U2��� �bz �b��z + r0r� b� �b��� + Dr0 r0r� b�bz + r0r� b�b� 
tg �� ;"�dv�dt + v�vzDr� � v�2 r0r� 
tg ��� v� 
os � == �r0r� 11 + "F� "�p�� + "B2U2��0  b� �b��� +�Dr0�2 bz �bz�� ��Dr0 b�bz + 
tg � b2���+ "B2U2��� �bz �b��z + r0r� sin � b� �b��� � ;(1 + "F�)("�Dr0�2 dvzdt � "Dr� �v�2 + v�2�� Dr0 v� sin �) = ��p�z���� "B2U2��0 �b� �b��z + b� �b��z �+ "B2U2��0 �Dr0�2 r0r� �b� �bz�� +



42 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâà+ 1sin � �bz�� � r0D �b�2 + b�2�� ;d�dt = kV r0UD2 �2��z2 + kHUr0�2�;�bz�t = r0r� b� �vz�� + r0r� sin � b� �vz�� + bz �vz�z � r0r� v� �bz�� �� r0r� sin � v� �bz�� � vz �bz�z ;�b��t = r0r� b� �v��� + r0r� sin � b� �v��� + bz �v��z � r0r� v� �b��� �� r0r� sin � v� �b��� � vz �b��z ;�b��t = r0r� b� �v��� + r0r� sin � b� �v��� + bz �v��z � r0r� v� �v��� �� r0r� sin � v� �b��� � vz �b��z ;ãäå " = U2!r0 ; F = 4!2r02gD ;kV è kH � êîý��èöèåíòû äè��óçèè â âåðòèêàëüíîì è ãîðèçîí-òàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî kV èkH ðàçëè÷íû. Îïåðàòîðû ddt è �2 îïðåäåëÿþòñÿ êàêddt = ��t + r0r� � v�sin � ��� + v� ����+ vz ��z ;�2 = r02r�2 � 1sin � ��� �sin � ����+ 1sin2 � �2��2� :Ïðè 2! � 1:4 � 10�4 ñ�1, r0 = O(6 � 108 ñì), D = O(40 êì),U = O(1 ñì/
) ïàðàìåòðû ", F è Dr0 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:" = O(10�5); F = O(1:8); Dr0 = O(0:7 � 10�2) = O(10�3):



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 43Ìàãíèòíîå äàâëåíèå ñðàâíèìî ñ B2� , à èíåðöèîííûå ñèëû âóðàâíåíèè äâèæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû êèíåòè÷åñêîìó äàâëåíèþ ïî-ðÿäêà �U2. Îòíîøåíèå êèíåòè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî äàâëåíèé îêà-çûâàåòñÿ ïîðÿäêà A2, ãäå A � ÷èñëî Àëü�âåíà [13℄, îïðåäåëÿåìîå�îðìóëîé A = Up��B . Îòíîøåíèå óäåëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåð-ãèè âåùåñòâà �v22 è ìàãíèòíîé ýíåðãèè B22� òàêæå ðàâíî A2. Åñëèìàãíèòíîå ïîëå ¾âìîðîæåíî¿ â âåùåñòâî, òî áîëüøîå çíà÷åíèå Aîçíà÷àåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ñëàáî âëèÿåò íà äâèæåíèå. Ìàëîå Aîçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ìàã-íèòíîãî ïîëÿ. Åñëè A � 1, òî äâèæåíèå è ïîëå îêàçûâàþò äðóã íàäðóãà áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîå âîçäåéñòâèå è íàáëþäàåòñÿ ïðèìåðíîðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó íèìè. ×èñëî Àëü�âåíà òàê-æå íàçûâàþò àëü�âåíîâñêèì ÷èñëîì Ìàõà [13℄, õàðàêòåðèçóþùèìîòíîøåíèå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ê àëü�âåíîâñêîé ñêîðîñòè:MA = UUA , UA = Bp�� . Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êèíåòè÷åñêîå èìàãíèòíîå äàâëåíèÿ èìåþò îäèí ïîðÿäîê: �U2 � B2� , ò. å. ïîëàãàÿäëÿ àëü�âåíîâñêîãî ÷èñëà ÌàõàMA = Up��B = O(1);ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: v� 
os � = � 1sin � �p��; (16)v� 
os � = �p�� ; (17)� = ��p�z ; (18)�vz�z + 1sin � ��� (v� sin �) + 1sin � �v��� = 0; (19)���t + v�sin � ���� + v� ���� + vz ���z = � �2��z2 ; (20)



44 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâà�bz�z + �b��� + b� 
tg � + 1sin � �b��� = 0; (21)�bz�t = b� �vz�� + b�sin � �vz�� + bz �vz�z � v� �bz�� � v�sin � �bz�� � vz �bz�z ; (22)�b��t = b� �v��� + b�sin � �v��� + bz �v��z � v� �b��� � v�sin � �b��� � vz �b��z ; (23)�b��t = b� �v��� + b�sin � �v��� + bz �v��z � v� �b��� � v�sin � �b��� � vz �b��z :(24)Èç âèäà óðàâíåíèé ñèñòåìû (16)�(24) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òîïîëå ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ áåçäèâåðãåíòíûì, ãåîñòðî�è÷åñêèì è ãèä-ðîñòàòè÷åñêèì è ÷òî âåðòèêàëüíûé ãðàäèåíò ïëîòíîñòè íå çàäàåòñÿãîðèçîíòàëüíî îäíîðîäíûì ïîëåì ïëîòíîñòè, à îïðåäåëÿåòñÿ äâè-æåíèåì æèäêîñòè. Â óðàâíåíèè (20) ïàðàìåòð � çàäàåòñÿ êàê� = kV r0UD2 :Åñëè kV = O(0:1 ñì2=ñ), U = O(1 ñì=ñ), D = O(4 � 106 ñì), òî� = O(4 � 10�6). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé �, äî-ñòàòî÷íî ìàë, íî òåì íå ìåíåå îí áóäåò ó÷òåí â ñèñòåìå (16)�(24) ñöåëüþ îïèñàíèÿ òåðìè÷åñêîãî ñëîÿ ó ãðàíèöû æèäêîãî ÿäðà Çåìëèñ ìàíòèåé.Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî äèíàìèêè êðóïíîìàñøòàáíûõ ãåî-ñòðî�è÷åñêèõ äâèæåíèé ýëåêòðîïðîâîäíîé æèäêîñòè. Îíî çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîé ãèäðîäèíàìèêè, ãåîñòðî-�è÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå ïðèâîäèò ê âûðîæäåííîìó õàðàêòåðó ñè-ñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëîæå-íèé, â îòëè÷èå îò ãåîñòðî�è÷åñêèõ äâèæåíèé ñ ìåíüøèì ãîðèçîí-òàëüíûì ìàñøòàáîì L, òàêèì, ÷òî Lr0 � 1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîïðè áîëüøîé âåëè÷èíå ãîðèçîíòàëüíîãî ìàñøòàáà äâèæåíèÿ óðàâ-íåíèÿ Ìàêñâåëëà ñîëåíîèäàëüíîñòè è èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿäëÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëîæåíèé ñîõðàíÿþò ñâîéâèä â ñìûñëå âèäà èñõîäíûõ íàçâàííûõ óðàâíåíèé â ðàçìåðíîì âè-äå. Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ ïëîòíîñòè è âñåõ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, âîçíè-



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 45êàþùèõ â ÿäðå Çåìëè â ðåçóëüòàòå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ èçìåíåíèé óãðàíèöû ñ ìàíòèåé, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò-ñÿ óðàâíåíèÿìè êðóïíîìàñøòàáíîé äèíàìèêè, ïîëó÷åííûìè âûøå.Èñêëþ÷èì äàâëåíèå èç óðàâíåíèé (16) è (17). Äëÿ ýòîãî ïðî-äè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (16) ïî �:v� 
os 2� + 12 �v��� sin 2� = � �2p����; (25)à óðàâíåíèå (17) � ïî �:�v��� 
os � = �2p����: (26)Èç óðàâíåíèÿ (25) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (26)v� 
os 2� + 12 �v��� sin 2� + �v��� 
os � = 0;èëè, ðàçäåëèâ íà ïðîèçâåäåíèå 
os � � sin �,
os 2�
os � � sin � v� + �v��� + 1sin � �v��� = 0: (27)Èç óðàâíåíèÿ (19) ïîëó÷àåì1sin � �v��� + �v��� = ��vz�z � 
tg �v� = 0: (28)Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (27) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (28) ïîëó÷èì� 
os 2�
os � � sin � � 
tg �� v� = �vz�z ;èëè v� sin � = ��vz�z 
os �: (29)Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (29) è (16),�vz�z 
os2 � = �p��: (30)



46 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. ÕîëîäîâàÓðàâíåíèå (20), â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ãåî-ñòðî�è÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (16) è (17) è óðàâíåíèÿ ãèäðîñòàòèêè(18), ïðèìåò âèä1
os � � sin � ��p�� ���� � �p�� ������ vz �2p�z2 = �� �3p�z3 :Ïîñêîëüêó èç óðàâíåíèÿ (18) èìååì���� = � �2p���z ; ���� = � �2p���z ;òî îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå (20) ïðèíèìàåò âèä1
os � � sin � ��p�� �2p���z � �p�� �2p���z�� vz �2p�z2 = �� �3p�z3 : (31)Óðàâíåíèÿ (22), (23) è (24) ñ ó÷åòîì ãåîñòðî�è÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé(16) è (17) ïðåäñòàâèìû â �îðìåb� �vz�� + b�sin � �vz�� + bz
os2 � �p��++ 1
os � � sin � D(p; bz)D(�; �) � vz �bz�z = 0; (32)�b� ��� � 1
os � � sin � �p���� b�sin2 � 
os � �2p��2 � bz
os � � sin � �2p�z��++ 1
os � � sin � D(p; b�)D(�; �) � vz �b��z = 0; (33)b� ��� � 1
os � �p���+ b�sin � � 
os � �2p���� + bz
os � �2p�z��++ 1
os � � sin � D(p; b�)D(�; �) � vz �b��z = 0: (34)Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (30)�(34) èñêîìûìè �óíêöèÿìèÿâëÿþòñÿvz(�; �; z); p(�; �; z); b�(�; �; z); b�(�; �; z); bz(�; �; z):



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 47�àññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (30)�(34). Áóäåìèçó÷àòü äèíàìèêó íèæå ýêìàíîâñêîãî ñëîÿ, ïðèëåæàùåãî ê ãðà-íèöå æèäêîãî ÿäðà Çåìëè ñ ìàíòèåé. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîéîáëàñòè âÿçêîñòü íåñóùåñòâåííà, òî äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ çàäàíèåíà âåðõíåé ãðàíèöå íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Èòàê,vz = vze(�; �; 1):Íà âåðõíåé ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïëîòíîñòü íåîáõîäè-ìî ñîãëàñîâàòü ñ çàäàííûì ïîëåì ïëîòíîñòè ó ïîâåðõíîñòè ìàíòèè,êîòîðàÿ â óçêîì ýêìàíîâñêîì ñëîå ó ãðàíèöû æèäêîãî çåìíîãî ÿäðàñ ìàíòèåé ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ�� = �0(1� �T�)óñëîâèå ýòî ïðåäñòàâèì â ðàçìåðíîì âèäåT�(�; �; 1) = F0Ts(�; �; 1) = �0 � ����0 = �0 � �0(1 + "F�)��0 == �"F�� = �2!Ur0�gD � = �2!Wr02�gD2 �(�; �; 1):Îòêóäà �(�; �; 1) = ��gD2F02!Wr02 Ts(�; �); (35)ãäå F0 � õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà èçìåíåíèé ïîâåðõíîñòíîé òåìïå-ðàòóðû, � � êîý��èöèåíò òåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ. ÔóíêöèÿTs(�; �) îïðåäåëÿåò ãîðèçîíòàëüíóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ ïîâåðõíîñòíîéòåìïåðàòóðû è èìååò ïîðÿäîê O(1). Äàëåå âûáåðåì âåðòèêàëüíûéìàñøòàá äâèæåíèÿ D òàêèì, ÷òîD =s2!Wr02�gF0 ; (36)è, ñëåäîâàòåëüíî, � èìååò ïîðÿäîê O(1).Ïðè âûáîðå âåðòèêàëüíîãî ìàñøòàáà äâèæåíèÿ ñîãëàñíî ñîîò-íîøåíèþ (36) ãîðèçîíòàëüíûå èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè â ñëîå áóäóòòîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ãîðèçîíòàëüíûå èçìåíåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé



48 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâàïëîòíîñòè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2! � 1:4 � 10�5ñ�1, r0 = O(6 � 108ñì),�F0 � 3 � 10�4, g = 103ñì=ñ2, W = 10�2ñì=ñ, ïîëó÷èì îöåíêóD = 40 êì. Ýòà îöåíêà ñîãëàñóåòñÿ ñ îöåíêàìè [14℄. Ïóñòü íà÷à-ëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå æèäêîãî çåìíîãî ÿäðà è ìàí-òèè. Òàê êàê D íàìíîãî ìåíüøå òîëùèíû îáúåìà æèäêîãî ÿäðà, òîïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî z èçìåíÿåòñÿ îò ��1� äî �0�. Ïðè z ! �1âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè çàòóõàåò è âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðî-ñòè óñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ. Êðîìå ðàñ-ñìîòðåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå óñëîâèéb� = 0; b� = 0 ïðè z = 0;v� ! 0; v� ! 0; b� ! 0; b� ! 0 ïðè z ! �1: (37)Àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà �óíêöèè p:p(�; �; z) = a(�; �) +m(�; �)ek(�; �)z; (38)ñîãëàñóåòñÿ ñî ñòðóêòóðîé �óíêöèè p, ïðåäëîæåííîé �.Ò. Íèäëå-ðîì [15℄ â òðàäèöèîííîé ãèäðîäèíàìèêå áåç ó÷åòà ñèëû Ëîðåíöà.Â äàëüíåéøåì k(�; �) > 0.Ïîäñòàâëÿÿ �óíêöèþ p èç ñîîòíîøåíèÿ (38) â óðàâíåíèå (30) èèíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïî ãëóáèíå æèäêîãî ÿäðà, ïîëó-÷èì âûðàæåíèå äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè:vz(�; �; z) = 1
os2 �(1k �m�� �ekz � 1�+ z �a��++m�k��  zekzk + 1� ekzk2 !)+ vze(�; �): (39)Óðàâíåíèå (31) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (38) è (39) ïðèìåò âèä1
os � sin � ���a��+ �m��ekz+m�k��zekz�ekz��m�� k+m�k��+mkz �k�������a�� k + �m�� ekz +m�k�� zekz� ekz �k�m�� +m�k�� +mkz �k������ 1
os2 � " 1k �m�� �ekz�1�+ z �a��+m�k��  zekzk +1� ekzk2 !#mk2ekz == ��mk3ekz �mk2ekzvze: (40)



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 49Èç óðàâíåíèÿ (40) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:m2k �k�� = 0; (41)m�m�� ��k�� 
tg � � k� = 0; (42)km�a�� ��k�� 
tg � � k� = 0; (43)�mk3 = 1
os � � sin � �k�a�� �m�� � �a�� ��� (mk)��� mk
os2 � �m�� +mk2vze: (44)Â óðàâíåíèè (41) �k�� = 0 ïðè m 6= 0, k 6= 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,k = k(�). Ñîîòíîøåíèÿ (42)�(44) çàïèñàíû ñ ó÷åòîì ýòîãî �àêòà.Èç ñîîòíîøåíèé (42) è (43) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî �m�� = 0 è �a�� = 0îäíîâðåìåííî, ÷òî îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü îò � äàâëåíèÿ, ãîðèçîí-òàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè è ðàâåíñòâî íóëþ v� è âåðòèêàëüíîéêîìïîíåíòû ñêîðîñòè vze ïðè ëþáîì z, ëèáî k(�) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-åì óðàâíåíèÿ �k�� 
tg � � k = 0;îòêóäà k(�) = C
os � ; C = 
onst: (45)Èç âûðàæåíèÿ (39) ñëåäóåò, ÷òî �a�� = 0, à èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèév� ! 0; v� ! 0 ïðè z ! �1ñëåäóåò, ÷òî a(�; �) � 0.Èç óñëîâèÿ (35) ïðè z = 0 ïîëó÷èì�(�; �; 0) = ��p�z (�; �; 0) = �Ts(�; �) = �mk;



50 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâàñëåäîâàòåëüíî, m(�; �) = Ts(�; �)k(�) ; (46)à èç óðàâíåíèé (16)�(18) è ñîîòíîøåíèé (38) è (46) íàõîäèì ñëåäó-þùèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè:p(�; �; z) = Ts(�; �)k(�) ekz; (47)�(�; �; z) = �Ts(�; �)ekz;v�(�; �; z) = 1
os � � 1k �Ts�� � Tsk2 dkd� + Tsk dkd� z� ekz; (48)v�(�; �; z) = � 1k 
os � � sin � �Ts�� ekz; (49)vz(�; �; z) = vze(�; �) + 1k2 
os2 � �Ts�� �ekz � 1� : (50)Èç ñîîòíîøåíèÿ (44) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (45) è (46) ñëåäóåò�C3 + �Ts�� 
os � � C2vze 
os � = 0è, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (50), ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèåñêîðîñòè â âèäå vz1 = C�
os � ;îïðåäåëÿåìîå ïðè �èêñèðîâàííîì C ïàðàìåòðîì �, õàðàêòåðèçóþ-ùèì èíòåíñèâíîñòü òóðáóëåíòíîé äè��óçèè ïëîòíîñòè, è äèññèïà-öèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïîäúåìà æèäêîñòè îò ãðàíèöû æèäêîãî èòâåðäîãî ÿäåð Çåìëè.�àññìîòðèì äàëåå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (32)�(34), êîòîðûå ñó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé (47) è (48)�(50) çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:b� 24�ekz � 1�C2 �2Ts���� + zekz sin �C 
os2 � �Ts�� 35+ b�C2 sin � �ekz � 1� �2Ts��2 ++ bzekzC 
os � �Ts�� + ekzC sin � �Ts�� �bz�� � 1sin � � 
os � "ekz 
os �C �Ts�� �



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 51�Ts sin �C ekz + zTsekz sin �
os � # �bz�� � �ekz � 1�C2 �Ts�� �bz�z = 0; (51)b� "ekz 
os �C sin2 � �Ts�� � ekzC sin � �2Ts���� � zekz
os2 � �Ts�� #� b�ekzC sin2 � �2Ts��2 �� bzekz
os � � sin � �Ts�� + ekzC sin � �Ts�� �b��� � "ekz 
os �C �Ts�� � ekz sin �C Ts++zekzTs sin �
os � # 1
os � � sin � �b��� � �ekz � 1�C2 �Ts�� �b��z = 0; (52)b� " ekz 
os �C �Ts�� � ekz sin �C Ts + zekz sin �
os � Ts! sin �
os2 �++ ekz 
os �C �2Ts��2 � 2ekz sin �C �Ts�� + 2zekz sin �
os � �Ts�� ��ekz 
os �C Ts + zTsekz + z2CTsekz sin2 �
os3 � ! 1
os �#++ b�
os � � sin � "ekz 
os �C �2Ts���� � ekz sin �C �Ts�� + zekz sin �
os � �Ts�� #++ bz
os � "ekz �Ts�� + zCTsekz sin �
os2 � #+ ekzC sin � �Ts�� �b��� ���ekz � 1�C2 �Ts�� �b��z � 1
os � � sin � "
os �ekzC �Ts�� �� ekzTs sin �C + zekzTs sin �
os � # �b��� = 0: (53)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (21), (51)�(53) â âèäåb�(�; �; z) = eb�(�; z) sina�; b�(�; �; z) = eb�(�; z) 
osa�;bz(�; �; z) = ebz(�; z) 
osa�; Ts(�; �) = eT (�) 
os a�:



52 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. ÕîëîäîâàÄëÿ �óíêöèé eb�; eb�; ebz ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:� ebz�z + � eb��� + eb� 
tg � + asin � eb� = 0; (54)eb� ekz � 1C2 eT 0 + eTzekz sin �!+ aeT �ekz � 1�C2 sin � eb���ebz � 2eTekzC 
os � + eT 0ekzC sin � + z eTekz
os2 � !++ eTekzC sin � � ebz�� � eT �ekz � 1�C2 � ebz�z = 0;eb� � eTekzC sin2 � 
os � + 2eT 0ekzC sin � + 2z eTekz
os2 � !++ eb� a eTekzC sin2 � + ebz eTekzsin � 
os � � eTekzC sin � � eb��� + eT �ekz � 1�C2 � eb��z = 0;eb�
os � � sin �  � eT 0ekz 
os �C + eTekz sin �C � eTzekz sin �
os � !�� eTekzC sin � � eb��� + eT �ekz � 1�C � eb��z = 0;eb� " eT 0 
os �C � eT sin �C + eTz sin �
os � ! tg � + eT 00 
os �C � 2eT 0 sin �C ++2eT 0z sin �C � eT 
os �C + eTz + eTz2C sin2 �
os3 � #+ ebz  eT 0 + eTzC sin �
os2 � !++ a eb�sin �  eT 0 
os �C � eT sin �C + eTz tg �! = 0:Óðàâíåíèå (54) ïðè eb� = 0 ïîçâîëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðåíèå�óíêöèþ  (�; z) ñîîòíîøåíèÿìèebz = 1sin � � �� ; eb� = � 1sin � � �z :



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 53Ïðè ýòîì �óíêöèÿ  (�; z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû(b1(�) + b2(�)z) � �� � �a1(�) + a2(�)z + a3(�)z2� � �z = 0;A(�; z)� �z +B(�; z)�2 �z2 = 0; (55)A1(�; z)� �� +B1(�; z)�2 ��2 = 0; (56)ãäå a1(�) = eT 00(�) 
os �C � eT 0(�) sin �C � eT (�)C 
os � ;a2(�) = �1 + tg2 �� eT (�) + 2 eT 0(�) tg �;a3(�) = eT (�)C sin2 �
os3 � ; b1(�) = eT 0(�); b2(�) = eT (�)C sin �
os2 � ;A(�; z) = eTekzC 
os � � 2 eT 0ekzC sin � � 2eTzekz
os2 � + a1 + a2z + a3z2b1 + b2z eTekzsin � 
os �++ eTekzC sin � (a2 + 2a3z)(b1 + b2z)� (a1 + a2z + a3z2)b2(b1 + b2z)2 ;B(�; z) = eTekzC sin � (a1 + a2z + a3z2)b1 + b2z � eT �ekz � 1�C2 ;A1(�; z) = b1 + b2za1 + a2z + a3z2 0� eT 0 �ekz � 1�C2 + eTzekz sin �1A�� 2eTekzC 
os � + eT 0ekzC sin � + eTzekz
os2 � + eTekz 
os �C sin2 � + eT �ekz � 1�C2 sin � ��� (a1 + a2z + a3z)(b01 + b02z)� (b1 + b2z)(a01 + a02z + a03z2)(a1 + a2z + a3z2)2 � ;B1(�; z) = � eTekzC sin � + eT �ekz � 1�C2 sin � (b1 + b2z)(a1 + a2z + a3z2) :



54 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. ÕîëîäîâàÈíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (55) è (56), ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî (�; z) = C1(�) Z e� R A(�;z)B(�;z)dzdz + C3(�); (57) (�; z) = C2(z) Z e� R A1(�;z)B1(�;z)d�d� + C4(z): (58)Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (37) ïîëó÷èìe� R A(�;z)B(�;z)dz�����z!�1! 0; e� R A(�;z)B(�;z)dz�����z=0! 0;(C 02(z) Z e� R A1(�;z)B1(�;z)d�d� � C2(z) �� Z "Z e� R A1(�;z)B1(�;z)d� �Z A01zB1 �B01zA1B21 d��d�#d� + C 04(z))�����z!�1= 0;(C 02(z) Z e� R A1(�;z)B1(�;z)d�d� � C2(z) � (59)� Z "Z e� R A1(�;z)B1(�;z)d� �Z A01zB1 �B01zA1B21 d�� d�# d� + C 04(z))�����z=0= 0:Âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (59) è ñîîòíîøåíèé (57), (58) íà-êëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð �óíêöèé C1(�), C2(z), C3(�),C4(z).Âîîáùå ãîâîðÿ, îäíî èç óðàâíåíèé, (55) èëè (56), ìîæíî è íå ðàñ-ñìàòðèâàòü. Ïðîöèòèðóåì, íàïðèìåð, À.�. Êóëèêîâñêîãî è �.À. Ëþ-áèìîâà [10℄: � . . . Ïðèìåíèâ îïåðàöèþ äèâåðãåíöèè ê óðàâíåíèþ èí-äóêöèè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå��t divb = 0:Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ ñîëå-íîèäàëüíîñòè ïîëÿ divb = 0;



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 55äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿëè íà-÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî divb = 0 âûïîëíÿåòñÿâ ñèëó óðàâíåíèÿ èíäóêöèè è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òåì íå ìåíåå âîìíîãèõ çàäà÷àõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ýòî óðàâíåíèå âìåñòî îäíîéèç ïðîåêöèé óðàâíåíèÿ èíäóêöèè.�Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (55), (56) äîñòàòî÷íîñëîæíîå äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà åãî ïîâåäåíèÿ. Ïîýòîìó, ñ öåëüþíàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå, áîëåå ïðèåìëåìîì äëÿ êà÷åñòâåííîãîàíàëèçà åãî ïîâåäåíèÿ, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èíîé ìåòîä èíòåãðè-ðîâàíèÿ ñèñòåìû:(b1(�) + b2(�)z) � �� � �a1(�) + a2(�)z + a3(�)z2� � �z = 0; (60)A(�; z)� �z +B(�; z)�2 �z2 = 0: (61)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (60) â âèäå �óíêöèîíàëüíîé çà-âèñèìîñòè:  (�; z) = �(f(�; z));ãäå �óíêöèÿ f(�; z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû�f�z = b1(�) + b2(�)z; �f�� = a1(�) + a2(�)z + a3(�)z2;îòêóäà f(�; z) = b1(�)z + b2(�)z22 + C0(�)è b01(�)z + b02(�)z22 + C 00(�) = a1(�) + a2(�)z + a3(�)z2:Ñëåäîâàòåëüíî,b01(�) = a2(�); b02(�)2 = a3(�); a1(�) = C 00(�) (62)è f(�; z) = b1(�)z + b2(�)2 z2 + Z a1(�)d�:



56 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. ÕîëîäîâàÈíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (60), ïîëó÷èì åãî ðåøåíèå â âèäå (�; z) = ��b1(�)z + b2(�)2 z2 + Z a1(�)d�� : (63)Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (63) è óðàâíåíèÿ (61)�00(') + �0(')
(�; z) = 0; (64)ãäå '(�; z) = b1(�)z + b2(�)2 z2 + Z a1(�)d�;
(�; z) = B(�; z)b2(�) +A(�; z) (b1(�) + b2(�)z)B(�; z) (b1(�) + b2(�)z)2 :Ïîíèæàÿ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (64), ò. å., ïîëàãàÿ �0(') = e�('), äëÿ�óíêöèè e�(') ïîëó÷èì óðàâíåíèåe�0(') + e�(')
(�; z) = 0;ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåe�('(�; z)) = eC(�; z) exp (�
(�; z)'):Ñëåäîâàòåëüíî, (�; z) = �(�; z) = � eC(�; z)
(�; z) exp (�
(�; z)') + eC1(�; z);ãäå eC(�; z) è eC1(�; z) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè èíòåãðèðîâàíèÿ.Ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �óíêöèé 
(�; z) è 
0z(�; z)ïðè z ! �1, à èìåííî 
(�; z) � 1z2 ;
0z(�; z) = � 2b22(�)(b1(�) + b2(�)z)3 + A0z(�; z)B(�; z) (b1(�) + b2(�)z)2�� A(�; z)B0z(�; z)B2(�; z) (b1(�) + b2(�)z) � 2A(�; z)b2(�)B(�; z) (b1(�) + b2(�)z)3 � 1z3 ;



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 57ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ � �z ! 0 ïðèz !1, ò. å.limz!�1"exp (�
(�; z)'(�; z))
(�; z)  eC(�; z)
0z(�; z) (1 + 
(�; z)
(�; z))
(�; z) ++
(�; z) (b1(�) + b2(�)z)� eC 0z(�; z)!+ eC 01z(�; z)# = 0;íåîáõîäèìûìè ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàlimz!�1�z eC(�; z)� z2 eC 0z(�; z)� = 0 è limz!�1 eC 01z(�; z) = 0:Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé eC(�; z) è eC 0z(�; z)ìîãóò áûòü âûáðàíû �óíêöèè âèäàeC(�; z) = z exp (kz) �(�); eC1(�; z) = z2 exp (kz) ;ãäå �óíêöèÿ �(�) îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ� �z ! 0 ïðè z = 0;à èìåííî 
(�; 0) b1(�) = �(�)èëè b2(�)b1(�) + A(�; 0)B(�; 0) = �(�):Èòàê, (�; z) = �z�(�) exp(kz)
(�; z) exp (�
(�; z)'(�; z)) + z2 exp(kz):Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ âû-



58 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâàðàæåíèÿìèbz(�; �; z) = 
osa�sin � (�[1 + 
(�; z)'(�; z)℄ z�(�) 
0�(�; z) exp(kz)
2(�; z) ++ z exp(kz)
(�; z) [
(�; z)'0�(�; z)��0(�)� zk0(�)�(�)℄��� exp (�
(�; z)'(�; z)) + z3k0(�) exp(kz));b�(�; �; z) = �
osa�sin � �z exp(kz)�(�)
0z(�; z) [1 + 
(�; z)'(�; z)℄
(�; z) ++
(�; z) (b1(�) + b2(�)z)� (1 + kz)�(�) exp(kz)�+(2 + kz) z exp(kz):�àññìîòðèì äàëåå äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ñëåäóþùèé ñëó÷àé:b�(�; �; z) = 0; �Ts�� = 0:Òîãäà èç óðàâíåíèé (21), (51)�(53) ïîëó÷àåìb� = b�(�; z); bz = bz(�; z); bz = 1sin � � (�; z)�� ;b� = � 1sin � � (�; z)�z ; �� �z ��T 00s 
os �C � T 0s sin �C � TsC 
os ��++ ��1 + tg2 ��Ts + 2 tg �T 0s� z + CTs sin2 �
os3 � z2�++� �� �T 0s + 
Ts sin �
os2 � z� = 0: (65)Çàïèøåì äëÿ óäîáñòâà óðàâíåíèå (65) â âèäå� �z �a1(�) + a2(�)z + a3(�)z2�� � �� [b1(�) + b2(�)z℄ = 0; (66)



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 59ãäå a1(�) = T 00s 
os �C � T 0s sin �C � TsC 
os � ;a2(�) = �1 + tg2 ��Ts + 2 tg �T 0s;a3(�) = CTs sin2 �
os3 � ; b1(�) = T 0s; b2(�) = CTs sin �
os2 � : (67)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (66), ïîëó÷èì åãî ðåøåíèå â âèäå (�; z) = ��b1(�)z + b2(�)2 z2 + Z a1(�)d�� : (68)Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ� �z = 0 ïðè z ! �1 è z = 0ñëåäóåò �0�Z a1(�)d�� = 0 (69)è limz!�1�0�b1(�)z + b2(�)2 z2 + Z a1(�)d�� (b1(�) + b2(�)z) = 0: (70)Òîãäà ïðè �(�; z) = J02(�; z) èç óñëîâèÿ (69) ïîëó÷èìJ0�Z a1(�)d�� J1�Z a1(�)d�� = 0;ãäå J0; J1 � �óíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ. Ïðåä-ïîëàãàÿ J1�Z a1(�)d�� = 0;ò. å., ÷òî R a1(�)d� � êîðåíü J1, ïîëó÷èì R a1(�)d� = C1 = 
onst,ñëåäîâàòåëüíî, a1(�) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (67),T 00s � T 0s tg � � �1 + tg2 ��Ts = 0: (71)



60 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. ÕîëîäîâàÇàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (70) äëÿ �óíêöèè �(�; z) == J02(�; z) âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷å-ñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèé Jm(z) ([17℄):Jm(z) �r 2�z 
os�z � m�2 � �4� ïðè z !1;ïîëó÷èìJ0�b1(�)z + b2(�)2 z2� J1�b1(�)z + b2(�)2 z2� (b1(�) + b2(�)z) �� 2� �b1(�)z + b2(�)2 z2� 
os�b1(�)z + b2(�)2 z2 � �4��� 
os�b1(�)z + b2(�)2 z2 � 3�4 � (b1(�) + b2(�)z) ïðè z !1;è, ñëåäîâàòåëüíî,limz!�1 J0�b1(�)z + b2(�)2 z2� J1�b1(�)z + b2(�)2 z2� (b1(�) + b2(�)z) == 2� limz!�1 
os�b1(�)z + b2(�)2 z2 � �4� 
os�b1(�)z + b2(�)2 z2 � 3�4 �b1(�)z + b2(�)2 z2 �� [b1(�) + b2(�)z℄ = 0:Èç ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé (62) ïîëó÷èìT 00s � 2 tg �T 0s � �1 + tg2 ��Ts = 0è T 0s sin � + Ts 
os � = 0;îòêóäà T 00s + �1� tg2 ��Ts = 0: (72)Äàëåå, äëÿ òîãî ÷òîáû �óíêöèÿ Ts(�) óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíè-ÿì (71) è (72), íåîáõîäèìî, ÷òîáû �óíêöèÿ Ts(�) áûëà ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ T 0s + 2 
tg �Ts = 0: (73)



Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùàþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ æèäêîñòè 61Èç óðàâíåíèÿ (73) ñëåäóåòTs(�) = C0sin2 � ; C0 = 
onst:Èòàê,  (�; z) = J02� CC02 sin � 
os2 � z2 � 2C0 
os �sin3 � z� ;ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþòñëåäóþùèé âèä:b�(�; z) = 2sin �J0� CC02 sin � 
os2 � z2 � 2C0 
os �sin3 � z���J1� CC02 sin � 
os2 � z2 � 2C0 
os �sin3 � z�� CC0sin � 
os2 � z � 2C0 
os �sin3 � � ;bz(�; z) = � 2sin �J0� CC02 sin � 
os2 � z2 � 2C0 
os �sin3 � z���J1� CC02 sin � 
os2 � z2 � 2C0 
os �sin3 � z��� ��CC02 �
os2 � � 2 sin2 �sin2 � 
os3 � � z2 + 2C0zsin � �sin2 � + 3 
os2 ��� :Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâ-ëÿåòñÿ ïîñòðîåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìîäåëèðóþùåé ãåîñòðî�è÷å-ñêîå äâèæåíèå â ñëîå èäåàëüíîé ýëåêòðîïðîâîäíîé ñòðàòè�èöèðî-âàííîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Àíàëèç ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåí-íûõ ïîëåé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïîçâîëÿåò ñäåëàòüâûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Ñ.È. Áðàãèíñêîãî î ñóùåñòâîâà-íèè ñèëüíûõ èçìåíåíèé â òîíêîì ñëîå çåìíîãî ÿäðà, ïðèìûêàþùåìê ãðàíèöå ñ ìàíòèåé.Ëèòåðàòóðà1. Áðàãèíñêèé Ñ.È. Âîëíû â óñòîé÷èâî ñòðàòè�èöèðîâàííîì ñëîå íà ïî-âåðõíîñòè çåìíîãî ÿäðà // �åîìàãíåòèçì è àýðîíîìèÿ. 1987. � 3, Ñ. 476�482,



62 Ñ. È. Ïåðåãóäèí, Ñ. Å. Õîëîäîâà2. Õîëîäîâà Ñ.Å. Êâàçèãåîñòðî�è÷åñêèå äâèæåíèÿ âî âðàùàþùåìñÿ ñëîåýëåêòðîïðîâîäíîé æèäêîñòè // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ �èçèêà.2009, �1. Ò. 50. Ñ. 30�41.3. Õîëîäîâà Ñ.Å. Äèíàìèêà âðàùàþùåãîñÿ ñëîÿ èäåàëüíîé ýëåêòðîïðîâîä-íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòå-ìàòè÷åñêîé �èçèêè. 2008. Ò. 48, � 5. Ñ. 882�898.4. Õîëîäîâà Ñ.Å. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êðóïíîìàñøòàáíûõäâèæåíèé ñòðàòè�èöèðîâàííîé ýëåêòðîïðîâîäíîé æèäêîñòè â ñ�åðè÷åñêîìñëîå // Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðáóðã. óí-òà. Ñåð.10. Âûï. 1. 2009. Ñ. 118�133.5. Àëüâåí �., Ôåëüòõàììàð Ê.-�. Êîñìè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà. Ì.: Ìèð,1967. 260 ñ.6. Àëåøêîâ Þ.Ç. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 2001. 264 ñ.7. �óíüêî Þ.Ô., Íîðèí À.Â., Ôèëèïïîâ Á.Â. Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ãàçîäèíà-ìèêà ïëàçìû. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 2003. 176 ñ.8. Øåðêëè� Äæ. Êóðñ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Ì.: Ìèð, 1967. 320 ñ.9. Ïåäëîñêè Äæ. �åî�èçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà: â 2 ò. Ì.: Ìèð, 1984. Ò. 1.400 ñ. Ò. 2. 411 ñ.10.Êóëèêîâñêèé À.�., Ëþáèìîâ �.À.Ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà. Ì.: Ëîãîñ,2005. 328 ñ.11. Ñåäîâ Ë.È. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû: â 2 ò. Ì., 1983: Ò. 1. 528 ñ. 1984.Ò. 2. 560 ñ.12. Êî÷èí Í.Å., Êèáåëü È.À., �îçå Í.Â. Òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà. Ì.:Ôèçìàòãèç, 1963. Ò. 1. 584 ñ.13. Êàóëèíã Ò. Ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà / Ïåð. ñ àíãë. Â.�. Ïåòðîâà. Ì.:Àòîìèçäàò, 1978. 144 ñ.14. Áðàãèíñêèé Ñ.È. Î ñàìîâîçáóæäåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè äâèæåíèèõîðîøî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè // ÆÝèÒÔ. 1964. Ò. 47. Âûï. 3(9).15. Needler G.T. A model for thermo
line 
ir
ulation in an o
ean of �nitedepth // J. Marine Res. 1967. Vol. 25. P. 329�342.16. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Ýëåêòðîäèíàìèêà ñïëîøíûõ ñðåä. Òåîðå-òè÷åñêàÿ �èçèêà. Ò. VIII. Ì.: Íàóêà, 1992. 664 ñ.17. Êîðí �., Êîðí Ò. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâè èíæåíåðîâ. Ì.: Íàóêà, 1984. 832 ñ.



ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈß Î�ÒÎÒ�ÎÏÍÛÕÊ�Ó�ËÛÕ ÏËÀÑÒÈÍÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÍÎ�ÌÀËÜÍÎ�Î ÄÀÂËÅÍÈßÅ. Â. Êðàêîâñêàÿ
�àññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êðóãëûõöèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíûõ è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí ñæåñòêîé çàäåëêîé ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ. Ïîëó÷åíû ñî-îòíîøåíèÿ äëÿ ïðîãèáà ïëàñòèíû ïî òåîðèÿì, îñíîâàííûì íà êèíåìà-òè÷åñêèõ ãèïîòåçàõ Êèðõãî�à�Ëÿâà è Òèìîøåíêî��åéññíåðà, à òàêæåñ ïîìîùüþ óòî÷íåííîé òåîðèè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí Àìáàðöóìÿíà èòåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà. �åøåíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëü-òàòàìè ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî òðåõìåðíîé ìîäåëè â ïðèêëàäíîì ïà-êåòå ANSYS.1. ÂâåäåíèåÍåäàëåêî îò çàäíåãî ïîëþñà ãëàçà ÷åðåç íàðóæíóþ îáîëî÷êó,ñêëåðó, ïðîõîäèò çðèòåëüíûé íåðâ (ðèñ. 1 íà âêëåéêå). Ýòîò ó÷à-ñòîê ñêëåðû íàçûâàåòñÿ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêîé äèñêà çðèòåëüíîãîíåðâà. Ñïëîøíîãî äå�åêòà ñêëåðû â ýòîì ìåñòå íåò, íî èìååòñÿ ååèñòîí÷åíèå è ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìåëêèõ îòâåðñòèé (ðèñ. 1). Âíàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ïðè ãëàóêîìå àòðî�èÿ çðèòåëüíîãîíåðâà ïðîèñõîäèò èìåííî â îáëàñòè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè [1℄�[3℄.Êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [4℄, ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿñîñòàâíûõ îáîëî÷åê è óïðîùåííîé çàäà÷è, ïîêàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷å-íèå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (Â�Ä) ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåò ðàçìå-ðû ñêëåðàëüíîãî êîëüöà, à èçìåíåíèå ðàäèóñà ñêëåðàëüíîãî êîëü-öà ñóùåñòâåííî ìåíüøå âåëè÷èíû ïðîãèáîâ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêèè èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðàçîì, äå�îðìàöèþ ðåøåò÷àòîéïëàñòèíêè ìîæíî èçó÷àòü îòäåëüíî îò äå�îðìàöèè ñêëåðàëüíîéÄîêëàä íà ñåìèíàðå 18 íîÿáðÿ 2008 ã.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ ãðàíò � 09-01-00140a.

 Å. Â. Êðàêîâñêàÿ, 2009



64 Å. Â. Êðàêîâñêàÿîáîëî÷êè, ÷òî ïîìîæåò ó÷åñòü âîçìîæíûå îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ðå-øåò÷àòîé ïëàñòèíêè � åå àíèçîòðîïèþ.

�èñ. 1. �åøåò÷àòàÿ ïëàñòèíêà äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà.2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷2.1. Òåîðèÿ Êèðõãî�à�ËÿâàÈçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèå ïðîãèáà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîéïëàñòèíû, ïîëó÷åííîå ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè, îñíîâàííîé íà ãè-ïîòåçàõ Êèðõãî�à�Ëÿâà, íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà â ïåð-ïåíäèêóëÿðíîì ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíèè è, êàê è äëÿèçîòðîïíîé ïëàñòèíêè, ðàâíî [5℄:w(KL)tr = q(a2 � r2)264D ; D = Eh312(1� �2) ; (1)ãäå �; E � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà è ìîäóëü óïðóãîñòè â ïëîñêîñòèïëàñòèíû, q � íîðìàëüíîå äàâëåíèå, a � ðàäèóñ ïëàñòèíû, r � ïî-ëÿðíàÿ êîîðäèíàòà. Â áåçðàçìåðíîé �îðìå ïðîãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû, ïî òåîðèè Êèðõãî�à�Ëÿâà, èìååò âèä�w(KL)tr = w(KL)tr Dqa4 = 164(1� �r2)2; �r = ra : (2)



Äå�îðìàöèÿ îðòîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí 65Äëÿ öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíêè ïðîãèá ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ â âèäå [6℄�w(KL)or = w(KL)or Drqa4 = �r48(9� n2) � �r1+n2(9� n2)(1 + n) + 18(3 + n)(1 + n) ;Dr = h312 E1E2E2 �E1�122 ; n2 = E2E1 (3)�12; E1; E2 � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà è ìîäóëè óïðóãîñòè â ðàäè-àëüíîì è êàñàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ïëàñòèíû.2.2. Òåîðèÿ Òèìîøåíêî��åéññíåðàÑîãëàñíî òåîðèè Òèìîøåíêî [5℄, â ðàâíîìåðíî íàãðóæåííîéêðóãëîé ïëàñòèíêå, çàùåìëåííîé ïî êîíòóðó, ñëåäóåò ïðèíÿòü âîâíèìàíèå ïðîãèá, îáóñëîâëåííûé êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè.Òàêèì îáðàçîì, ïðîãèá ïëàñòèíû èìååò âèä�w(TR)tr = w(TR)tr Dqa4 = �w(KL)tr + E32G0(1� �2) �ha�2 (1� �r2); (4)ãäå G0 � ìîäóëü ñäâèãà â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòèèçîòðîïèè.Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé îðòîòðîïèè ïðîãèá ïëàñòèíû èìååòâèä �w(TR)or = w(TR)or Drqa4 = �w(KL)or + 3Dr(1� �r2)8G13ha2 ; (5)ãäå G13 � ìîäóëü ñäâèãà, õàðàêòåðèçóþùèé èçìåíåíèå óãëîâ ìåæäóãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè r è z.Èçâåñòíî [7, 8℄, ÷òî äëÿ òîíêèõ òåë èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëàòåîðèÿ Êèðõãî�à�Ëÿâà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëè-æåíèåì ïðè �! 0: �4 = h212(1� �2)R2 ; (6)ãäå h � òîëùèíà ïëàñòèíû, � � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, R� õàðàêòåðíûé ðàçìåð, êîòîðûì â ñëó÷àå êðóãëîé ïëàñòèíû



66 Å. Â. Êðàêîâñêàÿÿâëÿåòñÿ åå ðàäèóñ. Â ðàáîòàõ [7, 8℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî òåîðèÿÒèìîøåíêî��åéñ
íåðà, ó÷èòûâàþùàÿ ñäâèã, íåçíà÷èòåëüíî óòî÷-íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ è ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðîòèâîðå-÷èâîé äëÿ èçîòðîïíûõ òîíêîñòåííûõ òåë, îäíàêî ïðè ðàññìîòðå-íèè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê â [7, 8℄ ââåäåíäîïîëíèòåëüíûé ìàëûé ïàðàìåòð G0=E, ãäå G0 � ìîäóëü ñäâèãàâ ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè èçîòðîïèè, E � ìîäóëüóïðóãîñòè â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè, è íà ðÿäå ïðèìåðîâ ïî-êàçàíî, ÷òî ïðè �óìåðåííî ìàëîé ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè� íà ñäâèãòåîðèÿ Òèìîøåíêî��åéñ
íåðà àñèìïòîòè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâà èóòî÷íÿåò òåîðèþ Êèðõãî�à�Ëÿâà.2.3. Óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ ÀìáàðöóìÿíàÄëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì åùå îäíó îòëè÷íóþ îò êëàññè÷åñêîéòåîðèþ, óòî÷íåííóþ òåîðèþ Àìáàðöóìÿíà [6℄, â êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ,÷òî êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ èëè ñîîòâåòñòâóþùèå äå�îðìàöèè ïîòîëùèíå ïëàñòèíû ìåíÿþòñÿ ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó, è â ýòîìñëó÷àå ïðîãèá ïî óòî÷íåííîé òåîðèè Àìáàðöóìÿíà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû èäåíòè÷åí ïðîãèáó, ïîëó÷åííîìó ïî òåîðèèÒèìîøåíêî��åéññíåðà, è èìååò âèä:�w(Am)tr = w(Am)tr Dqa4 = �w(KL)tr + E32G0(1� �2) �ha�2 (1� �r2): (7)Ïðîãèá ïî óòî÷íåííîé òåîðèè Àìáàðöóìÿíà äëÿ öèëèíäðè÷åñêèîðòîòðîïíîé ïëàñòèíû:�w(Am)or = w(Am)or Drqa4 = �w(KL)or + E1480(1 + n)(1� �12�21) �ha�2�� �6(3 + 2n)� 6�rn+1 � 12�r2(1 + n)�++(A2 �A1)20(1 + n) �ha�2� 1(1 + n2) � 2�r1+n(1� n2)(1 + n) + �r2(1� n)� ;A1 = �E1E3 �13 + �12�231� �12�21 ; A2 = �E2E3 �23 + �21�131� �12�21 ; �21 = E1E2 �12:(8)



Äå�îðìàöèÿ îðòîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí 672.4. Óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõàÏðèìåíèì óòî÷íåííóþ èòåðàöèîííóþ òåîðèþ Â.À. �îäèîíîâîé,Á.Ô. Òèòàåâà è Ê.Ô. ×åðíûõà [9℄ äëÿ ðàñ÷åòà ïðîãèáà òðàíñâåð-ñàëüíî-èçîòðîïíîé è öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé êðóãëîé ïëàñòè-íû ñ æåñòêîé çàäåëêîé. Ýòà òåîðèÿ ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ïåðâîåïðèáëèæåíèå ïðè ïðèâåäåíèè êðàåâîé çàäà÷è òðåõìåðíîé òåîðèèóïðóãîñòè ê äâóìåðíîé ìåòîäîì âçâåøåííûõ íåâÿçîê.Ïðåäëîæåííàÿ òåîðèÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ ãèïîòåçàõ:� Ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ðàñïðå-äåëåíû ïî òîëùèíå îáîëî÷êè ïî çàêîíó êâàäðàòè÷íîé è êó-áè÷åñêîé ïàðàáîëû ñîîòâåòñòâåííî.� Òàíãåíöèàëüíûå è íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ïåðå-ìåùåíèÿ ðàñïðåäåëåíû ïî òîëùèíå îáîëî÷êè ïî çàêîíó ïîëè-íîìà ñîîòâåòñòâåííî òðåòüåé è âòîðîé ñòåïåíè.Íîâàÿ èòåðàöèîííàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåøåíèå äëÿ äå-�îðìàöèè ïëàñòèíû, ó÷èòûâàþùåå ïîâîðîòû âîëîêîí, èõ èñêðèâ-ëåíèå, à òàêæå èçìåíåíèå èõ äëèíû.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè ãèïîòåçàìè ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðàïåðåìåùåíèÿ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè èùåì â âèäåU1 = u�P0 + 
�1P1 + ��1P2 + '�1P3;U3 = w�P0 + 
�3P1 + ��3P2; (9)ãäå Pi (i = 0; 1; 2; 3) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà:P0(z) = 1; P1(z) = 2zh ; P2(z) = 6z2h2 � 12 ; P3(z) = 20z3h3 � 3zh ;(10)u�; w�; '�1; 
�i ; ��i (i = 1; 3) � �óíêöèè êîîðäèíàò. Â ñèëó îñåñèììå-òè÷íîñòè çàäà÷è U2 = 0. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíûâ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:dTrdr + Tr � T�r = 0; dQrdr + Qrr = �q; dMrdr + Mr �M�r = 0;(11)



68 Å. Â. Êðàêîâñêàÿãäå Tr, T� � óñèëèÿ, Mr, M� � ìîìåíòû, Qr � ïåðåðåçûâàþùàÿñèëà. Ñîãëàñíî (11), ìîæíî íàéòè Qr = �qr=2. Â ñëó÷àå ðàâíîìåð-íîé íàãðóçêè äëÿ êðóãëîé ïëàñòèíû M0 = qh2=10; T0 = �qh=2.Ñîãëàñíî [9℄ ìîæíî ïðåäñòàâèòü óñèëèÿ è ìîìåíòû â âèäå êîîðäè-íàòíûõ �óíêöèé, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ìîãóò áûòü íàéäåíû èçóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà,ïðîãèá ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé êðóãëîéïëàñòèíû ñ æåñòêîé çàäåëêîé èìååò âèä:w(Ch)tr = U3 jz=0= 3q(a2 � r2)2(1� �2)16Eh3 + 3q(a2 � r2)10hG0 ++q(a2 � 6r2)(1 + �)�080E0h + qEh�0210E02(1� �) � qh20E0 ; (12)ãäå �0; E0 � ïàðàìåòðû òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû âïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè èçîòðîïèè.Ïðîãèá ïëàñòèíû ïî òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõàìîæíî íàéòè ïî �îðìóëå�w(Ch)tr = w(Ch)tr Dqa4 = E(1� �r2)40G0(1� �2) �ha�2 + E(1� 6�r2)�0960E0(1� �) �ha�2++ E2�02120E02(1� �2)(1� �) �ha�4 � E240E0(1� �2) �ha�4 + �w(KL)tr :(13)Ïðèâåäåì òàêæå äå�îðìàöèþ öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîéêðóãëîé ïëàñòèíû ñ æåñòêîé çàäåëêîé:w(Ch)or = U3���z=0 = w(KL)or + D3rn�11� n + D0a22 + 2B�1a2h(1 + n)(1� n2)��2D0r2 � 2B�1h(1� n2) a1�nr1+n(1 + n) � qa49Dr(9� n2) � D3an�1(1� n) � ��32 ;��3 = � h6anr(1� n2)(9� n2)�B�1 (9� n2)hran(��31 + ��32)� rna(n��31++��32)i+B�0 (1� n2)hr3an(3��31 + ��32)� rna3(n��31 + ��32)i�+ M0hE�3 ;



Äå�îðìàöèÿ îðòîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí 69E�3 = E31� �13��31 � �23��32 ; ��31 = �31 + �21�321� �12�21 ; ��32 = �32 + �12�311� �12�21 ;E2�21 = E1�12; E3�32 = E2�23; E1�13 = E3�31; (14)ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:D�0 = (1� n2) 9qE1E3�212(9� n2) + h2B�0E22G13�23+E2�9qE3(n2 � 9) + h2B�0E1G13��13(3 + �12) + 3�12�23��!+30B�1E3G13(9� n2)(E2 �E1�212);D��3 = 30E3(9� n2)(1 + n)(E2 �E1�212);D�3 = (a1�nhE2(B�1 (9� n2) + a2B�0(1� n2)))��(E2�23 +E1(�13(n+ �12) + n�12�23));B�0 = qh4Dr ; B�1 = 3q�13(1� �12)5E3 � 3q�23(E2 �E1�12)5E1E3 : (15)Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé �îðìóëà (14) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàñëå-äóþùèì îáðàçîì:�w(Ch)or = w(Ch)or Drqa4 = �w(KL)or + D0Dr2qa2 (1� 4�r2)� 18(9� n2)����3Dr2qa4 + 2B�1Drqa2h(1 + n)(1� n2) (1� �r1+n)� D3Dran�5q(1� n) (1� �rn�1):(16)Òåîðèÿ �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà ïîçâîëÿåò íàéòè èçìåíåíèåòîëùèíû ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ:�h = w(Ch)���z=h=2 � w(Ch)���z=�h=2 = U3���z=h=2 � U3���z=�h=2 = 2
�3 ;(17)ãäå äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû
�3 = T0=2E�; E� = E01� 2�0�� ; �� = EE0 �01� � ; (18)



70 Å. Â. Êðàêîâñêàÿà äëÿ öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû
�3 = T02E�3 + A�1h2(1� n2) �(n��31 + ��32)� � ra�n�1 (��31 + ��32)� ;A�1 = q�13(�12 � 1)2E3 + q�23(E2 � �12E1)2E1E3 : (19)3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû3.1. Òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíàÄëÿ ñðàâíåíèÿ ïðîãèáîâ ïëàñòèíû, ïîëó÷àþùèõñÿ ñ ïîìîùüþðàçëè÷íûõ òåîðèé, ïðèâåäåì òàêæå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîãèáà,ïîëó÷àþùèåñÿ ïî òðåõìåðíîé òåîðèè ñ ïîìîùüþ ïðèêëàäíîãî ïà-êåòà ANSYS (w3d).�àñ÷åòû ïðîãèáà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ïðîâî-äèëèñü ïðè ïàðàìåòðàõ, áëèçêèõ ê ïàðàìåòðàì ðåøåò÷àòîé ïëà-ñòèíêè äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà [10℄: a = 1 ìì, h = 0:25 ìì, äàâëå-íèå q = 15 ìì ðò. ñò., ìîäóëü Þíãà E = 1:43 ÌÏà, ìîäóëü ñäâèãàG = E=(2(1 + �)), èçâåñòíî, ÷òî E=E0 � 100 [11℄, êîý��èöèåíòûÏóàññîíà ðàññìàòðèâàþòñÿ: � = 0:45, �0 = 0:09. Áóäåì âàðüèðîâàòüçíà÷åíèÿ ñäâèãîâîé æåñòêîñòè G0=E ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþ-ùèõ óñëîâèé: j�0j < (E0=E)1=2 è �1 < � < 1� 2�02(E0=E);E;E0 > 0.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ìàêñèìàëüíûå ïðîãèáû ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ñ ðàçíîé òîë-ùèíîé, ïîëó÷åííûå ïî òåîðèÿì Êèðõãî�à�Ëÿâà, Òèìîøåíêî��åéññíåðà, Àìáàðöóìÿíà, �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà è ñ ïîìî-ùüþ ïðèêëàäíîãî ïàêåòà ANSYS.Òàê êàê îòíîøåíèå òîëùèíû ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè ê åå ðàäèó-ñó ñîñòàâëÿåò 1=4, ðàññìîòðèì áîëåå òàêæå òîíêóþ îáîëî÷êó, ÷òîáûèññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ïðîãèáà îò òîëùèíû ïëàñòèí-êè. Ïóñòü h = 0:05 ìì.Íà ïðîãèá ïëàñòèíû, îïðåäåëåííûé ïî òåîðèè Êèðõãî�à-Ëÿâà, âëèÿþò òîëüêî ïàðàìåòðû â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè. ÒåîðèèÒèìîøåíêî��åéññíåðà è Àìáàðöóìÿíà èäåíòè÷íî ó÷èòûâàþò òàê-æå ìîäóëü ñäâèãà â G0. Óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�
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�èñ. 2. Ïðîãèá (â ìêì) òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû.×åðíûõà ó÷èòûâàåò â ðàâíîé ñòåïåíè âñå ïàðàìåòðû òðàíñâåðñàëü-íîé èçîòðîïèè, êàê è òðåõìåðíàÿ çàäà÷à, à òàêæå ïîçâîëÿåò îïðå-äåëèòü íîâóþ òîëùèíó ïëàñòèíû ïîñëå äå�îðìàöèè.Ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ, â ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíàÿ òîëùèíàïëàñòèíû ñîñòàâëÿåò 0:25 ìì, òîëùèíà ïëàñòèíû óìåíüøàåòñÿ íà0:03 ìì, åñëè íà÷àëüíàÿ òîëùèíà ïëàñòèíû ñîñòàâëÿåò 0:05 ìì �íà 0:006 ìì.�àçíèöà ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ â òðåõìåðíîé çàäà÷å, è ðå-çóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ïî òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà,ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 2%, â òî âðåìÿ êàê ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àþùèå-ñÿ ïî òåîðèÿì Àìáàðöóìÿíà è Òèìîøåíêî��åéññíåðà, îòëè÷àþòñÿîò íèõ íà 17%. Ïðè óìåíüøåíèè òîëùèíû ïëàñòèíû îòêëîíåíèåðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèè Àìáàðöóìÿíà è Òèìîøåíêî��åéññíåðà, îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà è òðåõìåðíîé òåîðèè, ñíèæàåòñÿ äî 3%.3.2. Öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíàÿ ïëàñòèíàÏðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïðîãèáà öèëèíäðè÷åñêèîðòîòðîïíîé ïëàñòèíû èñïîëüçîâàëèñü òå æå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðà-ìåòðû ïëàñòèíû è çíà÷åíèå äàâëåíèÿ, ÷òî è äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû. Ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàëèñüêàê áëèçêèå ê ïàðàìåòðàì, õàðàêòåðèçóþùèì ðåøåò÷àòóþ ïëàñòè-íó ãëàçà [11℄: ìîäóëèÞíãàE1 = E2=n2 = 100E3 = 1:43ÌÏà, ìîäóëèñäâèãà G12 = G13l = G23 = E1=(2(1 + �12)), êîý��èöèåíòû Ïóàññî-íà �13 = �23 = 0:01, �12 = 0:45 (�ij = �jiEj=Ei ïðè i 6= j). Áóäåì



72 Å. Â. Êðàêîâñêàÿâàðüèðîâàòü ìîäóëè Þíãà è ìîäóëè ñäâèãà, ò. å. ðàññìîòðèì çàäà÷óäëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé n è l.Êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà âûáèðàëèñü ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿóñëîâèé [7℄1� �2ijEi=Ej > 0; j�ij j < (Ej=Ei)1=2 (i; j = 1; 2; 3; i 6= j);�12�13�23 < 12 �1� �212E1E2 � �213E1E3 � �223E2E3� : (20)Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ïðîãèáû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòèöèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû ñ ðàçíîé òîëùèíîé, ïîëó-÷åííûå ïî òåîðèÿì Êèðõãî�à�Ëÿâà, Òèìîøåíêî��åéññíåðà, Àì-áàðöóìÿíà, �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà è ñ ïîìîùüþ ïðèêëàä-íîãî ïàêåòà ANSYS ïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà n.
�èñ. 3. Ïðîãèá (â ìêì) öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíûïðè l = 1.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ïðîãèáû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòèöèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû ñ ðàçíîé òîëùèíîé, ïîëó-÷åííûå ïî òåîðèÿì Êèðõãî�à�Ëÿâà, Òèìîøåíêî��åéññíåðà, Àì-áàðöóìÿíà, �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà è ñ ïîìîùüþ ïðèêëàä-íîãî ïàêåòà ANSYS ïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà l.Ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ, â ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíàÿ òîëùèíàïëàñòèíû ñîñòàâëÿåò 0:25 ìì, òîëùèíà ïëàñòèíû óìåíüøàåòñÿ íà0:017 ìì, åñëè íà÷àëüíàÿ òîëùèíà ïëàñòèíû ñîñòàâëÿåò 0:05 ìì �íà 0:003 ìì.Ïàðàìåòðû n; l çíà÷èòåëüíî âëèÿþò íà âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíî-ãî ïðîãèáà è åãî �îðìó, ïðè ýòîì ïàðàìåòð l íå âëèÿåò íà ïðîãèá
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�èñ. 4. Ïðîãèá (â ìêì) öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû ïðèn = 2.ïëàñòèíû ñîãëàñíî òåîðèè Êèðõãî�à�Ëÿâà. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðà-ìåòðîâ n è l �îðìà ïðîãèáà ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîëîãîé.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû �îðìû ïðîãèáà öèëèíäðè÷åñêè îðòî-òðîïíîé ïëàñòèíû ñîãëàñíî ðàçíûì òåîðèÿì: 1 � êëàññè÷åñêàÿ òåî-ðèÿ, 2 � òåîðèÿ Òèìîøåíêî��åéññíåðà, 3 � óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ Àì-áàðöóìÿíà, 4 � óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà.

�èñ. 5. Ôîðìû ïðîãèáà öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû(ñì. îáîçíà÷åíèÿ â òåêñòå).



74 Å. Â. Êðàêîâñêàÿ4. Çàêëþ÷åíèåÍàèáîëåå áëèçêèå ðåçóëüòàòû ê òðåõìåðíîé çàäà÷å ïîëó÷åíû ïîóòî÷íåííîé òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà. Òàêæå ðåçóëü-òàòû ðàññ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ñ áîëååòîíêîé ïëàñòèíîé ðàçíèöà ìåæäó ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïî-ìîùüþ ðàçíûõ òåîðèé, ñíèæàåòñÿ äî 3%. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ó÷å-òà èçìåíåíèÿ òîëùèíû ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû ïðè åå äå�îðìàöèèè ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóåò èñïîëü-çîâàòü òåîðèþ �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà.Â çàäà÷å ïðîãèáà ïëàñòèíû ñ ó÷åòîì öèëèíäðè÷åñêîé îðòîòðî-ïèè âàðüèðóþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïëàñòèíû. Êàê è äëÿòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû, ïðè óìåíüøåíèè òîëùèíûïëàñòèíû ðàçíèöà ìåæäó ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ðàçíûìòåîðèÿì, ñíèæàåòñÿ äî 5%. Òåîðèÿ �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõàäàåò ðåçóëüòàòû, íàèáîëåå áëèçêèå ê òðåõìåðíîé çàäà÷å ïðè ðàç-ëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ïëàñòèíû. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿíå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ, ó÷èòûâàþùèõ öèëèíäðè÷åñêóþ îðòîòðî-ïèþ.�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî è ìîäóëü ñäâèãà, è ìîäóëü Þíãà âíàïðàâëåíèè îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, çíà÷è-òåëüíî âëèÿþò íà ðàçìåð è �îðìó ïðîãèáà; åñëè ýòè ïàðàìåòðûóìåíüøàþòñÿ, òî �îðìà ïðîãèáà ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîëîãîé.Ëèòåðàòóðà1. Âîëêîâ Â.Â., Ñóõèíèíà Ë.Á., Óñòèíîâà Å.È. �ëàóêîìà, ïðåãëàóêîìà èî�òàëüìîãèïåðòåíçèÿ. Ë.: Ìåäèöèíà, 1985. 214 ñ.2. Íåñòåðîâ À.Ï. �ëàóêîìà. Ì.: Ìåäèöèíà, 1995. 256 ñ.3. Íåñòåðîâ À.Ï., Åãîðîâ Å.À. �ëàóêîìàòîçíàÿ àòðî�èÿ çðèòåëüíîãî íåð-âà // Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû î�òàëüìîëîãèè / Ïîä ðåä. Ì.Ì. Êðàñíîâà, À.Ï.Íåñòåðîâà, Ñ. Äûáîâà. Ì.: Ìåäèöèíà, 1981. C. 22�53.4. Êðàêîâñêàÿ Å.Â. Î äå�îðìàöèè ñîñòàâíîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîääåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ // Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðá. óí-òà. Ñåð. 1. Âûï. 2.2008. Ñ. 129�132.5. Òèìîøåíêî Ñ.Ï., Âîéíîâñêèé-Êðèãåð Ñ. Ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè. Ì.: Íà-óêà, 1963. 635 ñ.6. Àìáàðöóìÿí Ñ.À. Òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí. Ì.: Íàóêà, 1987. 360 
.7. Òîâñòèê Ï.Å. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì õàðàêòåðå ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåéáàëîê, ïëàñòèí è îáîëî÷åê // Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðá. óí-òà. Ñåð. 1. Âûï. 3. 2007.Ñ. 49-54.



Äå�îðìàöèÿ îðòîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí 758. Tovstik P.E., Tovstik T.P. On the 2D models of plates and shells in
ludingthe shear // ZAMM. 2007. Vol. 87. N 2. P. 160�171.9. �îäèîíîâà Â.À., Òèòàåâ Á.Ô., ×åpíûõ Ê.Ô. Ïpèêëàäíàÿ òåîpèÿ àíèçî-òpîïíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 1996. 280 ñ.10. Áàóýð Ñ.Ì., Çèìèí Á.À., Òîâñòèê Ï.Å. Ïðîñòåéøèå ìîäåëè òåîðèèîáîëî÷åê è ïëàñòèí â î�òàëüìîëîãèè. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 2000. 92 ñ.11. Èîìäèíà Å.Í. Áèîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêëåðû è âîçìîæíîñòè ååóêðåïëåíèÿ ïðè ìèîïèè: Àâòîðå�. êàíä. äèñ. Ì., 1984. 24 ñ.



Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ Î ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈ �ËÀÓÊÎÌÛÀ. À. Ìîðùèíèíà�àññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñêëåðû è ñîñóäîâ çðè-òåëüíîãî íåðâà ïðè ãëàóêîìå. Èññëåäóåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìà-öèÿ ñ�åðû, ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè è öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêè. Íà îñíîâåäåëüòà-ìåòîäà âûâîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-íåéíîé çàäà÷è äëÿ ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè è òîíêîñòåííîãî êðóãîâîãîöèëèíäðà. �àññìàòðèâàåòñÿ �èçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ çà-äà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïîëîé ñ�åðû.1. ÂâåäåíèåÎäíèì èç îïàñíåéøèõ ãëàçíûõ çàáîëåâàíèé ÿâëÿåòñÿ ãëàóêîìà.Íåñìîòðÿ íà èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ, íàïðàâëåííûå íà ðàçðà-áîòêó ìåòîäîâ åå ëå÷åíèÿ, â 15�20 % ñëó÷àÿõ ãëàóêîìà îñòàåòñÿïðè÷èíîé ñëåïîòû è ÷àñòî ïðèâîäèò ê èíâàëèäíîñòè ïî çðåíèþ [1℄.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îð-ìàöèÿ ñêëåðû ãëàçíîãî ÿáëîêà (ñì. ðèñ 1 íà âêëåéêå). Ýòîìó âî-ïðîñó è åãî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîñâÿùåíî ìíîãî ðà-áîò [3℄�[5℄, âñå îíè îïèðàþòñÿ íà èññëåäîâàíèÿ î�òàëüìîëîãîâ. Âíàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò äâå êîíöåïöèè ãëàóêîìû: êîíöåïöèÿÂ. Â. Âîëêîâà (ìåõàíè÷åñêàÿ) [2℄ è êîíöåïöèÿ À. Ï. Íåñòåðîâà (ñî-ñóäèñòàÿ) [1℄, ñâÿçàííàÿ ñ íàðóøåíèåì êðîâîòîêà â ñîñóäàõ, äå�îð-ìèðîâàííûõ ïîä äåéñòâèåì âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ.Ïîñêîëüêó ãëàóêîìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîâûøåííûì âíóòðèãëàç-íûì äàâëåíèåì, îñîáûé èíòåðåñ ïðèîáðåòàåò âîïðîñ, ïðàâîìåðíî ëèèñïîëüçîâàòü ïðè äå�îðìàöèè ñêëåðû è ñîñóäîâ çðèòåëüíîãî íåðâàíåëèíåéíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ [6, 7℄.Àêòóàëüíîñòü ýòîãî âîïðîñà ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìè [8℄, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 3 íà âêëåéêå.Ñðåäè ìåõàíèêîâ ïðèíÿòî ïðåäñòàâëÿòü ñêëåðó â âèäå ñ�åðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè, ìàòåðèàë êîòîðîé, ñîãëàñíî [9℄, íåñæèìàåì.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 16 äåêàáðÿ 2008 ã.

 À. À. Ìîðùèíèíà, 2009



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 772. Îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ íåñæèìàåìîéïîëîé ñ�åðû è ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè2.1. Ëèíåéíîå ðåøåíèå äëÿ ñ�åðû è ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè�àññìîòðèì ïîëóþ èçîòðîïíóþ ñ�åðó, âíóòðåííèé ðàäèóñ êîòî-ðîé ðàâåí R01, à âíåøíèé � R02, çàãðóæåííóþ âíóòðåííèì äàâëåíèåìp = 
onst (ðèñ. 1).

�èñ. 1. Ñ�åðà ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ p.Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äå�îðìèðîâàííîé ñ�åðû èìååò âèäd2udr2 + ur dudr = 0:Åãî ðåøåíèåì ñëóæèò �óíêöèÿ [10℄u = ar + br2 ; ãäå a = p �R01�3(R02)3 � (R01)3 1� 2�E ; b = p �R01�3 �R02�3(R02)3 � (R01)3 1 + �2E :Çäåñü E � ìîäóëüÞíãà, � � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ñ�å-ðû; R01 è R02 � ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãîðàäèóñîâ ñ�åðû äî äå�îðìàöèè.



78 À. À. ÌîðùèíèíàÏîñêîëüêó ìàòåðèàë ñ�åðû íåñæèìàåì, ïðèìåì � = 0:5. Òîãäàâ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòð a = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, �îð-ìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ áóäåò èìåòü âèäu (r) = p �R01�3 �R02�3(R02)3 � (R01)3 34E 1r2 : (1)Â ñîîòâåòñòâèè ñ [11℄ âûïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé:�rr = p �R01�3(R02)3 � (R01)3 � p �R01�3 �R02�3(R02)3 � (R01)3 1r3 ;��� = �'' = p �R01�3(R02)3 � (R01)3 + p �R01�3 �R02�32�(R02)3 � (R01)3� 1r3 : (2)Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òîëùèíà ñ�åðû �0 äî äå�îðìàöèèìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ R01 è R02. Ýòî äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò íàçûâàòüòàêóþ ñ�åðó �ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êîé�.Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ R0� � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòèíåäå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè. Ïðåäñòàâèì R01 è R02 ÷åðåç R0� è �0ñëåäóþùèì îáðàçîì:R01 = R0� � �02 ; R02 = R0� + �02 ��0 = o(R0�)� : (3)Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (1) è (3), èìååìu �R01�+ u �R02� = 6p4E ��R0��4 ��40Æ16��0 �3 (R0�)2 +�20Æ4� :Ïðåíåáðåãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âåëè÷èíàìè �20Æ4, �40Æ16 ïîñðàâíåíèþ ñ 3 �R0��2 è �R0��4, ïîëó÷àåìu �R01�+ u �R02� = p2E �R0��2�0 : (4)



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 79Îñóùåñòâëÿÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ðàçíîñòè u �R01� �u �R02�, íàõîäèì u �R01�� u �R02� = pR0�2E : (5)Âíóòðåííèé R̂1 è âíåøíèé R̂2 ðàäèóñû îáîëî÷êè ïîñëå äå�îð-ìàöèè áóäóò R̂1 = R01 + u �R01� ; R̂2 = R02 + u �R02� : (6)Ñêëàäûâàÿ ýòè çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì �îðìóë (3), (4), ïîëó÷àåìâåëè÷èíó äå�îðìèðîâàííîãî ðàäèóñà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè:R̂� = R0��1 + p4E R0��0� : (7)Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëå äå�îðìàöèè òîëùèíà ñ�åðû �̂ îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèåì: �̂ = R̂2 � R̂1 = R0� + u �R02� � R01 � u �R01�. Îòêóäà,ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (5), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì�̂ = �0�1� p2E R0��0� ; ��0 = R02 �R01� :Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü �îðìóëû (3) â ïåðâóþ èç çàâèñèìîñòåé (2) èïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ��0ÆR0��2 è ��0ÆR0��3, ïðèâîäèì åå ê âèäó�rr = pR0�3�0 � p2 � p �R0��43�0 1r3 : (8)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåì, ÷òî��� = �'' = pR0�3�0 � p2 + p �R0��46�0 1r3 : (9)Âíîñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3) â �îðìóëó (1) è ïðåíåáðåãàÿ â íåé âåëè-÷èíîé �2Æ4 ïî ñðàâíåíèþ ñ �R0��2 è 3 �R0��2, çàïèøåìu (r) = p �R0��44E�0 1r2 : (10)



80 À. À. Ìîðùèíèíà2.2. �åîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîå ðåøåíèå äëÿ ñ�åðè÷åñêîéîáîëî÷êèÂ îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïî-ëîæèì, òàê íàçûâàåìûé, äåëüòà-ìåòîä [12℄. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì,ïðåäñòàâèì äàâëåíèå p êàê ñóììó ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõíàãðóæåíèé: p = �p1+�p2+� � �+�pn (�pi > 0; n� 1). Ïðè ýòîìãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê n ïîñëåäîâàòåëüíîìóðåøåíèþ ëèíåéíûõ çàäà÷ äëÿ ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè, äå�îðìèðî-âàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ êîòîðîé îïðåäåëåíà ïî ðåçóëüòàòàì (n� 1)ïðåäøåñòâóþùèõ íàãðóæåíèé äàâëåíèÿìè: �pi �i = 1; n� 1�.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âñå âûøåñêàçàííîå, ñ ó÷åòîì �îðìóëû(6), ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:Rn1 = Rn�11 + u �Rn�11 � = Rn�21 + u �Rn�21 �+ u �Rn�11 � = � � �� � � = R01 + n�1Pi=0 u �Ri1�;Rn2 = Rn�12 + u �Rn�12 � = Rn�22 + u �Rn�22 �+ u �Rn�12 � = � � �� � � = R02 + n�1Pi=0 u �Ri2�:Çäåñü âåðõíèé ñèìâîë (Rn1 ; Rn2 ) îçíà÷àåò òåêóùåå çíà÷åíèå ñîîò-âåòñòâóþùåãî ðàäèóñà íà äàííîì øàãå íàãðóæåíèÿ.�àññìîòðèì ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ:R1��1 = R0��0 1 + p14E R0��01� p12E R0��0 ; R2��2 = R1��1 1 + p24E R1��11� p22E R1��1 ; � � � ;Rn��n = Rn�1��n�1 1 + pn4E Rn�1��n�11� pn2E Rn�1��n�1 : (11)Â �îðìóëàõ (11) ïîëîæèìp1 = �p2 = � � � = �pn = p/n:Òîãäà R1��1 = R0��0 1 + p4En R0��01� p2En R0��0 :



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 81Óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äàííîé äðîáè íà �1 + p2En R0��0�è ïðåíåáðåãàÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ñëàãàåìûì � p2En R0��0�2 ïîñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, ïîëó÷èìR1��1 = R0��0 �1 + 3p4En R0��0� : (12)�àññìîòðèì âòîðîå èç âûðàæåíèé (11):R2��2 = R1��1 1 + p4En R1��11� p2En R1��1 :Îñóùåñòâëÿÿ â íåì àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûâîäèìR2��2 = R1��1 �1 + 3p4En R1��1� : (13)Âíåñåì (12) â (13), òîãäàR2��2 = R0��0 �1 + 3p4En R0��0��1 + 3p4En R0��0 �1 + 3p4En R0��0�� :Â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âåëè÷èíîéâûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè � 3p4En R0��0�2 ïî ñðàâíåíèþ ñ �1 + 3p4En R0��0�.Òîãäà R2��2 = R0��0 �1 + 3p4En R0��0�2 : (14)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåìRn��n = R0��0 �1 + 3p4En R0��0�n :Óñòðåìëÿÿ çäåñü ïàðàìåòð n!1, èìååìlimn!1 Rn��n = R0��0 limn!1�1 + 3p4En R0��0�n = R0��0 exp� 3p4E R0��0� : (15)



82 À. À. Ìîðùèíèíà�àññìîòðèì òåïåðü çíà÷åíèÿ òîëùèíû ñ�åðû íà ðàçíûõ ñòóïå-íÿõ íàãðóæåíèÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �îðìóëû (3), (5) è (12),çàïèøåì �2 = �1 �1� p2En R1��1� = �0 �1� p2En R0��0����1� p2En R0��0 �1 + 3p4En R0��0�� :Ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíîé 38 � pEn R0��0�2 ïî ñðàâíåíèþ ñ �1� p2En R0��0�,ïîëó÷àåì �2 = �0 �1� p2En R0��0�2 :Òîãäà �n = �0 �1� p2En R0��0�n : (16)Ïðåäåë âûðàæåíèÿ (16) ïðè n!1 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé�� = limn!1�n = limn!1�0�1� p2En R0��0�n = �0 exp�� p2E R0��0� :(17)Èñïîëüçóÿ çàâèñèìîñòè (15) è (17), íàõîäèì~R� = limn!1Rn� = R0� exp� p4E R0��0� : (18)Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ŝ = R̂�R0� , ~s = ~R�R0� , q = p4E R0��0 .Íà ðèñ. 2 â êîîðäèíàòàõ q ŝ ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè (7) è (18)(êðèâûå 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî).Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ q > 0:2; ëèíåéíîå ðå-øåíèå (êðèâàÿ 1) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íåëèíåéíîãî (êðèâàÿ2). Ïåðåìåùåíèÿ äå�îðìèðîâàííîé êîîðäèíàòû ri è ñðåäèííîé ïî-âåðõíîñòè ñ�åðû Ri� íà i-é ñòóïåíè íàãðóæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ, ñî-ãëàñíî (10), ñîîòíîøåíèÿìèu (ri) = p �Ri��44En�i 1r2i ; ãäå Ri1 6 ri 6 Ri2; u �Ri�� = p �Ri��24En�i :
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�èñ. 2. Ëèíåéíîå è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîå ðåøåíèåäëÿ ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè.Îòêóäà ñëåäóåòri+1 = ri + u (ri) = ri 1 + p �Ri��44En�i 1r3i ! ; (19)Ri+1� = Ri� + u �Ri�� = Ri� 1 + p �Ri��4En�i! : (20)Ïðåäñòàâèì ri+1 â âèäå ñóììû ri+1 = Ri+1� + �i+1(��i+1/2 6 �i+1 6 �i+1/2). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (19) ïðèìåò âèäRi+1� + �i+1 = �Ri� + �i� 1 + p �Ri��44En�i 1(Ri�)3 �1 + �iÆRi��3! :Ïîñêîëüêó ���iÆRi��� � 1, òî 1(1+�i/Ri�)3 � �1� 3 ��iÆRi���. Ñ ó÷åòîìýòèõ ñîîòíîøåíèé è �îðìóëû (20) èìååì�i+1 = �i�1� p2En Ri��i�� 3p4En�i �2i :



84 À. À. ÌîðùèíèíàÏðåíåáðåãàÿ çäåñü âòîðûì ñëàãàåìûì ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëàãàå-ìûì â ñêîáêàõ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì�i+1 = �i�1� p2En Ri��i� : (21)�àññìîòðèì çíà÷åíèÿ �i íà ðàçíûõ ñòóïåíÿõ íàãðóæåíèÿ. Ïðèi = 0 äàííîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä�1 = �0�1� p2En R0��0� : (22)Ïîëîæèì i = 1, òîãäà�2 = �1�1� p2En R1��1� :Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �îðìóëû (12) è (22), çàïèøåì �2 ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì�2 = �0�1� p2En R0��0��1� p2En R0��0 �1 + 3p4En R0��0�� :Ïðåíåáðåãàÿ â äàííîì ñîîòíîøåíèè âåëè÷èíîé 38 � pEn R0��0�2 ïî ñðàâ-íåíèþ ñ �1� p2En R0��0�, âûâîäèì�2 = �0 �1� p2En R0��0�2 : (23)Ïóñòü òåïåðü i = 2, â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü (21) ïðèìåò âèä�3 = �2�1� p2En R2��2� :Ïîäñòàâëÿÿ â äàííîå âûðàæåíèå �îðìóëû (14) è (23), èìååì�3 = �0�1� p2En R0��0�2 1� p2En R0��0 �1 + 3p4En R0��0�2! :



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 85Ïðåíåáðåãàÿ çäåñü âåëè÷èíàìè 34 � pEn R0��0�2 è 932 � pEn R0��0�3 ïî ñðàâ-íåíèþ ñ �1� p2En R0��0�, çàïèøåì�3 = �0 �1� p2En R0��0�3 :Äåéñòâóÿ è äàëåå ïîäîáíûì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì�n = �0 �1� p2En R0��0�n : (24)Ïðåäåë âûðàæåíèÿ (24) ïðè n!1 áóäåò~� = limn!1 �n = �0 exp�� p2E R0��0� : (25)Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòè (18) è (25), çàïèøåì~r = ~R� + ~� = R0� exp� p4E R0��0�+ �0 exp�� p2E R0��0� : (26)Âíåñÿ �îðìóëû (17), (18) è (26) â ðàâåíñòâà (8) è (9), ïîëó÷èì�rr = pR0� exp� p4E R0��0�3�0 exp�� p2E R0��0� � p2�� p�R0� exp� p4E R0��0��43�0 exp�� p2E R0��0��R0� exp� p4E R0��0�+ �0 exp�� p2E R0��0��3 ;��� = �'' = pR0� exp� p4E R0��0�3�0 exp�� p2E R0��0� � p2++ p�R0� exp� p4E R0��0��46�0 exp�� p2E R0��0��R0� exp� p4E R0��0�+ �0 exp�� p2E R0��0��3 :



86 À. À. Ìîðùèíèíà3. Ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîå ðåøåíèåäëÿ ñ�åðûÏðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ äå�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì, íà-ãðóæåíèå � ïðîñòûì, à ìàòåðèàë ñ�åðû � íåñæèìàåìûì.�i = F ("i) ;�rr � � = 2�i3"i "rr; ��� � � = 2�i3"i "��; �'' � � = 2�i3"i "'';� = (�rr + ��� + �'') ; � = "rr + "�� + "'';"i = p23 q("�� � "'')2 + ("�� � "rr)2 + ("'' � "rr)2;�i = 1p2q(��� � �'')2 + (��� � �rr)2 + (�'' � �rr)2: (27)Çäåñü �i = F ("i) = f (r) � íåëèíåéíûé çàêîí óïðóãîãî äå�îðìèðî-âàíèÿ [13℄�[15℄.Èñòèííûå äå�îðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:"rr = ln�1 + dudr� ; "�� = "'' = ln�1 + ur � : (28)Îáîçíà÷èì äå�îðìèðîâàííóþ êîîðäèíàòó ïðîèçâîëüíîé òî÷êè÷åðåç r�. Òîãäà r� = r + u (r) ; (29)ãäå r � êîîðäèíàòà ýòîé òî÷êè äî äå�îðìàöèè, à u (r) � åå ïåðåìå-ùåíèå.Òàê êàê ìàòåðèàë íåñæèìàåì, òî � = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðà-æåíèå �îðìóëû (28) è (29), ïîëó÷àåìln�1 + ddr (r� � r)�+ 2 ln�1 + r� � rr � = 0èëè ln dr�dr + 2 ln r�r = 0:



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 87Îòñþäà óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäår2�r2 dr�dr = 1èëè dr�dr = � rr��2 :Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èìr� = 3pr3 + �3:Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (29), ìîæåì çàïèñàòüu = 3pr3 + �3 � r; (30)ãäå � � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ååðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ u è r. Ïîäñòàâèì çàâèñè-ìîñòü (30) â ñîîòíîøåíèÿ (28):"rr = 2 ln r � 23 ln �r3 + �3� ;"�� = "'' = 13 ln �r3 + �3�� ln r:Î÷åâèäíî, ÷òî"�� = "'' = �12"rr = 13 ln�1 + �3r3 � :Òîãäà �îðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äå�îðìàöèè "i ïðè-ìåò âèä "i = 23 ln�1 + �3r3 � : (31)Óìíîæàÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿd�rrdr� + 2r� (�rr � �'') = 0



88 À. À. Ìîðùèíèíàíà dr�/dr, ïðèâåäåì åãî ê âèäód�rrdr + 2r� dr�dr (�rr � �'') = 0: (32)Ñîãëàñíî �îðìóëàì (27), (28), èìååì�'' = ���; �'' � �rr = �i:Ïîäñòàâèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ðàâåíñòâî (32). Ïîñëå èíòåãðèðîâà-íèÿ ïîëó÷àåì�rr = 2 rZR1 �ir2r3 + �3 dr + C (C = 
onst) : (33)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êðàåâûå óñëîâèÿ �rr (R1) = �p è�rr (R2) = 0, èç âûðàæåíèÿ (33) âûâîäèì�rr = 2 rZR1 �ir2r3 + �3 dr � p:Îòñþäà p = 2 R2ZR1 �ir2r3 + �3 dr: (34)�àññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (34). Ïóñòü îáîáùåííàÿ êðèâàÿ�i = F ("i) èìååò âèä�i = A" 1ni (A = 
onst; n = 
onst; n > 1) : (35)Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà A èìååò ðàçìåðíîñòü íàïðÿæåíèé.Âíåñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü çàâèñèìîñòè (35) âûðàæåíèå (31), ïîëó-÷èì �i = �23� 1n A �ln�1 + �3r3 �� 1n : (36)



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 89Ïîäñòàâëÿÿ (36) â (34), íàõîäèìp = 2A�23� 1n R2ZR1 hln�1 + �3r3 �i 1n drr �1 + �3r3 � :Èç äàííîãî ðàâåíñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿí-íóþ èíòåãðèðîâàíèÿ �3. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîäûíòåãðàëüíîåâûðàæåíèå hln�1 + �3r3 �i 1nr �1 + �3r3 � :�àçëàãàÿ ln�1 + �3r3 � â ðÿä è îãðàíè÷èâàÿñü åãî ïåðâûì ÷ëåíîì,ïîëó÷àåì èíòåãðàë âèäà R2ZR1 ��3r3 � 3n drr �1 + �3r3 � :Âîñïîëüçîâàâøèñü îáîáùåííîé òåîðåìîé î ñðåäíåì çíà÷åíèè ([16℄),íàõîäèì R2ZR1 ��3r3 � 3n drr �1 + �3r3 � � 13 � 2�R2 �R1� 3n ln R32 + �3R31 + �3 :Ïðåíåáðåãàÿ ïîä çíàêîì ëîãàðè�ìà âåëè÷èíîé �3 è ó÷èòûâàÿ, ÷òîR2 � R1 = �, âûâîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿïàðàìåòðà �: p = 23A�23� 1n � 2�R2 �R1� 3n ln R32R31èëè p = 2A�23� 1n � 2�R2 �R1� 3n ln R2R1 :



90 À. À. ÌîðùèíèíàÏîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì�3 = �38 0� p2A � 23� 1n ln R2R1 1An :Ïðèìåíèì òåïåðü ïîëó÷åííûå îáùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñêëåðû ãëàçíîãîÿáëîêà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáîáùåííàÿ êðèâàÿ èìååò âèä�i = 7" 12i ;÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [8℄ (ñì.ðèñ. 3 íà âêëåéêå). Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè (30)â ñëó÷àå, êîãäà R1 = 11:75 ìì, R2 = 12:25 ìì, � = 0:4 ìì, r = 12ìì.

�èñ. 3. Ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîå ðåøåíèå äëÿ ñ�åðû.Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâåííîì âëèÿíèè�èçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà ñ�åðû íà çàâèñèìîñòü u � p(ïåðåìåùåíèå-äàâëåíèå). Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ äëÿòîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê áûëè âûïîëíåíû â ðàáîòàõ [17℄�[19℄.



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 914. Îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ èçîòðîïíîé òîí-êîñòåííîé òðóáêèÇàäà÷à îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè èçîòðîïíîé òîíêîñòåííîéòðóáêè ñâÿçàíà ñ ñîñóäèñòîé êîíöåïöèåé ãëàóêîìû, â ñîîòâåòñòâèèñ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ äå�îðìàöèÿ ñîñóäà çðèòåëüíîãî íåðâà(ÑÇÍ) ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî è âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ.4.1. Ëèíåéíîå ðåøåíèåÂ êà÷åñòâå ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ÑÇÍ ïðèìåì ïîëóþ òîíêîñòåí-íóþ èçîòðîïíóþ òðóáêó, ñ âíóòðåííèì è âíåøíèì ðàäèóñàìè äîäå�îðìàöèè R00 è R01 ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 4). Ïóñòü pã � âíóòðè-ãëàçíîå äàâëåíèå, pí � äàâëåíèå âíóòðè òðóáêè, E � ìîäóëü Þíãà,� � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà.

�èñ. 4. Öèëèíäðè÷åñêàÿ òðóáêà ïîä äåéñòâèåìâíóòðåííåãî è âíåøíåãî äàâëåíèÿ.Ñîãëàñíî [20℄, èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé:u (r) = 1E �� (1 + �) Ar + 2Cr �1� � � 2�2�� ;ãäå A = p(R01R00)2(R01)2�(R00)2 ; 2C = (R00)2pí�(R01)2pã(R01)2�(R00)2 ; r 2 �R00; R01� : Ïîëàãàÿ



92 À. À. Ìîðùèíèíàçäåñü p = pã � pí è � = 0:5 [9℄, ïîëó÷èìu (r) = � 3p �R00R01�22Er h(R01)2 � (R00)2i : (37)Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: R0�; h0 � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïî-âåðõíîñòè òðóáêè è åå òîëùèíà äî äå�îðìàöèè ñîîòâåòñòâåííî.Ó÷èòûâàÿ (37), èìååìu �R01�+ u �R00� = 3p�h20Æ4� �R0��2�2Eh0 ;u �R01�� u �R00� = 3p��R0��2 � h20Æ4�2ER0� :Ïðåíåáðåãàÿ â äàííûõ âûðàæåíèÿõ âåëè÷èíîé h20Æ4 ïî ñðàâíåíèþñ �R0��2, ïîëó÷èì u �R01�+ u �R00� = �3p �R0��22Eh0 ; (38)u �R01�� u �R00� = �3pR0�4E : (39)Ïðèáàâëÿÿ ê ïðàâûì è ëåâûì ÷àñòÿì ðàâåíñòâ (38) è (39) ñîîòâåò-ñòâåííî �R01 +R00� è �R01 �R00�, íàõîäèìR̂� = R0��1� 3pR0�4Eh0� ; ĥ = h0�1 + 3pR0�4Eh0� : (40)Çäåñü R̂�, ĥ � ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ÑÇÍ èåãî òîëùèíà ïîñëå äå�îðìàöèè. Îñóùåñòâëÿÿ íåîáõîäèìûå óïðî-ùåíèÿ, âûðàçèì ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå u (r) ÷åðåç R0� è h0:u (r) = �3p �R0��34Erh0 : (41)



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 93Â ñîîòâåòñòâèè ñ (41) íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè�rr = p �R0��32h0r2 ; �'' = �p �R0��32h0r2 : (42)4.2. �åîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîå ðåøåíèåÍà îñíîâå ïðåäñòàâëåííûõ âûøå âûðàæåíèé (41), (42) äåëüòà-ìåòîäîì [12℄ ïîëó÷èì ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷è.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåå äàâëåíèåp ïðåäñòàâèì â âèäå: p = �p1 +�p2 + � � �+�pn, ãäå �p1 = �p2 =� � � = �pn = p/n (n� 1). Òîãäà, ñîãëàñíî �îðìóëàì (40), çíà÷å-íèÿ ðàäèóñà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè òðóáêè è åå òîëùèíû íà n-éñòóïåíè íàãðóæåíèÿ áóäóòRn� = R0��1� 3pR0�4Enh0�n ; hn = h0�1 + 3pR0�4Enh0�n :Îòñþäà ïðè n!1 èìååì~R� = limn!1Rn� = R0� exp�� 3pR0�4Eh0� ;~h = limn!1hn = h0 exp� 3pR0�4Eh0� : (43)Çäåñü ~R� è ~h � ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ äå�îðìèðîâàííîãî ðàäèóñàñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è òîëùèíû ÑÇÍ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò ñîîòíîøåíèÿ (43) ïåðåõî-äÿò â çàâèñèìîñòè (40).Ââåäÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû t̂ = R̂�R0� , ~t = ~R�R0� , g = 3pR0�4Eh0 , ïîëó-÷èì ãðà�èêè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 5. Çäåñü êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåòâûðàæåíèþ (40), à êðèâàÿ 2 � �îðìóëå (43).Ó÷èòûâàÿ (41), íàõîäèì äå�îðìèðîâàííóþ êîîðäèíàòó òî÷êèâíóòðè ïîëîé òðóáêè íà i -é ñòóïåíè íàãðóæåíèÿ:u (ri) = �3p �Ri��34Ehi 1ri ; Ri0 6 r 6 R01:
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�èñ. 5. Ëèíåéíîå è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîåðåøåíèå äëÿ òîíêîñòåííîé òðóáêè.Îòñþäàri+1 = ri 1� 3p �Ri��34Enhi 1r2i ! ; Ri+1� = Ri� 1� 3p �Ri��4Enhi ! : (44)Ïðåäñòàâèì ri+1 â âèäå ñóììû ri+1 = Ri+1� + �i+1, ïðè÷åì�hi+1/2 6 �i+1 6 hi+1/2. Òîãäà ïåðâîå èç âûðàæåíèé (44) ïðèìåòâèä Ri+1� + �i+1 = �Ri� + �i� ri 1� 3pRi�4Enhi 1�1 + �iÆRi��2! :Ïîñêîëüêó ���iÆRi���� 1, òî 1(1+�i/Ri�)2 � �1� 2 ��iÆRi���. Ó÷èòûâàÿýòî îáñòîÿòåëüñòâî, íàõîäèì�i+1 = �i �1 + 3pRi�4Enhi�+ �2i 3p2Enhi :Ïðåíåáðåãàÿ çäåñü âòîðûì ñëàãàåìûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì, ïî-ëó÷àåì �i+1 = �i�1 + 3pRi�4Enhi� :



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 95Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âûêëàäîê èìååì�n = �0�1 + 3pR0�4Enh0�n :Îòñþäà ïðè n!1 âûòåêàåò~� = limn!1 �n = �0 exp� 3pR0�4Eh0� :Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çàâèñèìîñòè (43), íàõîäèì~r = ~R� + ~� = R0� exp�� 3pR0�4Eh0�+ �0 exp� 3pR0�4Eh0� : (45)Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëû (42) ðàâåíñòâà (43) è (45), îêîí÷àòåëüíîïîëó÷àåì�rr = p�R0� exp�� 3pR0�4Eh0��32�h0 exp� 3pR0�4Eh0���R0� exp�� 3pR0�4Eh0�+ �0 exp� 3pR0�4Eh0��2 ;�'' = � p�R0� exp�� 3pR0�4Eh0��32�h0 exp� 3pR0�4Eh0���R0� exp�� 3pR0�4Eh0 �+ �0 exp� 3pR0�4Eh0��2 :5. Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ðàáîòå:1. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîéçàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè ñ�åðè-÷åñêèõ îáîëî÷åê (ñêëåðû ãëàçíîãî ÿáëîêà) è öèëèíäðè÷åñêèõ òðó-áîê (ñîñóäîâ çðèòåëüíîãî íåðâà).2. Ïîëó÷åíî çàìêíóòîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ òîëñòîñòåííîé ñ�åðû, çàãðóæåííîé ïîñòîÿííûì âíóòðåííèìäàâëåíèåì.



96 À. À. Ìîðùèíèíà3. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ñîîòâåò-ñòâóþùèìè çàâèñèìîñòÿìè ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.Àâòîð áëàãîäàðåí Þðèþ Ìèõàéëîâè÷ó Äàëþ çà ñîâåòû è ïî-ìîùü â ðàáîòå.Ëèòåðàòóðà1. Íåñòåðîâ À.Ï. �ëàóêîìà. Ì.: ÎÎÎ �Ìåäèöèíñêîå èí�îðìàöèîííîåàãåíòñòâî�, 2008. Ñ. 360.2. Âîëêîâ Â.Â., Ñóõèíèíà Ë.Á., Óñòèíîâà È.Å. �ëàóêîìà, ïðåãëàóêîìà,î�òàëüìîãèïåðòåíçèÿ. Ë.: Ìåäèöèíà, 1985. Ñ. 216.3. Áàóýð Ñ.Ì., Òîâñòèê Ï.Å., Êà÷àíîâ À.Á. Ê âîïðîñó î ïîñòðîåíèè ìà-òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàçâèòèÿ ãëàóêîìû // �îñ. æóðíàë áèîìåõàíèêè. 1999.Ñ. 27�28.4. Áàóýð Ñ.Ì., Çèìèí Á.À., Òîâñòèê Ï.Å. Ïðîñòåéøèå ìîäåëè òåîðèè îáî-ëî÷åê è ïëàñòèí â î�òàëüìîëîãèè. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 2000. 92 ñ.5. Âîðîíêîâà Å.Á.Äå�îðìàöèÿ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû ãëàçà: Àâòîðå�. êàíä.äèñ. ÑÏá, 2006. Ñ. 110.6. Äàëü Þ.Ì., Ìîðùèíèíà À.À. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèåìîäåëè ñêëåðû è ñîñóäîâ çðèòåëüíîãî íåðâà ïðè ãëàóêîìå // Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðá.óí-òà. Ñåð.10. Âûï. 3. 2008. Ñ. 47�55.7.Ìîðùèíèíà À.À. Íåëèíåéíàÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ ïîëîé ñ�åðû // Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðá. óí-òà. Ñåð.10. Âûï. 4. 2009.8. Èîìäèíà Å.Í. Áèîìåõàíèêà ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè ãëàçà ïðè ìèîïèè:äèàãíîñòèêà íàðóøåíèé è èõ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ êîððåêöèÿ: Àâòîðå�. äîêò.äèñ. Ì., 2000. Ñ. 48.9. Ëþáèìîâ �.À. Î òîíîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäàõ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãîäàâëåíèÿ // Áèîìåõàíèêà ãëàçà. 2005. Ñ. 131.10. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1987. Ñ. 248.11. Äàëü Þ.Ì. Çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè î ãèäðîñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèèïîëîãî øàðà // Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðá. óí-òà. Ñåð.10. Âûï. 4. 2009.12. Äûìíèêîâ Ñ.È., Ëàâåíäåë Ý.Ý., Ïàâëîâñêèñ À.-Ì. À., Ñíèåãñ Ì. È.Ïðèêëàäíûå ìåòîäû ðàñ÷åòà èçäåëèé èç âûñîêîýëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ / Ïîäðåä. Ý.Ý. Ëàâåíäåëà. �èãà: �Çèíàòíå�, 1980. Ñ. 238.13. Íîâîæèëîâ Â.Â. Îñíîâû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ë.; Ì.: �îñòåõ-èçäàò, 1948. Ñ. 211.14. Áåçóõîâ Í.È. Îñíîâû òåîðèè óïðóãîñòè, ïëàñòè÷íîñòè è ïîëçó÷åñòè.Ì.: Èçä-âî �Âûñøàÿ øêîëà�, 1968. Ñ. 512.15. Äàëü Þ.Ì., Ïðîíèíà Þ.�. Äå�îðìàöèÿ øàðîâîé ïîðû â íåëèíåéíî-óïðóãîì òåëå // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Ñåðèÿ �èçè÷åñêàÿ. Ò. 70. � 9. 2006. Ñ. 1341�1343.16. Ôèõòåíãîëüö �.Ì. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-ëåíèÿ: Â 3 ò. Ò. 2 / Ïðåäèñëîâèÿ è ïðèìå÷. À. À. Ôëîðèíñêîãî. 8-å èçä. Ì.:ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2003. 864 ñ.



Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãëàóêîìû 9717. �ðèãîðüåâ À.Ñ. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê ïðèáîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. Ò. 21. 1957.� 6. Ñ. 827�832.18. �ðèãîðüåâ À.Ñ. Îá óñòîé÷èâîñòè áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ âóñëîâèÿõ ðàñòÿæåíèÿ // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1967.� 1. Ñ. 170�172.19. �ðèãîðüåâ À.Ñ. Î òåîðèè è çàäà÷àõ ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷åê ïðè áîëü-øèõ äå�îðìàöèÿõ // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1970. � 1.Ñ. 163�168.20. Õàí Õ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1988. Ñ. 344.



ÎÖÅÍÊÀ ÂËÈßÍÈß ÒÎËÙÈÍÛ È ÔÎ�ÌÛ�Î�ÎÂÈÖÛ È ÑÊËÅ�Û ÍÀ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈÂÍÓÒ�È�ËÀÇÍÎ�Î ÄÀÂËÅÍÈßÀ. Ñ. ÒèïÿñåâÏðè àïïëàíàöèîííîé òîíîìåòðèè ðîãîâèöà ãëàçà äå�îðìèðóåòñÿãðóçîì ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì, ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ êðóã ñïëþùèâàíèÿèëè àïïëàíàöèè. Ïî äèàìåòðó ýòîãî êðóãà ïðè �èêñèðîâàííîé íàãðóçêå(òîíîìåòð Ìàêëàêîâà) èëè ïî íàãðóçêå ïðè �èêñèðîâàííîé çîíå êîíòàê-òà (òîíîìåòð �îëüäìàíà) îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå (Â�Ä).Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî è ðîãîâèöà è ñêëåðà èìåþò ñ�åðè÷åñêóþ�îðìó è ñðåäíèå ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî ãëàçàïðè ìèîïèè è ãèïåðìåòðîïèè (áëèçîðóêîñòè è äàëüíîçîðêîñòè) èìåþòîòêëîíåíèÿ îò ñ�åðè÷åñêîé �îðìû, ïðè÷åì, êàê îòìå÷àåòñÿ â ìîíî-ãðà�èè [1℄, ýòî ìîæåò áûòü âûçâàíî êàê èçìåíåíèåì �îðìû ñêëåðû èóäëèíåíèåì ïðè ìèîïèè èëè óêîðî÷åíèåì ïðè ãèïåðìåòðîïèè ïåðåäíåå-çàäíåé îñè, òàê è èçìåíåíèåì êðèâèçíû ðîãîâèöû. Êðîìå òîãî, ðîãîâèöûðàçëè÷íûõ ãëàç ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ ïî òîëùèíå.1. Äå�îðìàöèÿ ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ ïîääåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿÄëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷èíåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ìÿãêîé îáîëî÷êè,èìåþùåé �îðìó ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ, ïðè èçìåíåíèè âíóòðåííåãîäàâëåíèÿ.�àññìîòðèì áåçìîìåíòíóþ îáîëî÷êó âðàùåíèÿ, êîòîðàÿ â íà-÷àëüíîì íåíàãðóæåííîì âíóòðåííèì äàâëåíèåì ñîñòîÿíèè èìååò�îðìó ýëëèïñîèäà. Äëèíó ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóîñè ýëëèïñîèäà îáî-çíà÷èì R, à îòíîøåíèå äëèí âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïîëó-îñè ýëëèïñîèäà � k.Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè îáîëî÷êà âðà-ùåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â îáîëî÷êó âðàùåíèÿ [2℄.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 3 ìàðòà 2009 ã.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ ãðàíò � 09-01-00140a.

 À. Ñ. Òèïÿñåâ, 2009



Âëèÿíèå òîëùèíû è �îðìû ðîãîâèöû è ñêëåðû íà âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå 99Ïîëîæåíèå ýëåìåíòà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè çàäàííîé�îðìû äî äå�îðìàöèè â ñèëó îñåñèììåòðè÷íîñòè ìîæåò áûòü îïðå-äåëåíî îäíîé âåëè÷èíîé � óãëîì ' (ðèñ. 1), ïîñëå äå�îðìàöèè ýòîòæå ýëåìåíò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü îïèñàí äâóìÿ êîîð-äèíàòàìè: r(') � ðàññòîÿíèåì äå�îðìèðîâàííîãî ýëåìåíòà îáîëî÷-êè îò îñè ñèììåòðèè è  (') � óãëîì ìåæäó íîðìàëüþ ê ýëåìåíòóäå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè è îñüþ x. Òî÷êà N (ñì. ðèñ. 1) � ïå-ðåñå÷åíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R0 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàòè ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè è ïàðàëëåëüíîé îñè z.Îáîçíà÷èì äå�îðìàöèþ è êðèâèçíó îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèèïàðàëëåëè r = 
onst êàê "� è �� ñîîòâåòñòâåííî, à äå�îðìàöèþ èêðèâèçíó îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèè ìåðèäèàíà � = 
onst êàê "r è �r.Âûðàçèì "�, ��, "r è �r ÷åðåç r(') è  ('):"� = rR0 
os' � 1; "r = � r0R0 sin qsin2 '+ k20 
os2 ' � 1;�� = 
os r ; �r = � 0r0 sin : (1)
�èñ. 1. Îáîëî÷êà äî è ïîñëå äå�îðìàöèè.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèè íîð-ìàëè è ìåðèäèàíà � = 
onst èìåþò âèä�r(')"r(') + ��(')"�(') = p(1� �)Eh ; "0r(')r0(') = "�(')� "r(')r(') : (2)



100 À. Ñ. ÒèïÿñåâÇäåñü �, E è h � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, ìîäóëü Þíãà è òîëùèíàñîîòâåòñòâóþùåãî ñåãìåíòà îáîëî÷êè.Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (1) â óðàâíåíèÿ (2), ìîæíî ïîëó÷èòü ñè-ñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîéñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (') = �2 � ar
tan k1r(')pR21 � r(')2 :Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ñîîòíîøåíèÿ (1), èìååì"� = r(')R0 
os' � 1; "r = � r0(')pR21 � r(')2 + r(')2k21R0qsin2 '+ k20 
os2 'pR21 � r(')2 � 1;�� = k1pR21 � r(')2 + r(')2k21 ; �r = R21k1(R21 � r(')2 + r(')2k21)3=2 :È, ðàçðåøàÿ ñèñòåìó ðàâíîâåñèÿ (2), ïîëó÷àåìr(') = E2h2p2R20 + (1� �)2 � 1k21 � 1�E2h2
os2 'p2R20 + (1� �)2 � 1k21 � 1� R1
os':Íàéäåì ïàðàìåòðû ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ â ïðîöåññå äå�îðìà-öèè, âîñïîëüçîâàâøèñü íèæåñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:"r = � r0(')pR21 � r(')2 + r(')2k21R0qsin2 '+ k20 
os2 'pR21 � r(')2 � 1 == p(1� �)2k1Eh qR21 � r2(') + r2(')k21 :Ïàðàìåòðû îáîëî÷êè äî äå�îðìàöèè, ïî åå ïàðàìåòðàì â íåêî-òîðîì äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-



Âëèÿíèå òîëùèíû è �îðìû ðîãîâèöû è ñêëåðû íà âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå 101ðàçîì:8>>>>>>><>>>>>>>:R0 = 1� 1R1 + p(1��)Eh �1� 12k21 �� ;k0 =vuuuut0� �8E2h2fp2R20f2 � 2f�Q1R0 � 1R0 � p(1��)Eh �1� 12k21 �+ p(1��)2Ehk1 Q1�p1� 2f21A2 � 1;(3)ãäå f1 = E2h2p2R20 +(1��)2� 1k21 � 1� ; f2 = 2E2h2p2R20 +(1��)2� 1k21 � 1� ;f = f1f2 ; Q1 =q1� 2f2(1� k21):Íàéòè ïàðàìåòðû äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè ïî ïàðàìåòðàìíåäå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè ìîæíî, ðàçðåøàÿ ñèñòåìó (3) ÷èñ-ëåííûìè ìåòîäàìè.2. Âëèÿíèå êðèâèçíû ðîãîâèöû è ñêëåðû íàïîêàçàòåëè Â�Ä ïðè àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäàõèçìåðåíèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçìåðåíèÿ Â�Ä ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà,ó÷èòûâàþùàÿ ñâîéñòâà ñêëåðû è ðîãîâèöû, îïèñàíà â ðàáîòå [3℄.Ïðè ýòîì ãëàçíîå ÿáëîêî (ñì. ðèñ. 1 íà âêëåéêå) ìîäåëèðóåòñÿ äâó-ìÿ ñ�åðè÷åñêèìè ñåãìåíòàìè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿäå�îðìàöèÿ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè,êîòîðàÿ â íåíàãðóæåííîì ñîñòîÿíèè èìååò �îðìó äâóõ ñîåäèíåí-íûõ ñåãìåíòîâ ýëëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ (ðèñ. 2).Îòíîøåíèå äëèí âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóîñåé ñåã-ìåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñêëåðó (íà ðèñ. 2 ñíèçó) äî íàãðóæåíèÿ,ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó k1s.Îòíîøåíèå äëèí âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóîñåé ñåã-ìåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðîãîâèöó (íà ðèñ. 2 ñâåðõó) äî íàãðóæå-íèÿ, ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó k1r (çäåñü è äàëåå èíäåêñ s îçíà÷àåò ñêëå-ðó, r � ðîãîâèöó, 0 ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå, îòíîñÿùåéñÿ ê íåäå�îð-ìèðîâàííîé îáîëî÷êå, 1 ñîîòâåòñòâóåò îáîëî÷êå, ðàñòÿíóòîé òîëüêî
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�èñ. 2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãëàçà.íà÷àëüíûì âíóòðåííèì äàâëåíèåì, 2 � çíà÷åíèå âåëè÷èí ïîñëå íà-ãðóæåíèÿ ðîãîâèöû ãðóçîì.).Òî÷êà D âåðõíåé îáîëî÷êè ïåðåõîäèò ïîñëå íàãðóæåíèÿ â òî÷êóD0 � êðàéíþþ òî÷êó êàñàíèÿ ãðóçà òîíîìåòðà è ðîãîâèöû.Äå�îðìàöèÿ è êðèâèçíà âåðõíåé îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèèr = 
onst îáîçíà÷àþòñÿ êàê "�r è ��r ñîîòâåòñòâåííî. Äå�îð-ìàöèÿ è êðèâèçíà îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèè � = 
onst � êàê "rr è�rr. Âûðàçèì "�r, ��r, "rr è �rr ÷åðåç rr(') è  r('):"�r = rrR0r 
os' � 1; ��r = 
os rrr ;"rr = � r0rR0r sin rqsin2 '+ k20r 
os2 ' � 1; �rr = � 0rr0r sin r:Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà âåðõíåé îáîëî÷êè â íàïðàâëå-íèè íîðìàëè è ìåðèäèàíà � = 
onst ïðåäñòàâèì â âèäå:�rr(')"rr(') + ��r(')"�r(') = p(1� �)Erhr ; "0rr(')r0r(') = "�r(')� "rr(')rr(') :Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ìÿãêàÿ (áåçìîìåíòíàÿ) îáîëî÷êàïîä äåéñòâèåì ñòàòè÷åñêîé íàãðóçêè, òî âåëè÷èíà âíóòðåííåãî äàâ-



Âëèÿíèå òîëùèíû è �îðìû ðîãîâèöû è ñêëåðû íà âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå 103ëåíèÿ p ïîñëå íàãðóæåíèÿ îáîëî÷êè ãðóçîì P ìîæåò áûòü îïðåäå-ëåíà ñîîòíîøåíèåì p = 4P�d2 ;ãäå d � äèàìåòð êðóãà � çîíû êîíòàêòà ãðóçà è ðîãîâèöû.Äàëåå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåìóàëãîðèòìó:1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíóòðåííåå äàâëåíèå äî íàãðóæåíèÿ îáî-ëî÷åê ãðóçîì ñîñòàâëÿåò íåêîòîðóþ âåëè÷èíó p1. È ïðè ïîìî-ùè ñîîòíîøåíèÿ (3), ïî ãåîìåòðè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì îáîëî-÷åê ïîñëå íàãðóæåíèÿ äàâëåíèåì p1 íàõîäèì íà÷àëüíûå õàðàêòå-ðèñòèêè íåäå�îðìèðîâàííûõ îáîëî÷åê k0s(k1s; R1s), R0s(k1s; R1s),k0r(k1r; R1r) è R0r(k1r; R1r).2. Äàëåå íàõîäèì õàðàêòåðèñòèêè ñêëåðû k2s(k0s; R0s) èR2s(k0s; R0s) ïîñëå íàãðóæåíèÿ äàâëåíèåì p è îïðåäåëÿåì âåëè÷èíóL2 � ðàäèóñ ëèìáà (îêðóæíîñòè ñîïðÿæåíèÿ ñêëåðû è ðîãîâèöû):L2 = E2sh2sp2R20s + (1� �s)2 � 1k22s � 1�E2sh2sp2 
os2 'R20s + (1� �s)2 � 1k22s � 1� R2s
os'0s ;ãäå'0s = 8<:ar

os� L1R1s� ; åñëè k1s = 1;ar

os�R1s(E2sh2sk21s+p21R20s(1�k21s)(1��s)2�K)2L1p21R20s(1�k21s)(1��s)2 � ; åñëè k1s 6= 1:Ïðè÷åì K = �R1s �E2sh2sk21s + p21R20s(1� k21s)(1� �s)2�2��4E2sh2sk21sL21p21R20s(1� k21s)(1� �s)2�1=2 :Îïðåäåëÿåì òàêæå îáúåì ñåãìåíòà ñêëåðû ïîñëå íàãðóæåíèÿ:V2s = �3 k2s �2R32s + (2R22s + L22)qR22s � L22� :3. �åøåíèå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿ-íèå ðîãîâèöû ïîñëå íàãðóæåíèÿ ãðóçîì, ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííûìèìåòîäàìè ïðè ïîìîùè ïàêåòà Mathemati
a 4.0:



104 À. Ñ. Òèïÿñåâíà ïðîìåæóòêå ('0r; '1r) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèr('0r) = L2; r('1r) = d2 ;  ('1r) = �2è íà ïðîìåæóòêå ('1r ; �=2) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè � �2 ; �r � 0; �� � 0:Íà âòîðîì ïðîìåæóòêå ïåðâîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðåîáðàçî-âûâàåòñÿ â òîæäåñòâî, è, òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ñèñòåìà óïðîùà-åòñÿ äî îäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è ðåøàåòñÿ ñî ñëå-äóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:r ��2� = 0; r('1r) = d2 :Òàêæå äîïîëíèòåëüíî, èç ðåøåíèÿ íà ïåðâîì ïðîìåæóòêå, áå-ðåòñÿ çíà÷åíèå r0('1r).4. ×èñëåííî íàõîäèòñÿ V2r è ñðàâíèâàåòñÿ ñóììàðíûé îáúåìäâóõ ñåãìåíòîâ îáîëî÷åê äî íàãðóæåíèÿ ãðóçîì è ïîñëå íàãðóæå-íèÿ ãðóçîì. Äàëåå â öèêëå ïîäáèðàåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå p1, ÷òîáûñóììàðíûé îáúåì îñòàâàëñÿ íåèçìåííûì. Ýòî óñëîâèå ñëåäóåò èçíåñæèìàåìîñòè âíóòðåííåé æèäêîñòè.Ïðîâåäåíà øèðîêàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ.Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå îòíîøåíèå äëèí âåð-òèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóîñåé ýëëèïñîèäîâ ñêëåðû è ðî-ãîâèöû âàðüèðîâàëèñü îò 0:8 äî 1:2 ñ øàãîì 0:05. Ìîäåëèðîâàíèåòîíîìåòðèè ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà ïðîèçâîäèëîñü äëÿ ãðóçà ìàññîé5 ã äëÿ äèàìåòðîâ ñëåäà: 4, 4:5, 5, 5:5, 6, 6:5, 7 ìì. Äëÿ ãðóçà ìàññîé10 ã ðåçóëüòàòû ðàññ÷èòàíû äëÿ äèàìåòðîâ ñëåäà: 5:5, 6, 6:5, 7 ìì.Ïî ìåòîäó �îëüäìàíà ðàñ÷åòû ïðîèçâåäåíû äëÿ íàãðóæåíèé ðîãî-âèöû ñèëîé, ýêâèâàëåíòíîé äàâëåíèþ ãðóçà îò 1 ã äî 3 ã, ñ øàãîì0:2 ã.Â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå äàííûå î ìîäóëÿõ óïðóãîñòèñêëåðû è ðîãîâèöû [4℄. Íèæå íà ðèñ. 3 è 4. ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ:1) Er = 1:2 ÌÏà, Es = 6 ÌÏà,



Âëèÿíèå òîëùèíû è �îðìû ðîãîâèöû è ñêëåðû íà âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå 1052) Er = 1:4 ÌÏà, Es = 8 ÌÏà,3) Er = 1:6 ÌÏà, Es = 10 ÌÏà.Òîëñòûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû òàáëè÷íûå äàííûå Â�Ä ïî ìå-òîäó Ìàêëàêîâà [5℄ ëèáî óðîâåíü òîíîìåòðè÷åñêîãî Â�Ä ïî �îëüä-ìàíó.

�èñ. 3. Âëèÿíèå êðèâèçí ðîãîâèöû è ñêëåðû íà ïîêàçàòåëèòîíîìåòðà Ìàêëàêîâà: m = 5 ã, d = 4 ìì.Âñå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ëþáûõ ìåõàíè÷åñêèõ è ãåî-ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ �èáðîçíîé îáîëî÷êè ãëàçà èññëåäóåìîåèñòèííîå âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå òåì ìåíüøå, ÷åì áîëåå âûòÿíóòàðîãîâèöà âäîëü ïåðåäíå�çàäíåé îñè ãëàçà, ïðè ðàâíûõ çîíàõ êîí-òàêòà ãðóçà è ðîãîâèöû. Êðèâèçíà ðîãîâèöû îêàçûâàåò íà ïîêàçà-íèÿ Â�Ä ñóùåñòâåííî áîëüøåå âëèÿíèå, ÷åì êðèâèçíà ñêëåðû.Íåáîëüøîå èçìåíåíèå êðèâèçíû ðîãîâèöû ìîæåò èçìåíèòü ïî-êàçàòåëü Â�Ä, ïîëó÷àåìûé ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà, íà 8 ìì ðò. ñò.,à ðàñõîæäåíèå ñ òàáëè÷íûìè âåëè÷èíàìè ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå
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�èñ. 4. Âëèÿíèå êðèâèçí ðîãîâèöû è ñêëåðû íà ïîêàçàòåëèòîíîìåòðà �îëüäìàíà: m = 2 ã.10 ìì ðò. ñò. Ýòè ïîãðåøíîñòè ÿâëÿþòñÿ î÷åíü çíà÷èòåëüíûìè ïîâåëè÷èíå è ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðèíöèïèàëüíûìè ïðè äèàãíîñòèðîâà-íèè ðÿäà çàáîëåâàíèé ãëàçà. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòè ðåçóëüòà-òû ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïðåäñòàâëåííûìèâ ðàáîòå [6℄.Êðèâèçíû ñêëåðû è ðîãîâèöû ìîãóò ïðèâíåñòè â ðåçóëüòàòûçàìåðîâ òîíîìåòðîì �îëüäìàíà ïîãðåøíîñòü îò 3 äî 25%.3. Âëèÿíèå òîëùèíû ðîãîâèöû íà ïîêàçàòåëè Â�Äïðè àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäàõ èçìåðåíèÿÒàê êàê ìîäåëü ìÿãêîé îáîëî÷êè íå ìîæåò îáúÿñíèòü âëè-ÿíèå èçìåíåíèé òîëùèíû ðîãîâèöû íà ïîêàçàòåëè Â�Ä, ïî-ñòðîèì êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ìîäåëü äâóõ ñîïðÿæåííûõ ñåãìåíòîâ



Âëèÿíèå òîëùèíû è �îðìû ðîãîâèöû è ñêëåðû íà âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå 107òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû ñ ðàç-íûìè äèàìåòðàìè è ðàçíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè ïîä äåéñòâèåìâíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, íàãðóæåííûõ ãðóçîì ñ ïëîñêèì îñíîâàíè-åì. Ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàììANSYS 8.0.Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ðàáîò ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè èçìåðåíèÿ Â�Ä, îäíàêî â îñíîâíîì ýòè ðàáîòûêàñàþòñÿ òîíîìåòðèè ïî �îëüäìàíó. Çîíà êîíòàêòà ãðóçà è ðîãîâè-öû â ýòîì ñëó÷àå ìàëà, è ïîýòîìó â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî âîçìóùåíèå, âíîñèìîå â �èáðîçíóþ îáîëî÷êó ãëàçà òîíîìåò-ðîì, ëîêàëèçîâàíî âáëèçè îáëàñòè êîíòàêòà è íà ñòûêå ðîãîâèöûñî ñêëåðîé óæå äîñòàòî÷íî ìàëî, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå äå�îðìèðîâà-íèå ðîãîâèöû â îñíîâíîì çàâèñèò îò óïðóãèõ ñâîéñòâ è ãåîìåòðèèðîãîâèöû.Îäíàêî ïðè ìîäåëèðîâàíèè èçìåðåíèÿ Â�Ä òîíîìåòðîì Ìàêëà-êîâà, îñîáåííî ãðóçîì 10 ã, ò. å. â ñëó÷àå, êîãäà çîíà êîíòàêòà îêà-çûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøåé, îáîëî÷êà ñêëåðû ìîæåò îêàçûâàòüñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó â íà-øåé ìîäåëè êîðíåîñêëåðàëüíàÿ îáîëî÷êà ìîäåëèðóåòñÿ ñîïðÿæåí-íûìè îáîëî÷êàìè.�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé ñ îñüþ ñèì-ìåòðèè Y , ÷òî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîéìîäåëè. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé, ïîýòîìó âêà÷åñòâå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà âûáåðåì ýëåìåíò PLANE42 ñ îïöèåéAxisymmetri
, à òàêæå îïöèåé äëÿ çàäàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ âëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàæäîãî ýëåìåíòà.Ïîñòðîèì â êàæäîé òî÷êå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ëî-êàëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãäå íàïðàâëåíèå îñè X ñîâ-ïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, à íàïðàâëåíèÿ îñåéY è Z ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, ëåæàùèõâ ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà îáîëî÷åê çàäàåì âóçëîâîé (ýëåìåíòíîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò â âèäå ñëåäóþùèõ îòíî-øåíèé: Ex � Ey = Ez ; �xy = �xz � �yz = 0:499;Gxy = Gxz � Gyz = Ey2(1+�yz) :Íà îäíó èç îáîëî÷åê, íàõîäÿùóþñÿ ïîä çàäàííûì âíóòðåííèì



108 À. Ñ. Òèïÿñåâäàâëåíèåì p, äàâèì âäîëü îñè Y ìåòàëëè÷åñêèì öèëèíäðîì ñ ïëîñ-êèì îñíîâàíèåì (òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà èëè �îëüäìàíà). Çàìåòèì,÷òî äèàìåòð îáëàñòè êîíòàêòà âñåãäà äîëæåí áûòü ìåíüøå äèàìåò-ðà öèëèíäðà. Ïðè ýòîì äèàìåòð îáëàñòè êîíòàêòà çàâèñèò îò âåëè-÷èíû, ïðèëîæåííîé ê öèëèíäðó ñèëû è âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Ñî-ãëàñíî îáùåé òåîðèè êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé (Äæîíñîí, 1978),ðàçìåðû ïëîùàäêè êîíòàêòà çàâèñÿò òàêæå îò ãåîìåòðèè (òîëùè-íà, ðàäèóñ) è óïðóãèõ ñâîéñòâ îáîëî÷åê. Òàê êàê ðîãîâèöà íàìíîãîìÿã÷å ìåòàëëè÷åñêîãî öèëèíäðà, äå�îðìàöèåé ïîñëåäíåãî ìîæíîïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü åãî àáñîëþòíî æåñòêèì. Íàëè÷èå ñëåçû ìåæ-äó øòàìïîì è ðîãîâèöåé îáåñïå÷èâàåò ïðîñêàëüçûâàíèå áåç òðåíèÿâ îáëàñòè êîíòàêòà.Âàæíûì ìîìåíòîì ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëèÿâëÿåòñÿ âûáîð òî÷åê çàêðåïëåíèÿ îáëàñòè, ÷òîáû èñêëþ÷èòü äâè-æåíèå òåëà êàê öåëîãî (÷òî ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè ñ÷åòà) ïðèïðèëîæåíèè ñèë. Â ñèëó ëîêàëüíîñòè âîçìóùåíèé, âûçâàííûõ êîí-òàêòíûì âçàèìîäåéñòâèåì íàõîäÿùåéñÿ ïîä âíóòðåííèì äàâëåíèåìýëëèïòè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ æåñòêèì øòàìïîì â ðàññìàòðèâàåìîìäèàïàçîíå ïðèëîæåííûõ ê æåñòêîìó øòàìïó ñèë, ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ñå÷åíèå øàðîâîãî ñëîÿ ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòüþ ìîæåò ïå-ðåìåùàòüñÿ òîëüêî â ýòîé ïëîñêîñòè (íàõîäèòüñÿ â óñëîâèÿõ ñêîëü-çÿùåé çàäåëêè). Ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ñèëûïðè çàäàííîì äèàìåòðå ïëîùàäêè êîíòàêòà â îêðåñòíîñòè ãðàíèöûêîíòàêòà ïðîâåäåíî ñãóùåíèå ñåòêè.Îñóùåñòâëåíî ðàçáèåíèå îáëàñòè êðóãîâûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìèíà 1120 ýëåìåíòîâ (ðèñ. 3 íà âêëåéêå).�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ çíà÷åíèé òîëùèíû ðîãîâèöû 0:55 è0:6 ìì, ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøåíèå äëèí âåðòèêàëüíîéè ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóîñåé ðîãîâèöû, ìåíÿëñÿ îò 0:9 äî 1:1 ìì ñøàãîì 0:1, èñòèííîãî äàâëåíèÿ îò 10 ìì ðò. ñò. äî 20 ìì ðò. ñò. ñøàãîì 5 ìì ðò. ñò. Äëÿ ðàñ÷åòîâ ìîäóëü Þíãà ðîãîâèöû è ñêëåðûïðèìåì ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî Ex = 1:2 è Ex = 6:0:Ex = Ey50 ; Gxz = Gyz30 ; �xy = �yz50 :�åøåíèå çàäà÷è äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷å-ñêèõ ñâîéñòâ îáîëî÷åê, à òàêæå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ïðîâîäèëîñü



Âëèÿíèå òîëùèíû è �îðìû ðîãîâèöû è ñêëåðû íà âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå 109ïî îòäåëüíûì àëãîðèòìàì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èçìåðåíèÿ Â�Ä òî-íîìåòðîì Ìàêëàêîâà è òîíîìåòðîì �îëüäìàíà.3.1. Òîíîìåòðèÿ ìåòîäîì ÌàêëàêîâàÍà ïåðâîì øàãå ïðèêëàäûâàåì âíóòðåííåå äàâëåíèå è çàìåðÿåìâíóòðåííèé îáúåì ñîñòàâíîé îáîëî÷êè. Íà âòîðîì øàãå ê æåñòêîìóøòàìïó (ê ïèëîòíîìó óçëó � pilot node) ïðèêëàäûâàåì ñèëóF = mg;ãäå m � ìàññà ãðóçà, g = 9:8 ì/
2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ,ïðè ýòîì âíóòðåííèé îáúåì èçìåíÿëñÿ.Äàëåå çàïóñêàëñÿ öèêë äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âíóòðåííåãî îáúå-ìà. Íà êàæäîì øàãå öèêëà âíóòðåííåå äàâëåíèå èçìåíÿëîñü íà2 ìì ðò. ñò. è äàëåå, óìåíüøàÿ øàã êàæäûé ðàç âäâîå. Åñëè îáúåìíà ïðåäûäóùåì øàãå áûë ìåíüøå íà÷àëüíîãî, òî äàâëåíèå óâåëè-÷èâàëîñü, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � óìåíüøàëîñü.Â ðåçóëüòàòå âíóòðåííåå äàâëåíèå ïîäíèìàëîñü äî óðîâíÿòîíîìåòðè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Ïî ïîëó÷åííîé çîíå êîíòàêòà, èñ-ïîëüçóÿ òàáëèöû èñòèííîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ Íåñòåðîâà�Âóðãà�òà�Êèñåëåâà ïðè òîíîìåòðèè ïî Ìàêëàêîâó, íàõîäèëîñüâíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå òîíîìåòðîì.3.2. Òîíîìåòðèÿ ìåòîäîì �îëüäìàíàÑíà÷àëà ïðîâîäèì çàìåð àíàëîãè÷íî ìåòîäó Ìàêëàêîâà, íàãðó-æàÿ ãëàç ñèëîé, ýêâèâàëåíòíîé äàâëåíèþ ãðóçà ìàññîé 2 ã, è çàìå-ðÿåì ïîëó÷àåìûé äèàìåòð çîíû êîíòàêòà.Äàëåå â öèêëå ìåíÿëàñü ñèëà äàâëåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûçîíà êîíòàêòà ñîñòàâèëà ðîâíî 3:06 ìì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòüðàäèóñà êîíòàêòà îò ñèëû íàãðóæåíèÿ � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ�óíêöèÿ.Íà ðèñ. 4 íà âêëåéêå ïðåäñòàâëåíû âîçíèêàþùèå â îáîëî÷êàõñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿ.Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ñâîäíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ íåêîòî-ðûõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷åê äî è ïîñëå îïåðàöèè LASIK, â ðåçóëüòàòåêîòîðîé òîëùèíà ðîãîâèöû óìåíüøàëàñü íà 5 ìèêðîí.



110 À. Ñ. Òèïÿñåâ�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÈñòèí- Êðè- Èçìåðåíèå ïî Èçìåðåíèå ïî Èçìåðåíèå ïîíîå âèçíà Ìàêëàêîâó 5 ã Ìàêëàêîâó 10 ã �îëüäìàíóäàâ- ðîãî-ëåíèå âèöû äî ïîñëå äî ïîñëå äî ïîñëå10 0:9 16:2 14:3 11:1 9 14:9 14:910 1:0 17:1 16:2 12:8 11:1 16:2 15:610 1:1 19 17:1 14:4 12:8 18:7 17:915 0:9 18 17:1 15:3 13:6 17:2 17:215 1:0 20 19 16:2 15:3 18:5 18:115 1:1 21:3 20 18:1 17:1 20:6 19:820 0:9 21:3 20 18:1 17:1 20 2020 1:0 22:6 21:3 20 19 21 20:520 1:1 24 22:6 21 21 22:5 22Âëèÿíèå òîëùèíû ðîãîâèöû íà ïîêàçàòåëè Â�Ä îêàçûâàåòñÿçíà÷èòåëüíåå, ÷åì âëèÿíèå êðèâèçíû. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðè-ìåíòàëüíûìè äàííûìè [7℄ è ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî òåì, ÷òî â îáî-ëî÷êå â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå ìîìåíò-íûå óñèëèÿ, êîòîðûå äåéñòâóþò ñîíàïðàâëåííî ñ Â�Ä è êîìïåíñè-ðóþò ÷àñòü äàâëåíèÿ ãðóçà, ÷òî ïðèâîäèò ê çàâûøåíèþ ðåçóëüòàòîâçàìåðîâ. Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî âëèÿíèå òîëùèíû ðî-ãîâèöû ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñïîñîáà èçìåðåíèÿ Â�Ä. Î÷åâèäåíòîò �àêò, ÷òî ïðè èçìåðåíèè Â�Ä ïî Ìàêëàêîâó, ÷åì áîëåå ìû äå-�îðìèðóåì ðîãîâèöó, òåì áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àåì. Ýòîîáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñ ðîñòîì çîíû êîíòàêòà âêëàä ìîìåíòîâ ðàñ-òåò ïðèáëèçèòåëüíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàäèóñó çîíû êîíòàêòà, à ñè-ëà, îêàçûâàåìàÿ Â�Ä, ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàäèóñàçîíû êîíòàêòà. È, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ðîñòîì çîíû êîíòàêòà âêëàäìîìåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâãëàçà, íèâåëèðóåòñÿ è òàáëè÷íûå çíà÷åíèÿ Â�Ä ñòàíîâÿòñÿ áîëååòî÷íûìè.Ëèòåðàòóðà1. Lang G.K. Ophthalmology. Stuttgart; New York: Thieme, 2000. 566 p.2. Íîâîæèëîâ Â.Â. Òåîðèÿ òîíêèõ îáîëî÷åê. Ë.: Ñóäïðîìãèç, 1962. 432 ñ.3. Áàóýð Ñ.Ì., Ëþáèìîâ �.À., Òîâñòèê Ï.Å. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå ìåòîäà Ìàêëàêîâà èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ // Èçâ. �ÀÍ.Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. 2005. � 1. Ñ. 24�39.4. Èîìäèíà Å.Í. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà òêàíåé ãëàçà ÷åëîâåêà // Ñîâðå-
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÎÁÒÅÊÀÍÈß ÊÎÍÒÓ�À ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ÑÊÎ�ÎÑÒÈ�ÈÄ�ÎÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÑÎÎ�ÓÆÅÍÈßË. À. Àëåêñàíäðîâà
Ñòðîèòñÿ ïîäçåìíûé êîíòóð çàãëóáëåííîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëîòèíû,óãëû êîòîðîãî îêðóãëåíû ïî êðèâûì ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû ñêîðîñòè�èëüòðàöèè, â ñëó÷àå, êîãäà âîäîïðîíèöàåìîå îñíîâàíèå ïîäñòèëàåòñÿêðèâîëèíåéíûì âîäîóïîðîì, õàðàêòåðèçóåìûì ïîñòîÿíñòâîì ñêîðîñòèîáòåêàíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è äàåòñÿ àíà-ëèç âëèÿíèÿ îñíîâíûõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà �îðìó èðàçìåðû ïîäçåìíîãî êîíòóðà ïëîòèíû è âîäîóïîðà.1. ÂâåäåíèåÏðîáëåìà ïîäáîðà ïëàâíûõ ïîäçåìíûõ ïðî�èëåé îñíîâàíèéãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà â [1℄,ãäå �èãóðèðîâàëà òàê íàçûâàåìàÿ îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òåî-ðèè ïëîñêîé óñòàíîâèâøåéñÿ �èëüòðàöèè ãðóíòîâûõ âîä [2, 3℄. Ýòàðàáîòà äàëà òîë÷îê ê ðàçâèòèþ öåëîãî íàïðàâëåíèÿ � îòûñêà-íèþ êîíòóðîâ ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé ïî êàêèì-ëèáî çàäàí-íûì íà íèõ ñâîéñòâàì, ïðèíàäëåæàùèõ ãëàâíûì îáðàçîì êàçàíñêîéøêîëå ìàòåìàòèêîâ è ìåõàíèêîâ [4℄. Íèæå ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõòî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîâî-äèòñÿ àíàëèç ñòðóêòóðû è õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé ïëàâíîãî ïîä-çåìíîãî êîíòóðà çàãëóáëåííîé ïëîòèíû, îñíîâàíèå êîòîðîé õàðàê-òåðèçóåòñÿ ïîñòîÿíñòâîì ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ, ïðè íàëè÷èè êðèâî-ëèíåéíîãî âîäîóïîðà, òàêæå õàðàêòåðèçóåìîãî ïîñòîÿíñòâîì ñêî-ðîñòè �èëüòðàöèè.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 14 àïðåëÿ 2009 ã.

 Ë. À. Àëåêñàíäðîâà, 2009



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ êîíòóðà 1132. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå ïîä âîäîíå-ïðîíèöàåìûì ïîäçåìíûì êîíòóðîì çàãëóáëåííîé ïðÿìîóãîëüíîéïëîòèíû ABCC1B1A1 (ðèñ. 1).

�èñ. 1. Ïîäçåìíûé êîíòóð çàãëóáëåííîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëîòèíû, ðàññ÷è-òàííûé ïðè v0 = 1, H = 2, Q = 1:14, �l = 0:296 è �d = 0:295.Ïóñòü êîíòóð îñíîâàíèÿ ïëîòèíû AA1 ñîñòîèò èç äâóõ âåðòè-êàëüíûõ îòðåçêîâ AB è A1B1 îäèíàêîâîé äëèíû d1, ñðåäíåãî ãî-ðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà CC1 äëèíîé 2l1 è ïðèìûêàþùèõ ê íèì äóãêðèâûõ BC è B1C1 ñ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé ñêîðîñòè îáòåêàíèÿjwj = v0. Ñíèçó îáëàñòü òå÷åíèÿ îãðàíè÷åíà êðèâîëèíåéíûì âî-äîóïîðîì FF1, íà êîòîðîì âåëè÷èíà ñêîðîñòè �èëüòðàöèè òàêæåïîñòîÿííà: jwj = u0 (0 < u0 < v0). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíè-öû âåðõíåãî è íèæíåãî áüå�îâ ãîðèçîíòàëüíû, ãðóíò îäíîðîäåí è



114 Ë. À. Àëåêñàíäðîâàäâèæåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Äàðñè ñ èçâåñòíûì êîý��èöèåíòîì�èëüòðàöèè k = 
onst. Äåéñòâóþùèé íà ñîîðóæåíèå íàïîð H , ñêî-ðîñòü îáòåêàíèÿ v0 è �èëüòðàöèîííûé ðàñõîä Q ñ÷èòàþòñÿ çàäàí-íûìè.Ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë äâèæåíèÿ (' � ïîòåíöèàë ñêî-ðîñòè,  � �óíêöèÿ òîêà) è êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó z = x + iy,îòíåñåííûå ñîîòâåòñòâåííî ê kH è H . Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëå-íèè ïîëîæåíèÿ êðèâûõ BC, B1C1 è FF1 ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõA1G1 : y = 0; ' = �0:5H ; A1B1 : x = �l;  = Q;C1DC : y = �d;  = Q; AB : x = l;  = Q;AG : y = 0; ' = 0:5H ; F1EF : y = �T;  = 0;G1F1 è FG :  = 0; B1C1 è BC : jwj = �0;G1F1 è GF : jwj = u0; (1)òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñêîðîñòü �èëüòðàöèè âäîëü êðèâîëèíåéíûõó÷àñòêîâ ïîäçåìíîãî êîíòóðà ïëîòèíû BC è B1C1, à òàêæå âîäî-óïîðà FF1 èìåëà ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ v0 (çàäàííîå) è u0 (èñêîìîå)ñîîòâåòñòâåííî.�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) ïîëó÷åíî â [5℄ è èìååò ñëåäóþùèéâèä: d!d� = Csn(2K�; k)
n(2K�; k)�(�) ;dzd� = Csn(2K�; k)
n(2K�; k)exp((0:5� �)�i)�0�(�) ; (2)ãäå �(�) = �1(�)�2(�), �2(�) = p(A2 + (1�A2)sn2(2K�; k)),�1(�) = p(1� �2sn2(2K�; k))(1� n2sn2(2K�; k)), C > 0 � ìàñ-øòàáíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, K(k) � ïîëíûé ýëëèïòè÷å-ñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ïðè ìîäóëå k,K 0 = K(k0), k0 = p1� k2,� = p1� k02B2, sn('; k); 
n('; k) � ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè ßêîáè,A è B � ïàðàìåòðû êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ.3. Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâÍà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà êàðòèíà òå÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïðè v0 = 1,H = 2, Q = 1:14, �l = 0:296 è �d = 0:295 (áàçîâûå çíà÷åíèÿ).�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþùèõ �èëüòðàöèîííûõ è



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ êîíòóðà 115ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ Q, �l è �d íà ðàçìåðû ïëîòèíû l1 èd1 è âîäîóïîðà l2 è T ñâåäåíû â òàáë. 1 è 2.Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí øèðèíû ïëîòèíû l1 èòîëùèíû d1 ïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé QQ l1 d1 l2 T1.00 0.427 0.407 3.104 3.8191.13 0.417 0.415 3.977 4.6881.25 0.412 0.419 4.946 5.6551.38 0.409 0.421 6.228 6.9351.50 0.408 0.422 7.666 8.372Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí øèðèíû ïëîòèíû l1 èòîëùèíû d1 ïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé �l è �d�l l1 d1 l2 T �d l1 d1 l2 T0.20 1.570 0.004 5.061 6.495 0.25 0.150 0.908 4.774 5.3810.23 1.179 0.004 4.506 5.679 0.28 0.319 0.553 4.207 4.8710.25 0.915 0.148 4.228 5.229 0.30 0.450 0.374 4.008 4.7370.28 0.563 0.317 4.079 4.828 0.32 0.571 0.246 3.919 4.7180.30 0.384 0.442 4.059 4.753 0.375 0.782 0.062 3.917 4.711Íà ðèñ. 2�4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè d1, l1, l2 è T îò v0, Hè Q.Àíàëèç äàííûõ òàáëèö è ãðà�èêîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþ-ùèå âûâîäû.Óìåíüøåíèå ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ è óâåëè÷åíèå äåéñòâóþùåãî íàñîîðóæåíèå íàïîðà ïðèâîäÿò ê ðîñòó âñåõ ðàçìåðîâ ïëîòèíû l, l1, dè d1 è, íàîáîðîò, ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðîâ êðèâîëèíåéíîãî âîäîóïî-ðà l2 è T . Âåëè÷èíû l1 è d1, à ñëåäîâàòåëüíî, øèðèíà è òîëùèíàïëîòèíû, ìîãóò áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíûìè: èç ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òîèçìåíåíèå ñêîðîñòè â 1.5 ðàçà óâåëè÷èâàåò øèðèíó l1 è òîëùèíód1 ñîîòâåòñòâåííî íà 329 è 380.4%. Âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòè d1 èl1 îò ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ è äåéñòâóþùåãî íàïîðà, à òàêæå T è l2îò âñåõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè êà÷åñòâåííî ïîäîáíû,ïðè÷åì ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ v0, H , Q, �l è �d ãëóáèíàâîäîóïîðà T âñåãäà ïðåâîñõîäèò øèðèíó l2 â ñðåäíåì íà 10�20%.Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå îäèíàêîâûé êà÷åñòâåííûé õàðàêòåðçàâèñèìîñòåé âåëè÷èí l, l1, d è d1 îò ïàðàìåòðîâ Q è �l (ñì. òàáë. 1è 2): óâåëè÷åíèå �èëüòðàöèîííîãî ðàñõîäà è ðàçíîñòè �l ïðèâîäÿò
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü d1 è l1 îò v0 ïðè H = 2, Q = 1:14,�l = 0:296 è �d = 0:295.

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü d1 è l1 îò H ïðè v0 = 1, Q = 1:14,�l = 0:296 è �d = 0:295.
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�èñ. 4.Çàâèñèìîñòü l2 è T îò Q ïðè H = 2, v0 = 1, Q = 1:14,�l = 0:296 è �d = 0:295.ê ðîñòó òîëùèíû ïëîòèíû d (âåëè÷èíû d1) è óìåíüøåíèþ øèðèíûïëîòèíû l (âåëè÷èíû l1). Â òî æå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ ñîâåðøåí-íî ïðîòèâîïîëîæíûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ïëîòèíû ïðèâàðüèðîâàíèè âåëè÷èí �l è �d. �àçäåëû òàáë. 2, îòíîñÿùèåñÿ êýòèì ïàðàìåòðàì, îòðàæàþò ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü: óâåëè÷å-íèþ ðàçíîñòè �l (�d) ñîïóòñòâóåò óáûâàíèå (ðîñò) øèðèíû ïëî-òèíû l è ðîñò (óáûâàíèå) åå òîëùèíû d. Òàê, ñ èçìåíåíèåì �l íà50% øèðèíà l1 óìåíüøàåòñÿ â 4.1 ðàçà, òîëùèíà d1 óâåëè÷èâàåòñÿ â110.5 ðàçà, ïîäîáíîå æå èçìåíåíèå âåëè÷èíû �d ïðèâîäèò ê óâåëè-÷åíèþ øèðèíû l1 â 5.2 ðàçà è óìåíüøåíèþ òîëùèíû d1 â 14.7 ðàçà.Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðîâ v0, H , �l è �d ãëóáèíà âîäîóïîðà T èøèðèíà l2 óìåíüøàþòñÿ (õîòÿ è íåçíà÷èòåëüíî, â ïðåäåëàõ 1.1�1.7ðàçà) è óâåëè÷èâàþòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì �èëüòðàöèîííîãî ðàñõîäàQ, ïðè÷åì ñóùåñòâåííî: íà 147 è 119% ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîìâåëè÷èíû T è l2 ìîãóò áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíûìè è â ðàññìàò-ðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ïðåâîñõîäèòü íå òîëüêî ïàðàìåòðû d1 è l1, íîè ñàìè ðàçìåðû ïëîòèíû d è l ñîîòâåòñòâåííî. Òàê, èç ðèñ. 2 âû-òåêàåò, ÷òî ïðè H = 1:4 èìååì l1 = 0:285, l = 0:581, l2 = 6:678,çíà÷èò, l2l = 11:5, à èç òàáë. 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè �l = 0:2 ïîëó÷àåìd1 = 0:004, d = 0:229, T = 6:495, ñëåäîâàòåëüíî, Td = 21:7. Òàêèì îá-ðàçîì, ðàçìåðû l2 è T ïðåâîñõîäÿò øèðèíó ïëîòèíû l è åå òîëùèíód â 10 è 20 ðàç ñîîòâåòñòâåííî.



118 Ë. À. Àëåêñàíäðîâà4. Çàêëþ÷åíèåÍà îñíîâå òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îáòåêàíèèêîíòóðà ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè îñíîâàíèÿ ïëîòèíû è ñ ïîìîùüþ ÷èñ-ëåííûõ ðàñ÷åòîâ äàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ îïðå-äåëÿþùèõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà êàðòèíó òå÷åíèÿ. Â÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå äåéñòâóþùåãî íà ñîîðóæå-íèå íàïîðà è óìåíüøåíèå ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ ïðèâîäÿò ê ðîñòó âñåõðàçìåðîâ ïëîòèíû.Ëèòåðàòóðà1. Êî÷èíà È.Í., Ïîëóáàðèíîâà-Êî÷èíà Ï.ß. Î ïðèìåíåíèè ïëàâíûõ êîí-òóðîâ îñíîâàíèÿ ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé // ÏÌÌ. Ò. 16. 1952. Ñ. 57�66.2. Ïîëóáàðèíîâà-Êî÷èíà Ï.ß. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä. Ì.: �îñòå-õèçäàò, 1952. 676 ñ.; 2-å èçä. Ì.: Íàóêà, 1977. 664 ñ.3. Àðàâèí Â.È., Íóìåðîâ Ñ.Í. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ â íåäå-�îðìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1953. 616 ñ.4. Àêñåíòüåâ Ë.À., Èëüèíñêèé Í.Á., Íóæèí Ì.Ò. è äð. Òåîðèÿ îáðàòíûõêðàåâûõ çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé è åå ïðèëîæåíèÿ // Èòîãè íàóêèè òåõíèêè: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. 1980. Ò. 18. Ñ. 67�124.5. Áåðåñëàâñêèé Ý.Í. Ïîñòðîåíèå ïîäçåìíîãî êîíòóðà ãèäðîòåõíè÷åñêîãîñîîðóæåíèÿ ñ ó÷àñòêàìè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ // Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�.2008. � 5. Ñ. 103�112.



ÎÁ ÎÄÍÎÉ �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÎÁÒÅÊÀÍÈß ØÏÓÍÒÀ ÆÓÊÎÂÑÊÎ�ÎÅ. Â. Ïåñòåðåâ
Â ðàìêàõ ïëîñêîé óñòàíîâèâøåéñÿ �èëüòðàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-äà÷à îá îáòåêàíèè øïóíòàÆóêîâñêîãî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà íåêîòîðîéãëóáèíå èìååòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ïëàñò, ñîñòîÿùèé èç íåïðîíèöàåìîãî èõîðîøî ïðîíèöàåìîãî ó÷àñòêîâ, ïðè íàëè÷èè èí�èëüòðàöèè íà ñâîáîä-íîé ïîâåðõíîñòè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è äàåòñÿãèäðîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ âñåõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäå-ëè íà êàðòèíó òå÷åíèÿ.1. Ââåäåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå äâèæåíèå ãðóíòîâîé âîäû ïîä øïóí-òîì OFB, êîãäà íà íåêîòîðîé ãëóáèíå T èìååòñÿ ãîðèçîíòàëüíûéïëàñò, ñîñòîÿùèé èç íåïðîíèöàåìîãî CD è õîðîøî ïðîíèöàåìîãîDA ó÷àñòêîâ. Ôèëüòðàöèîííûå âîäû, îáòåêàÿ øïóíò ñ êîíå÷íîéñêîðîñòüþ íà åãî êîíöå, ïîäíèìàþòñÿ çà íèì íà íåêîòîðóþ âûñîòóFB è îáðàçóþò ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü AB, íà êîòîðóþ ïîñòóïàþòèí�èëüòðàöèîííûå âîäû ñ èíòåíñèâíîñòüþ " (0 < " < 1) (îòíå-ñåííîé ê êîý��èöèåíòó �èëüòðàöèè ãðóíòà { = 
onst). Äåéñòâó-þùèé íàïîð H, äëèíà øïóíòà S, ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ åãî íà êîíöåVF (0 < VF < "), à òàêæå ãëóáèíà çàëåãàíèÿ ïëàñòà T ñ÷èòàþòñÿçàäàííûìè. Ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ ! = ' + i èêîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó z = x + iy, îòíåñåííûå ñîîòâåòñòâåííî ê{T è T . Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè AB è, ñòàëî áûòü, ðàçìåðîâ d, L1 è L2 ïðè ñëåäóþùèõ

Äîêëàä íà ñåìèíàðå 14 àïðåëÿ 2009 ã.

 Å.Â.Ïåñòåðåâ, 2009



120 Å. Â. Ïåñòåðåâêðàåâûõ óñëîâèÿõ:OC : y = 0; ' = �H ; CD : y = �T;  = 0;DA : y = �T; ' = 0; AB : ' = �y � T;  = Q+ "x;OFB : x = 0;  = Q; (1)ãäå Q � èñêîìûé �èëüòðàöèîííûé ðàñõîä.2. �åøåíèå çàäà÷èÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ï.ß. Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé [1℄, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèèëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1, 2℄. Ââîäèòñÿ âñïîìîãà-òåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � è �óíêöèè !(�) è z(�), êîí�îðìíî îòîáðà-æàþùèå ïðÿìîóãîëüíèê � íà îáëàñòè ! è z (ñîîòâåòñòâèå òî÷åêóêàçàíî íà ðèñ. 1, à) è êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü w = d!=dz (ðèñ. 1, á ).
�èñ. 1. Îáëàñòè âñïîìîãàòåëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé �(à) è êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w (á ).Îáëàñòü êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè w ïðèíàäëåæèò êëàññó ìíîãî-óãîëüíèêîâ â ïîëÿðíûõ ñåòêàõ [3℄. Ïðèìåíÿÿ ðàçðàáîòàííóþ [4℄ ìå-òîäèêó ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæàþùèõ �óíêöèé äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâïîäîáíîãî òèïà, íàéäåì w(�) = p" tg ��: (2)



Îá îäíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè îáòåêàíèÿ øïóíòà 121Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (2), ðåøåíèå êðàåâîé çàäà-÷è (1) íàéäåì â ñëåäóþùåì ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:d!d� = p"C sin��sn(2K�;k)�(�) ; dzd� = C 
os��sn(2K�;k)�(�) ; (3)ãäå �(�) =pB21sn2(2K�; k) +B2, Ñ � ìàñøòàáíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìî-äåëèðîâàíèÿ,K(k)� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäàïðè ìîäóëå k, K 0 = K(k0), k0 = p1� k2, � = K 0=K = 2arth(p")=�,sn(2K�; k) � ýëëèïòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ßêîáè, B = sn(2Kb; k0), B1 =p1�B2, A = sn(2Ka; k0), a = ��1arth(VF =p") � ïàðàìåòðû êîí-�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ. Çàïèñü ïðåäñòàâëåíèé (3) äëÿ ðàçëè÷íûõó÷àñòêîâ ãðàíèöû îáëàñòè � ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïîâñåìó êîíòóðó âñïîìîãàòåëüíîé îáëàñòè ïðèâîäèò ê çàìûêàíèþîáëàñòè äâèæåíèÿ z è òåì ñàìûì ñëóæèò êîíòðîëåì âû÷èñëåíèé.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëÿþùèõ �èçè÷åñêèõïàðàìåòðîâ ìîäåëè S è HC aZb 
h(��)
n2(2K�; k0)d�sn(2K�; k0)psn2(2K�; k0)�B2 = S;Cp" 0:5Z0 sin(��)d�sn(2K�; k)pB21sn2(2K�; k) +B2 = H; (4)êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèÿB è C. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ âû÷èñëÿþòñÿ âûñîòàïîäíÿòèÿ ãðóíòîâîé âîäû çà øïóíòîì d (äëèíà îòðåçêà OB), ïðîåê-öèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà îñü x L2 (äëèíà îòðåçêà AD), øèðèíàíåïðîíèöàåìîãî ó÷àñòêà ñëîÿ L1 (äëèíà îòðåçêà OD) è ðàñõîä Q.Èìååì d = T � Ck2sh(0:5��) 0:5R0 sin(��)sn2(2K�;k)d�pB2k2sn2(2K�;k)+B21 ;L2 = Ck2
h(0:5��) 0:5R0 
os(��)sn2(2K�;k)d�pB2k2sn2(2K�;k)+B21 ;L1 = L2 � C 0:5�R0 sh(��)dn2(2K�;k0)d�pB2dn2(2K�;k0)+B21 ;Q = p"C 0:5�R0 
h(��)dn2(2K�;k0)d�pB2dn2(2K�;k)+B21 � "L2: (5)



122 Å. Â. ÏåñòåðåâÎñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñëîæíóþ ñèñòåìó òðàíñöåíäåíòíûõóðàâíåíèé (4), êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî óñòðàíÿòü îñîáåííîñòè íàïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. ×èñëåííûìñïîñîáîì îïðåäåëÿåòñÿ ìîíîòîííîñòü �óíêöèé, âõîäÿùèõ â ïîäûí-òåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ñèñòåìû (4), è, òàêèì îáðàçîì, óñòàíàâëè-âàåòñÿ åå ðàçðåøèìîñòü.Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà êàðòèíà òå÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïðè T = 5,VF = 0:3, " = 0:6, H = 5, S = 3:1 (áàçîâûå çíà÷åíèÿ).

�èñ. 2. Êàðòèíà òå÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïðè VF = 0:3, " = 0:6, T = 5,H = 5 è S = 3.Â òàáë. 1 è 2 ñâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî âûÿñíåíèþ âëèÿ-íèÿ ïàðàìåòðîâ VF , ", H è S íà �èëüòðàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêèd è L1 (îòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû îçíà÷àþò, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõ-íîñòü ïîäíèìàåòñÿ âûøå îñè àáñöèññ, à òî÷êà D ëåæèò ëåâåå îñèîðäèíàò), L2 è Q.Íà ðèñ. 3�6 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè �èëüòðàöèîííûõ õàðàê-òåðèñòèê d è L2 îò VF , H , S è ".



Îá îäíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè îáòåêàíèÿ øïóíòà 123Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí d, L1, L2 è Qïðè âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé VF è H.VF d L1 L2 Q H d L1 L2 Q0.15 1.956 0.470 2.358 1.735 3.1 2.929 0.338 1.614 1.1590.2 1.757 0.519 2.521 1.826 4 2.238 0.466 2.165 1.5320.3 1.453 0.612 2.784 1.947 5 1.453 0.612 2.784 1.9470.4 1.246 0.693 2.971 2.009 6 0.671 0.761 3.405 2.3600.5 1.134 0.743 3.077 2.036 7 -0.110 0.910 4.026 2.772Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí d, L1, L2 è Q ïðèâàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé S è ".S d L1 L2 Q " d L1 L2 Q1 1.236 0.697 2.981 2.012 0.4 0.706 2.873 4.624 1.2682 1.334 0.656 2.890 1.985 0.5 1.025 1.628 3.615 1.6153 1.453 0.612 2.784 1.947 0.6 1.453 0.612 2.784 1.9474 1.569 0.573 2.681 1.905 0.7 1.972 -0.216 2.086 2.2494.5 1.624 0.556 2.634 1.883 0.8 2.582 -0.890 1.481 2.5153. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâÀíàëèç ïðèâåäåííûõ âûøå òàáëèö è ãðà�èêîâ ïîçâîëÿåò ñäå-ëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.Ñ ðîñòîì ñêîðîñòè VF è íàïîðàH è óáûâàíèåì äëèíû øïóíòà Sðàçìåðû L1, L2 è ðàñõîäQ óâåëè÷èâàþòñÿ è, íàîáîðîò, óìåíüøàåòñÿâûñîòà ïîäíÿòèÿ ãðóíòîâîé âîäû çà øïóíòîì d. Òàê, èç òàáë. 1âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè íàïîðà H íà 126% âåëè÷èíû L1 ,L2 èðàñõîä Q èçìåíÿþòñÿ ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëüíî � â 2.5, 2.7 è 2.4 ðàçàñîîòâåòñòâåííî.Â òî æå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ ñîâåðøåííî ïðîòèâîïîëîæíûé õà-
�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè L2 è d (à), Q è L1 (á ) îò VF .
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè L2 è d (à), Q è L1 (á ) îò H.
�èñ. 5. Çàâèñèìîñòè L2 è d (à), Q è L1 (á ) îò S.ðàêòåð èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ L1, L2 è d ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåò-ðîâ S è ". Ïðè ýòîì âåëè÷èíû L1, L2 ìîãóò áûòü âåñüìà çíà÷è-òåëüíûìè: èç òàáë. 2 ñëåäóåò, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì èíòåíñèâíîñòèèí�èëüòðàöèè " â 2 ðàçà ðàçìåðû L1 è L2 âîçðàñòàþò â 17 è 3 ðàçàñîîòâåòñòâåííî.Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðîâ VF , H , " è, íàîáîðîò, ñ óìåíüøåíèåì äëè-íû øïóíòà S ðàñõîä Q óâåëè÷èâàåòñÿ.Âîçðàñòàíèå ìîùíîñòè ïëàñòà T , äëèíû øïóíòà S è èí�èëü-òðàöèè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âûñîòû ïîäíÿòèÿ âîäû d. Ïðè ýòîìíàèáîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïàðàìåòð d îêàçûâàåò ìîùíîñòüïëàñòà. Òàê, ñ óâåëè÷åíèåì ìîùíîñòè T âñåãî â 1.86 ðàçà ïàðàìåòð dèçìåíÿåòñÿ áîëåå ÷åì â 60 ðàç. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè ýòîì âàðü-èðîâàíèå ïàðàìåòðà T ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà âåëè÷èíàõL1, L2 è ðàñõîäå Q.
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�èñ. 6. Çàâèñèìîñòè L2 è d (à), Q è L1 (á ) îò ".4. Çàêëþ÷åíèåÍàéäåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îá îáòåêàíèèøïóíòà Æóêîâñêîãî ïðè íàëè÷èè èí�èëüòðàöèè íà ñâîáîäíóþ ïî-âåðõíîñòü â ñëó÷àå, êîãäà íà íåêîòîðîé ãëóáèíå ïîä øïóíòîì çàëå-ãàåò ãîðèçîíòàëüíûé ñëîé, ñîñòîÿùèé èç íåïðîíèöàåìîãî è õîðîøîïðîíèöàåìîãî ó÷àñòêîâ.Ëèòåðàòóðà1. Ïîëóáàðèíîâà-Êî÷èíà Ï.ß. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä. Ì.: �îñòåõ-èçäàò, 1952. 676 ñ.; 2-å èçä. Ì.: Íàóêà, 1977. 664 ñ.2. Êî÷èíà Ï.ß. �èäðîäèíàìèêà è òåîðèÿ �èëüòðàöèè // Èçáðàííûå òðóäû.Ì.: Íàóêà, 1991. 351 ñ.3. Áåðåñëàâñêèé Ý.Í. Î êîí�îðìíîì îòîáðàæåíèè êðóãîâûõ ìíîãîóãîëü-íèêîâ íà ïðÿìîóãîëüíèê // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. �5. 1980. Ñ. 3�7.4. Êîïïåí�åëüñ Â., Øòàëüìàí Ô. Ïðàêòèêà êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé.Ì.: Èçä-âî �Èíîñòð. ëèò.�, 1963. 406 ñ.



ÍÎÂÀß Ò�ÀÊÒÎÂÊÀ ÎÄÍÎ�Î ÂÀ�ÈÀÍÒÀÝÍÄÎÕ�ÎÍÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÍÅÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ,Ó×ÈÒÛÂÀÞÙÅÉ ÁÎËÜØÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈÑ. Ï. Ïîìûòêèí
�àññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò ýíäîõðîííîé òåîðèè íåóïðóãîñòè, â êîòî-ðîì ïàðàìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïîðîæäàåò óïðóãèå äå�îðìàöèè. �åêîìåí-äóåòñÿ ïðîñòîé ñïîñîá îáîáùåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íà îá-ëàñòü áîëüøèõ äå�îðìàöèé è ïîâîðîòîâ. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â ïðîöåññåîáîáùåíèÿ óðàâíåíèé âîçíèêàåò íîâàÿ ìåðà óïðóãèõ äå�îðìàöèé. Ïîä-÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííûå óðàâíåíèÿ óäîáíû äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷ ìÿãêîãî íàãðóæåíèÿ.1. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàëûõäå�îðìàöèéÂ ðàáîòàõ [1℄�[3℄ áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò ýíäîõðîííîé òåîðèèíåóïðóãîñòè äëÿ ìàëûõ äå�îðìàöèé. Â áåçûíäåêñíîé �îðìå çàïèñèîïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îð-ìàöèé èìåëè ñëåäóþùèé âèä:12G �� + �� d�jdrj� = � drjdrj + r(1 + g)�� g ; (1)r = �2G � (1� �)"; (2)�0 + 
 d�0jdrj = 1�(r0) �0 dr0jdrj ; (3)r0 = "0 � k1K �0; "0 = "ii; �0 = �ii: (4)Äîêëàä íà ñåìèíàðå 30 ìàðòà 2009 ã.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò �08-01-00036.

 Ñ. Ï. Ïîìûòêèí, 2009



Íîâàÿ òðàêòîâêà ýíäîõðîííîé òåîðèè íåóïðóãîñòè 127Çäåñü " è � � äåâèàòîðû òåíçîðîâ äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé, r �äåâèàòîð âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, G � ìîäóëüñäâèãà, � � ïàðàìåòð ýíäîõðîííîñòè, � � àíàëîã äå�îðìàöèîííîãîïðåäåëà òåêó÷åñòè, g � àíàëîã ìîäóëÿ óïðî÷íåíèÿ, K � îáúåìíûéìîäóëü, 
 è k1 � ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà; jaj = pa : a � äâîéíîåñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà a.Îòìåòèì, ÷òî ïðè � = 1 ïàðàìåòðè÷åñêèé òåíçîð r ïåðåõîäèò âòåíçîð óïðóãèõ äå�îðìàöèé ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ýíäîõðîííîñòèñàìèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.2. Ïåðåõîä â îáëàñòü áîëüøèõ äå�îðìàöèéÂ [4℄ áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò îáîáùåíèÿ ýíäîõðîííîé òåîðèèíà îáëàñòü áîëüøèõ äå�îðìàöèé ïðè ââåäåíèè íîâîãî ïîíÿòèÿ ìå-ðû íàïðÿæåíèé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîÿñíÿåòñÿ âûáîð íîâîé ìåðûäå�îðìàöèè, íàçâàííîé çäåñü ìåðîé óïðóãîé äå�îðìàöèè. Â îïðå-äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1)�(4) âìåñòî òåíçîðîâ ", � è r ââîäÿòñÿòåíçîðû ïðèâåäåííûõ äå�îðìàöèé E, ïðèâåäåííûõ óïðóãèõ äå�îð-ìàöèé T è ïðèâåäåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà N ïî �îðìóëàìE = RT "R; T = RT �2GR = RT "elR; N = RT rR; (5)_E = _RT "R; _T = RTPR; _N = _RT rR:Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è�îðìóëû: F � ãðàäèåíò óïðóãîé äå�îðìàöèè, L = _F F�1 � ãðà-äèåíò ñêîðîñòè óïðóãîé äå�îðìàöèè, P = (L+LT )=2 � òåíçîð ñêî-ðîñòè óïðóãîé äå�îðìàöèè, W = (L � LT )=2 � ñîîòâåòñòâóþùèéòåíçîðó ñêîðîñòè óïðóãîé äå�îðìàöèè ñïèí, F = R �U � ïîëÿðíîåðàçëîæåíèå ãðàäèåíòà óïðóãîé äå�îðìàöèè, R � îðòîãîíàëüíûéòåíçîð ïîâîðîòà, U � ïðàâûé òåíçîð óïðóãîãî óäëèíåíèÿ, ïðè÷åìU2 = F TF è R = FU�1, òî÷êà íàä îáúåêòîì � äè��åðåíöèðîâàíèåïî �èçè÷åñêîìó âðåìåíè.Ïîñëå ïðîöåäóðû ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ è èõ ïðîèçâîäíûõïî ñõåìå RT (�)R ïðîèçâîäèòñÿ èñêëþ÷åíèå áîëüøèõ ïîâîðîòîâ ðàñ-ñìàòðèâàåìîãî êîíòèíóóìà, è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1)�(4)



128 Ñ. Ï. Ïîìûòêèíâ ïðîñòðàíñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèíèìàþò âèäj _rj E + �� _E = � _N + 1 + g(1 + g)�� g j _rj N; (6)r = "el � (1� �)":Ïîñëå ïðîöåäóðû îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ R(�)RT óðàâíåíèÿñâÿçè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äå�îðìàöèÿìè â ìàòåðèàëüíîé ñè-ñòåìå êîîðîäèíàò çàïèøóòñÿ â �îðìåj _rj"el + �� Æ"el = � Ær + 1 + g(1 + g)�� g j _rj r; (7)Ær= P � (1� �) Æ"; Æ"el = P;�0 + 
 d�0jdrj = 1�(r0) �0 dr0jdrj ;r0 = "0 � k1K �0; "0 = "ii; �0 = �ii:Ñèìâîë (Æ) íàä òåíçîðàìè îáîçíà÷àåò îáúåêòèâíóþ ïðîèçâîäíóþ�ðèíà�Íàõãäè (
 � òåíçîð âèõðÿ):ÆA= _A+A
� 
A; 
 = _RRT : (8)Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (5) �àêòè÷åñêè îïðåäå-ëÿþò íîâóþ ìåðó óïðóãîé äå�îðìàöèè ïî �îðìóëå"el = R �Z �RTPR� dt� RT ; (9)îòëè÷àþùóþñÿ îò òðàäèöèîííûõ ìåð óïðóãèõ äå�îðìàöèé. Èíà-÷å ãîâîðÿ, ìåðà óïðóãîé äå�îðìàöèè (9) ïîðîæäàåòñÿ â ïðîöåññåèñêëþ÷åíèÿ áîëüøèõ ïîâîðîòîâ íåéòðàëüíîé êîðîòàöèîííîé ïðî-èçâîäíîé òèïà (8) è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ(7). Åñëè � = 1, òî ñîîòíîøåíèÿ (7) ïðèìóò íàèáîëåå ïðîñòîé âèäj _"elj "+ � Æ"el = � P + (1 + g)j _"elj"el: (10)



Íîâàÿ òðàêòîâêà ýíäîõðîííîé òåîðèè íåóïðóãîñòè 129Ýòîò âàðèàíò òåîðèè íàèáîëåå óäîáåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìÿãêîãîíàãðóæåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, åñëè â [5℄ àâòîð èñïîëüçîâàë ïîíÿòèå ãðàäèåíòàïîëíîé äå�îðìàöèè, òî â ïðåäëàãàåìîé ÷èòàòåëÿì ñòàòüå èñïîëü-çóåòñÿ ïîíÿòèå ãðàäèåíòà óïðóãîé äå�îðìàöèè, ïðåäëîæåííîå Ëèåùå â 1969 ã. [6℄. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìåðà óïðóãîé äå�îðìà-öèè ïðèíèìàåòñÿ â �îðìå, ðåêîìåíäîâàííîé Áðîâêî [7℄ äëÿ ïîëíîéäå�îðìàöèè.Çàìå÷àíèåÍàïîìíèì, ÷òî äëÿ æåñòêîãî íàãðóæåíèÿ (êîãäà çàäàþòñÿ ñêî-ðîñòè ïîëíûõ äå�îðìàöèé) â [5℄ áûë ïðåäëîæåí èíîé âàðèàíò ýíäî-õðîííîé òåîðèè íåóïðóãîñòè äëÿ îáëàñòè äå�îðìàöèé è ïîâîðîòîâ.Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ äåâèàòîðîâ çàïèñûâàëèñü â �îðìå�j _rj � + �� Æ�� 12G = � Ær + j _rjrg + � ; (11)Æ"= D; r = "� 1� �2G �; Ær= D � 1� �2G Æ� :Çäåñü D � òåíçîð ñêîðîñòåé ïîëíûõ äå�îðìàöèé, � � ïàðàìåòðýíäîõðîííîñòè. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (11) óäîáíîèñïîëüçîâàòü ïðè àíàëèçå æåñòêèõ íàãðóæåíèé.Ëèòåðàòóðà1. Êàäàøåâè÷ Þ. È., Ïîìûòêèí Ñ. Ï. Àíàëèç ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ ïðèêîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ ïî ýíäîõðîííîé òåîðèè íåóïðóãîñòè. // Ïðèêëàäíûåïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Âûï. 59. Ìîñêâà: KMK, 1998. Ñ. 72-76.2. Êàäàøåâè÷ Þ. È., Ïîìûòêèí Ñ. Ï. Ó÷åò äèëàòàíñèè â ýíäîõðîííîéòåîðèè ïëàñòè÷íîñòè // Ìàøèíû è àïïàðàòû öåëëþëîçíî-áóìàæíîãî ïðîèç-âîäñòâà. ÑÏá., 2001. Ñ. 127�129.3. Êàäàøåâè÷ Þ. È., Ïîìûòêèí Ñ. Ï. Òåîðèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è ýí-äîõðîííàÿ òåîðèÿ íåóïðóãîñòè, ó÷èòûâàþùèå óïëîòíåíèå ìàòåðèàëà // Âåñò-íèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî. Ñåðèÿ: �Ìåõàíèêà�.Âûï. 1(4). Íèæíèé Íîâãîðîä, 2002. Ñ. 35�38.4. Êàäàøåâè÷ Þ. È., Ïîìûòêèí Ñ. Ï. Àíàëèç ýíäîõðîííûõ âàðèàíòîâòåîðèè ïëàñòè÷íîñòè äëÿ êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé // Íàó÷íûå òðóäû II ìåæäó-íàðîäíîãî ñåìèíàðà �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè� èìåíè Â. À. Ëèõà÷åâà.(5�9 îêòÿáðÿ 1998 ã., Ñòàðàÿ �óññà). Â 2 ò. Íîâãîðîä, 1998. Ò. 2. Ñ. 154�158.



130 Ñ. Ï. Ïîìûòêèí5. Êàäàøåâè÷ Þ. È., Ïîìûòêèí Ñ. Ï. Íîâûå ïðèíöèïû ñîñòàâëåíèÿ îïðå-äåëÿþùèõ óðàâíåíèé ýíäîõðîííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ïðè êîíå÷íûõ äå�îð-ìàöèÿõ // Ìàøèíû è àïïàðàòû öåëëþëîçíî-áóìàæíîãî ïðîèçâîäñòâà. ÑÏá.,1996. Ñ. 124�127.6. Lee Å. H. Elasti
-plasti
 deformation at �nite strains // Journal of AppliedMe
hani
s. 1969. Vol. 36. P. 1�6.7. Áðîâêî �. Ë. Ìàòåðèàëüíûå è ïðîñòðàíñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïðå-äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äå�îðìèðóåìûõ ñðåä // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà èìåõàíèêà. Ò. 54. Âûï. 5. 1990. Ñ. 814�824.



ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÑÎÑÒÎßÍÈß ÊÎÑÒÅÉ ÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÅÉÏ�È ×�ÅÑÊÎÑÒÍÎÌ ÎÑÒÅÎÑÈÍÒÅÇÅÇ. Ò. Èçìàéëîâà
Ïîñòðîåíû êîìïüþòåðíûå ìîäåëè êîñòåé êîíå÷íîñòåé äëÿ ÷ðåñêîñò-íîãî îñòåîñèíòåçà è ïðîâåäåí àíàëèç íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ ïðåäïëå÷üÿ è áåäðåííîé êîñòè ïðè ðåãåíåðàöèè. Àíàëèç ìî-äåëåé ÷ðåñêîñòíîãî îñòåîñèíòåçà ïðè ðàçëè÷íûõ ïåðåëîìàõ êîñòåé êî-íå÷íîñòåé, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ðåíòãåíîâñêèõ ñíèìêîâ â ïðîãðàììåSolidWorks, ïîçâîëÿåò îöåíèòü âëèÿíèå ìûøå÷íûõ óñèëèé è ìîäóëü-íîé òðàíñ�îðìàöèè íà ïðîöåññ ðåãåíåðàöèè êîñòåé, à òàêæå îïðåäåëèòüæåñòêîñòü àïïàðàòîâ âíåøíåé �èêñàöèè. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëü-íûå èññëåäîâàíèÿ æåñòêîñòè àïïàðàòîâ âíåøíåé �èêñàöèè äëÿ îöåí-êè òî÷íîñòè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ñãèáàíèè-ðàçãèáàíèè,ïðèâåäåíèè-îòâåäåíèè è ðîòàöèè.1. Ââåäåíèå×ðåñêîñòíûé îñòåîñèíòåç (×Î) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïå-ðåëîìàõ è ïàòîëîãèÿõ îïîðíî-äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà. Íåñìîòðÿíà âñþ óíèâåðñàëüíîñòü, îí íå ëèøåí íåäîñòàòêîâ, à èìåííî: âîñ-ïàëåíèÿ ìÿãêèõ òêàíåé â îáëàñòè ââåäåíèÿ ÷ðåñêîñòíûõ ýëåìåí-òîâ, íåäîñòàòî÷íàÿ æåñòêîñòü �èêñàöèè êîñòíûõ îòëîìêîâ, îòíî-ñèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÷ðåñêîñòíûõ àïïàðàòîâ, âòîðè÷-íîå òðàâìèðîâàíèå è îáðàçîâàíèå ëîæíûõ ñóñòàâîâ, íåîáõîäèìîñòüïîñòîÿííîãî êâàëè�èöèðîâàííîãî âðà÷åáíîãî ìîíèòîðèíãà. Ñîâåð-øåíñòâîâàíèåì ×Î çàíèìàþòñÿ êàê â èíñòèòóòàõ òðàâìàòîëîãèè èîðòîïåäèè, òàê è â ëàáîðàòîðèÿõ ñ èíæåíåðíûì óêëîíîì. Â ïîñëåä-íèå ãîäû äëÿ ýòèõ öåëåé àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ êîìïüþòåðíîå ìî-äåëèðîâàíèå. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ: áèîìåõàíè÷åñêîå èñ-ñëåäîâàíèå ñîñòîÿíèÿ êîñòåé êîíå÷íîñòåé ïðè ÷ðåñêîñòíîì îñòåî-Äîêëàä íà ñåìèíàðå 14 àïðåëÿ 2009 ã.
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132 Ç. Ò. Èçìàéëîâàñèíòåçå. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòüñëåäóþùèå çàäà÷è:1) ïîñòðîèòü ñîäåðæàòåëüíûå è ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè êîñòåéêîíå÷íîñòåé ïðè ÷ðåñêîñòíîì îñòåîñèíòåçå;2) ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé, ïåðåìåùåíèé, äå�îðìà-öèé è èññëåäîâàíèå ñîñòîÿíèÿ êîñòåé â çîíå ïåðåëîìà ïðè ×Î;3) ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ æåñòêîñòè ×Î.2. Îñòåîñèíòåç ïðåäïëå÷üÿÏðåäïëå÷üå îáðàçóþò äâå êîñòè, ìûøöû, ñîåäèíèòåëüíîòêàí-íûå ñòðóêòóðû è ñîñóäèñòî-íåðâíûå ïó÷êè, ðàñïîëîæåííûå áëèçêîäðóã ê äðóãó (ðèñ. 1).

�èñ. 1. Ñõåìà ïðåäïëå÷üÿ: 1 � ìåæêîñòíàÿ ìåìáðàíà, 2 � çàäíèå âîëîêíàìåæêîñòíîé ìåìáðàíû, 3 � êîñîé òÿæ, 4 � ïåðåäíÿÿ ñâÿçêà íèæíåãî ëó-÷åëîêòåâîãî ñóñòàâà, 5 � êîëüöåâàÿ ñâÿçêà, 6 � íàðóæíàÿ êîëëàòåðàëü-íàÿ ñâÿçêà, 7 � ïåðåäíèå âîëîêíà âíóòðåííåé êîëëàòåðàëüíîé ñâÿçêè,8 � òðåóãîëüíàÿ ñâÿçêà.Ïðè ïîâðåæäåíèè îäíîé èç êîñòåé äðóãàÿ âûñòóïàåò â ðîëè ðàñ-ïîðêè, ïðè ïîâðåæäåíèè îáåèõ êîñòåé çà ñ÷åò ðàçíîíàïðàâëåííîéòÿãè ìûøö ïðîèñõîäÿò çíà÷èòåëüíûå ñìåùåíèÿ êîñòíûõ îòëîìêîâ



Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿ êîñòåé êîíå÷íîñòåé 133ñ âûðàæåííîé äå�îðìàöèåé ïðåäïëå÷üÿ. Ñîåäèíèòåëüíî-òêàííûåñòðóêòóðû ó÷àñòâóþò â ïåðåäà÷å íàãðóçîê îò îäíîé êîñòè ê äðó-ãîé. Ïðè ïåðåëîìå îäíîé èç êîñòåé ìåæêîñòíàÿ ìåìáðàíà áåðåò íàñåáÿ îñíîâíóþ íàãðóçêó, ïðè åå ðàçðûâå ïåðåäà÷à óñèëèé íàðóøà-åòñÿ.Ñîäåðæàòåëüíàÿ ìîäåëü ïðåäïëå÷üÿ ïîñòðîåíà ïðè ñëåäóþ-ùèõ äîïóùåíèÿõ: 1) ìàòåðèàëû êîñòåé, ñïèö, ñòåðæíåé, êîëåö èñîåäèíèòåëüíî-òêàííûõ ñòðóêòóð � îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå; 2)ñðåäà ñïëîøíàÿ; 3) íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ â áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóê-òóðàõ è âî âñåõ ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèè àïïàðàòà, êðîìå ñïèö, íåó÷èòûâàþòñÿ; 4) íà÷àëüíîå íàòÿæåíèå ñïèö P
; 5) ïðåäïëå÷üå æåñò-êî çàêðåïëåíî ïî ïðîêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè; 6) ê äèñòàëüíîìóêîíöó ïðåäïëå÷üÿ ïðèëîæåíû ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû P , P1 è P2(ðèñ. 2).
�èñ. 2. Ñõåìà ñîäåðæàòåëüíîé ìîäåëè ïðåäïëå÷üÿ: L� äëèíà ïðåäïëå÷üÿ,D � âíóòðåííèé äèàìåòð êîëåö, l � ðàññòîÿíèå îò ìåñòà çàêðåïëåíèÿêîñòè äî êîëüöà, li � ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëüöàìè, P � îñåâàÿ íàãðóçêà,P1 � ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà â ñàãèòòàëüíîé ïëîñêîñòè, P2 � ïîïåðå÷íàÿíàãðóçêà âî �ðîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.Ïîñòðîåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè êîñòåé ïðåäïëå÷üÿ (ðèñ. 3)îñóùåñòâëåíî íà îñíîâå òîìîãðà�è÷åñêèõ è ðåíòãåíîâñêèõ ñíèì-êîâ.Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ êîëüöåâèäíîéñâÿçêè ëó÷åâîé êîñòè, ìåæêîñòíîé ìåìáðàíû ïðåäïëå÷üÿ è òðå-óãîëüíîãî �èáðîçíî-õðÿùåâîãî êîìïëåêñà, ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.
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�èñ. 3. �åîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäïëå÷üÿ.Ñîåäèíèòåëüíî-òêàííûå ñòðóêòóðû �èêñèðîâàëèñü â áèîìåõàíè÷å-ñêîì ñòåíäå è ïðîâîäèëèñü ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ñ íàãðóæåíèåì.Áûë âûáðàí ðàáî÷èé ó÷àñòîê, îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå êîòîðîãî�èêñèðîâàëîñü ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ëèíåéíûõ ïåðåìåùåíèé. �å-çóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1. Îöåíêà ðåçóëüòàòîâïðîâåäåíà ïî çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ïðè ÷èñëå èçìåðå-íèé n=20 è ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.9.Òàáëèöà 1. �åîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû è ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâàÑîåäèíèòåëü- Äëèíà, Øèðèíà, Òîëùèíà, Ïëîùàäü ïî- Ìîäóëüíî òêàííûå l, ìì b, ìì d, ìì ïåðå÷íîãî ñå- óïðóãîñòè,ñòðóêòóðû ÷åíèÿ, S, ì2 E, ÌÏàÊîëüöåâèäíàÿ 80 14 1.5�2 28 34.13ñâÿçêàÌåæêîñòíàÿ 10 2�2.5 1�1.9 25 120ìåìáðàíà�àäèîóëüíàð- 8 30 15 45 9.93íîå ñî÷ëåíåíèåÏåðåäíÿÿ 10 7 1 7 16ñâÿçêàÂû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé, ïåðåìåùåíèé è äå�îðìàöèé ïðåäïëå-÷üÿ ïðè ×Î ïðîâåäåíû â ïðîãðàììå COSMOSWorks ìåòîäîì êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè, ïðè ìèíè-ìàëüíûõ çàòðàòàõ âðåìåíè íà âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé êîñòíûõîòëîìêîâ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ìîäåëü ðàçáèòà íà 70 òûñ. òåò-



Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿ êîñòåé êîíå÷íîñòåé 135ðàýäàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Çàäà÷à âû÷èñëåíèé ñâîäèëàñü êîïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû ñèëû, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïåðåìåùåíèþêîñòíûõ îòëîìêîâ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà 1 ìì. Ïåðåìåùåíèåáîëåå 1 ìì ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðàâèëüíîìó ñðàñòàíèþ êîñòíûõ îò-ëîìêîâ èëè âòîðè÷íîìó òðàâìèðîâàíèþ. Íàïðèìåð, ïðîâåäåíû âû-÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé äëÿ ×Î ïðåäïëå÷üÿ ïðè ñëåäóþùèõ ãåîìåò-ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ: äëèíà êî-ñòåé ïðåäïëå÷üÿ L=250 ìì, ðàññòîÿíèå îò ìåñòà êðåïëåíèÿ êîñòè äîïåðâîãî êîëüöà l=30, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëüöàìè l1 = 85, l2 = 50,l3 = 85, ìîäóëü óïðóãîñòè êîëåö è ñïèö Ek
 = 2�1011 Ïà, êîý��èöè-åíò Ïóàññîíà �k
 = 0:29, ìîäóëü óïðóãîñòè êîñòè E = 11 � 106 ÌÏà,êîý��èöèåíò Ïóàññîíà � = 0:4. Íà ðèñ. 4 íà âêëåéêå ïðåäñòàâëåíàýïþðà ïåðåìåùåíèé êîñòíûõ îòëîìêîâ ïðè ïåðåëîìå ñðåäíåé òðå-òè ëó÷åâîé êîñòè è ïîïåðå÷íîé ñèëå P2 = 80 Í, äåéñòâóþùåé âî�ðîíòàëüíîé ïëîñêîñòè êíóòðè.Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîâìåñòíîñ ñîòðóäíèêîì �îñÍÈÈÒÎ èì. �.�. Âðåäåíà Ï.Í. Êóëåøîì ïðîâå-äåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ æåñòêîñòè àïïàðàòîâ âíåø-íåé �èêñàöèè ïðè ïåðåëîìàõ êîñòåé ïðåäïëå÷üÿ. Ýêñïåðèìåíòàëü-íûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû íà ñòåíäå äëÿ èññëåäîâàíèÿ æåñòêî-ñòè îñòåîñèíòåçà (ðèñ. 7 íà âêëåéêå), êîòîðûé äàåò âîçìîæíîñòü: 1)æåñòêî �èêñèðîâàòü ïðåäïëå÷üå, 2) ïîäâåñòè ê ëþáîé âûáðàííîéòî÷êå àïïàðàòà èëè êîñòè äàò÷èê äëÿ èçìåðåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ [1℄.Àïïàðàòû âíåøíåé �èêñàöèè ñìîíòèðîâàíû íà ìîäåëè êîì-ïëåêñà ¾ïðåäïëå÷üå¿, âêëþ÷àâøåé â ñåáÿ ëîêòåâóþ è ëó÷åâóþ êî-ñòè. Èìèòàòîðû êîñòåé ïðåäïëå÷üÿ, èçãîòîâëåííûå èç äåðåâà, âìå-ñòå 
 àïïàðàòîì âíåøíåé �èêñàöèè æåñòêî êðåïÿòñÿ íà ñòåíäå çàïðîêñèìàëüíûé êîíåö èìèòàòîðà ëîêòåâîé êîñòè. Âçàèìîðàñïîëî-æåíèå ìîäåëåé êîñòåé ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó ìåæäó ñóïèíàöèåé èïðîíàöèåé ïîëîæåíèþ ïðåäïëå÷üÿ.Ñòåíäîâûå èññëåäîâàíèÿ æåñòêîñòè àïïàðàòîâ âíåøíåé �èêñà-öèè ïðîâåäåíû äëÿ äåâÿòè îñíîâíûõ òèïîâ ïåðåëîìîâ ïðè ñïèöå-âîì è ñïèöåñòåðæíåâîì ÷ðåñêîñòíîì îñòåîñèíòåçå. Â òàáë. 2 ïðåä-ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé êîý��èöèåíòà æåñòêîñòè 
 äëÿñïèöåâûõ è ñïèöåñòåðæíåâûõ àïïàðàòîâ âíåøíåé �èêñàöèè ïðè ïå-ðåëîìå äèñòàëüíîé òðåòè ëó÷åâîé êîñòè.Íà ðèñ. 4 ñîïîñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé æåñòêîñòè â



136 Ç. Ò. ÈçìàéëîâàÒàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèéïðè ïåðåëîìå ñðåäíåé òðåòè ëó÷åâîé êîñòèÊîìïîíîâêà Ñïèöåâàÿ ÑïèöåñòåðæíåâàÿÍàïðàâëåíèå ïðèëîæåíèÿíàãðóçêè P1, H 
, H/ìì P1, H 
, H/ììÊâåðõó 39 38.07 64 48Êíèçó 4 36.36 52 84Íàïðàâëåíèå ïðèëîæåíèÿíàãðóçêè P1, H 
, H/ìì P1, H 
, H/ììÊíóòðè 65 69,28 75 72.51Êíàðóæè 72 70.79 82 85.96ïðîãðàììå COSMOSWorks ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà æåñòêîñòè îò ïîïåðå÷íîé ñèëû P2,ïîëó÷åííîé: 1 � ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ, 2 � â ïðîãðàììåCOSMOSWorks.3. Îñòåîñèíòåç áåäðåííîé êîñòèÂ îòëè÷èå îò äîïóùåíèé, ïðèíÿòûõ ïðè ïîñòðîåíèè ñîäåðæà-òåëüíîé ìîäåëè êîñòåé ïðåäïëå÷üÿ, ââåäåíû ñëåäóþùèå: 1) áåäðåí-íàÿ êîñòü æåñòêî çàêðåïëåíà ïî äèñòàëüíîé ïîâåðõíîñòè; 2) ê ãî-ëîâêå áåäðåííîé êîñòè ïðèëîæåíà ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà P ïîä óã-ëîì � ê îñè êîñòè; 3) ìûøå÷íûå íàãðóçêè Pi ïðèëîæåíû â çîíå ïðè-



Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿ êîñòåé êîíå÷íîñòåé 137êðåïëåíèÿ ìûøö ê áåäðåííîé êîñòè ïîä óãëàìè �i ê åå îñè (ðèñ. 5).

�èñ. 5. Ñõåìà ñîäåðæàòåëüíîé ìîäåëè áåäðåííîé êîñòè: 1 � îïîð-íûå êîëüöà, 2 � ñïèöû, 3 � ñòåðæíè, 4 � êîñòíûé îòëîìîê.Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ÷ðåñêîñòíîãî îñòåîñèíòåçàáåäðåííîé êîñòè íà êàæäîì èç óðîâíåé, ñîãëàñíî Óíè�èöèðîâàí-íîìó Ìåòîäó Îáîçíà÷åíèÿ ×ðåñêîñòíîãî Îñòåîñèíòåçà [2℄, îïðåäå-ëåíû ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèáåäðà è ìûøö áåäðà. Èññëåäîâàíèÿ ðåíòãåíîãðàìì ïàöèåíòîâ ñ ïå-ðåëîìàìè áåäðà ïîêàçàëè, ÷òî íà II óðîâíå �îðìà áåäðåííîé êîñòèâ ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè áëèçêà ê ïðÿìîóãîëüíîé, íà III è VI � êíåïðàâèëüíîìó îâàëó, íà IV è V � ê òðåóãîëüíèêó. Òàê êàê áåäðåí-íàÿ êîñòü â ïðîêñèìàëüíîé è äèñòàëüíîé îáëàñòÿõ èìååò ñïåöè�è-÷åñêóþ êîíóñîâèäíî-ðàñøèðÿþùóþñÿ �îðìó, òî óðîâíè O, I, VII,VIII è IX èçó÷åíû íà îñíîâå òîìîãðà�è÷åñêèõ ñíèìêîâ, âûïîëíåí-íûõ ñ øàãîì 2 ìì.Èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîâå-äåíû ïðè ïåðåëîìàõ ïðîêñèìàëüíîé, ñðåäíåé è äèñòàëüíîé òðåòèáåäðåííîé êîñòè, à òàêæå ïðè îäíîîïîðíîì, äâóîïîðíîì ñòîÿíèè,ïðèâåäåíèè-îòâåäåíèè è ñãèáàíèè-ðàçãèáàíèè áåäðà. Íàãðóçêè íàãîëîâêó áåäðåííîé êîñòè âàðüèðóþò êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïîíàïðàâëåíèþ â âåñüìà øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Â çàâèñèìîñòè îò ìå-ñòà ðàñïîëîæåíèÿ èëè ïåðåìåùåíèé öåíòðà òÿæåñòè íàäñóñòàâíîé



138 Ç. Ò. Èçìàéëîâà÷àñòè òåëà, à òàêæå îò íàêëîíà è òÿãè ÿãîäè÷íûõ ìûøö îáùàÿðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà íà ãîëîâêó áåäðåííîé êîñòè êîëåáëåòñÿ âïðåäåëàõ îò 0.3 äî 4.5 G (G � âåñ òåëà áåç îïîðíîé êîíå÷íîñòè).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììàSolidWorks.Íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ÷ðåñêîñòíîãî îñòåîñèíòåçàáåäðåííîé êîñòè ïîñòðîåíà ïðè ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðà-ìåòðàõ: L= 430 ìì, l1= 88 ìì, l2 = 88 ìì, l3 = 132, t2 = 27,t3 = 27:72, t4 = 27, t5 = 28:55, t6 = 34:6, D = 180 ìì, d
 = 1:8 ìì,d
 = 8 ìì, n = 2, óãëû � = 30Æ è �i = 25Æ (ðèñ. 6).

�èñ. 6. �åîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü áåäðåííîé êîñòè ïðè ÷ðåñêîñòíîìîñòåîñèíòåçå.Ïåðåìåùåíèå êîñòíûõ îòëîìêîâ ïðè äâóîïîðíîì ñòîÿíèè áåçó÷åòà ìûøå÷íûõ óñèëèé ïðè âíåøíåé íàãðóçêå P=100 Í ñîñòàâëÿ-åò 0.14 ìì, â òî âðåìÿ êàê ïðè îäíîîïîðíîì ñòîÿíèè ïðè âíåøíåéíàãðóçêå P=1000 H � 1.6 ìì, ÷òî ïðåâûøàåò äîïóñòèìóþ íîðìó.Ïðè âíåøíåé íàãðóçêå 100 Í è ìûøå÷íîé íàãðóçêå 100 Í, ñîçäà-âàåìîé ïîäâçäîøíî-ïîÿñíè÷íîé ìûøöåé, ìàêñèìàëüíîå ïåðåìåùå-íèå êîñòíûõ îòëîìêîâ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ñîñòàâëÿåò 0.7 ìì.Óâåëè÷åíèå ìûøå÷íîé íàãðóçêè äî 300 Í, ïðè âíåøíåé íàãðóçêå100 Í, ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ êîñòíûõ îòëîìêîâ íà âåëè÷èíó 3.6 ìì,÷òî ìîæåò ïëîõî îòðàçèòüñÿ íà ñðàñòàíèè êîñòíûõ îòëîìêîâ. Èñ-ñëåäîâàíèÿ ïðîäîëüíîé æåñòêîñòè �èêñàöèè ïðè ñïèöåñòåðæíåâîì



Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿ êîñòåé êîíå÷íîñòåé 139îñòåîñèíòåçå ïðè ïåðåëîìå ñðåäíåé òðåòè áåäðåííîé êîñòè ïîêàçà-ëè, ÷òî ñìåùåíèå 1 ìì è áîëåå íàñòóïàåò ïðè íàãðóçêå 50 Í, ïîñëåïðîâåäåíèÿ ìîäóëüíîé òðàíñ�îðìàöèè æåñòêîñòü óìåíüøàåòñÿ èêðèòè÷åñêîå ñìåùåíèå íàñòóïàåò ïðè 18 Í (ñì. ðèñ. 8 íà âêëåéêå).4. Çàêëþ÷åíèåÏîñòðîåííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò îöåíèòü æåñòêîñòü ðàçëè÷íûõêîìïîíîâîê âíåøíåé �èêñàöèè, ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèéìûøå÷íûõ íàãðóçîê è ìîäóëüíîé òðàíñ�îðìàöèè, à òàêæå ó÷èòû-âàòü èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ êîñòíûõ îòëîìêîâè êîñòíîãî ðåãåíåðàòà. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâà-íèÿ æåñòêîñòè àïïàðàòîâ âíåøíåé �èêñàöèè äëÿ äåâÿòè îñíîâíûõòèïîâ ïåðåëîìîâ êîñòåé ïðåäïëå÷üÿ ïðè ñïèöåâîì è ñïèöåñòåðæ-íåâîì ÷ðåñêîñòíîì îñòåîñèíòåçå. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèçðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé æåñòêîñòè àïïàðàòîâ âíåøíåé �èêñàöèè,ïîëó÷åííûõ ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ è â ïðîãðàììåCOSMOSWorks.Ëèòåðàòóðà1. Íàçàðîâ Â.À. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ æåñòêîñòè ÷ðåñêîñòíîãî îñòåîñèíòåçàïðè ïëàíèðîâàíèè îïåðàöèé: Ìåòîä. ðåêîìåíäàöèè. ÑÏá., Ñ.30.2. Ñîëîìèí Ë.Í. ×ðåñêîñòíûé îñòåîñèíòåç. Òðàâìàòîëîãèÿ è îðòîïåäèÿ.�óêîâîäñòâî äëÿ âðà÷åé. ÑÏá.: ��èïïîêðàò�. Ò. 1. 2004. Ñ. 336�388.



ÄÎÊËÀÄÛ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÅ Â ÑÁÎ�ÍÈÊÈññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòè �îðì êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êèñ ìàëûì óãëîì îáðàçóþùåéìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêèÄîêëàä íà ñåìèíàðå 9 ñåíòÿáðÿ 2008 ã.À.À. Õàðóíæèé�ÅÇÞÌÅÖåëüþ ðàáîòû ñòàëî èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà îðòîãîíàëüíîéïðîãîíêè Ñ. Ê. �îäóíîâà ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òîíêèõóïðóãèõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ. Êàê îáúåêò èññëåäîâàíèÿ áûëè âûáðàíû öèëèí-äðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì îáðàçóþùåé, ïðè ýòîì íàè-áîëüøåå âíèìàíèå áûëî îáðàùåíî íà ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è �îðìêîëåáàíèé ïðè èçìåíåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà óãëà îáðàçóþùåé. Äîñòîâåðíîñòüðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå, áûëà ïðîâåðåíà ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷íûõêîíêóðèðóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ; ïðè ýòîì ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ìåæ-äó ñîáîé ïî òî÷íîñòè è íà åãî îñíîâå äàíà ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà ïðèìåíåíèþàëãîðèòìà îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè äëÿ óïîìÿíóòûõ çàäà÷.



Äîêëàäû, íå âîøåäøèå â ñáîðíèê 141
Óñòîé÷èâîñòü ñæàòîé ïëàñòèíû ñ íàâèñàþùèì êðàåì(äèñêðåòíàÿ ïîñòàíîâêà)Äîêëàä íà ñåìèíàðå 7 îêòÿáðÿ 2008 ã.À. Þ. Åðåñüêî�ÅÇÞÌÅÂ ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàññìîòðåòü çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé�îðìû áåñêîíå÷íîé â îäíîì íàïðàâëåíèè ñæàòîé ïëàñòèíû â äèñêðåòíîé ïî-ñòàíîâêå. Ïëàñòèíà ðàññìàòðèâàëàñü ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëè òâ¼ðäîãî òåëà ñìèêðîñòðóêòóðîé � èäåàëüíîãî ìîíîêðèñòàëëà, ò. å. â âèäå ìíîæåñòâà âçàèìî-äåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ÷àñòèö. Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, îïèñûâàåìîãîïàðíûì ïîòåíöèàëîì, ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî-öåññà êâàçèñòàòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû. Ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèåñ ðåçóëüòàòàìè ìàêðîñêîïè÷åñêîé (êîíòèíóàëüíîé) òåîðèè ñïëîøíîé ñðåäû.
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Óñòîé÷èâîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí,îñëàáëåííûõ îòâåðñòèåìÄîêëàä íà ñåìèíàðå 2 äåêàáðÿ 2008 ã.À.Â. Ëåáåäåâ�ÅÇÞÌÅÄîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ çàäà÷è î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òîíêîé èçî-òðîïíîé óïðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, îñëàáëåííîé êâàäðàòíûì öåíòðàëü-íûì îòâåðñòèåì, ïîäâåðãíóòîé ñæèìàþùåìó íàãðóæåíèþ, ïðèëîæåííîìó êòîðöàì. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïëàñòèíû è îòâåð-ñòèÿ, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íà-ãðóçêè è íà �îðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.
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Ìîäåëèðîâàíèå ñîêðàùåíèÿ ïîïåðå÷íî-ïîëîñàòîé ìûøöûÄîêëàä íà ñåìèíàðå 17 �åâðàëÿ 2008 ã.Å.À. Ñåëèöêàÿ�ÅÇÞÌÅÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âîçáóæäåíèÿ ìûøöû.Íà îñíîâå ýòîé ìîäåëè ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ ó÷åòîì ñîêðàòèòåëü-íûõ ñâîéñòâ è ñòðóêòóðíîé îðãàíèçàöèè ìûøå÷íîãî âîëîêíà, à òàêæå íåðâíî-ãî âîçáóæäåíèÿ, ïîñòóïàþùåãî èç öåíòðàëüíîé íåðâíîé ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü óñèëèÿ â ìûøöå äëÿ ðàçëè÷-íûõ òèïîâ âîçáóæäåíèÿ.



144 Äîêëàäû, íå âîøåäøèå â ñáîðíèê
Äåñòðóêöèÿ âèõðÿÄîêëàä íà ñåìèíàðå 28 àïðåëÿ 2009 ã.Å.Ô. Æèãàëêî, À.È. Öâåòêîâ, À. �. Êàðïåíêî�ÅÇÞÌÅÄëÿ ðàñ÷¼òà ïàðàìåòðîâ çàêðó÷åííîãî ïîòîêà â àýðîäèíàìè÷åñêîì êàíà-ëå ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå â ñèñòåìå ANSYS òå÷åíèÿ âÿçêîãî âîçäóõà. �àñ-ñìîòðåíî òð¼õìåðíîå òå÷åíèå. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî îïðåäåëåíèþ ìåðûïîäàâëåíèÿ çàäàííîé çàêðó÷åííîñòè ïîòîêà åãî âçàèìîäåéñòâèåì ñî ñòåíêàìèêàíàëà, ñå÷åíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê, à òàêæå ñ ëîíæåðîíàìè,ðàçìåùàåìûìè íà ýòèõ ñòåíêàõ.



ÎÁ ÀÂÒÎ�ÀÕÀëåêñàíäðîâà Ëþäìèëà Àëåêñàíäðîâíà� ñòóäåíòêà êà-�åäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàð-ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ãðàæäàíñêîé àâèàöèè. Íàó÷íûå èíòåðåñû� ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ àýðîãèäðîäèíàìèêè, ðàç-ðàáîòêà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Îïóáëèêîâàíî 6 ðàáîò. Íàó÷íûéðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ý.Í. Áåðåñëàâñêèé.Åðåñüêî Àëåêñåé Þðüåâè÷�àñïèðàíò êà�åäðû òåîðåòè-÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÑÏá�Ó. Îêîí÷èë ìàãèñòðàòóðóÑÏá�Ó (�Ìåõàíèêà, Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà�) â 2008 ã. Íàó÷íûéðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ï.Å. Òîâñòèê.Åðìàêîâ Àíäðåé Ìèõàéëîâè÷� àñïèðàíò êà�åäðû òåîðå-òè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÑÏá�Ó. Îêîí÷èë ìàãèñòðàòóðóÑÏá�Ó (�Ìåõàíèêà, Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà�) â 2009 ã. Àâòîð ÷å-òûðåõ îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ � áèî-ìåõàíèêà. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ñ.Ì. Áàóýð.Æèãàëêî Åâãåíèé Ôàääååâè÷� çàâåäóþùèé êà�åäðîé ïðè-êëàäíîé ìàòåìàòèêè Ï�ÓÏÑ, ïðî�åññîð, äîêòîð �èçèêî-ìàòåìà-òè÷åñêèõ íàóê, àâòîð ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò ïî âîïðîñàì ãèäðîìå-õàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.Èçìàéëîâà Çàèðà Òàòàðõàíîâíà�àñïèðàíò êà�åäðû ïðè-êëàäíîé ìåõàíèêè è èíæåíåðíîé ãðà�èêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãîãîñóäàðñòâåííîãî ýëåêòðîòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ËÝÒÈ èì.Â.È. Óëüÿíîâà (Ëåíèíà)). ßâëÿåòñÿ àâòîðîì 15 ïóáëèêàöèé. Îá-ëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ � áèîìåõàíèêà. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü� ïðî�. Ï.È. Áåãóí.Êàðïåíêî Àíòîí �ðèãîðüåâè÷�ìàãèñòð Á�ÒÓ-Âîåíìåõà.Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ � âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà èàýðîãàçîäèíàìè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò.



146 Îá àâòîðàõÊðàêîâñêàÿ Åëåíà Âèêòîðîâíà � îêîí÷èëà ìàãèñòðàòó-ðó ÑÏá�Ó (�Ìåõàíèêà, Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà�) ïî ñïåöèàëèçà-öèè �Áèîìåõàíèêà� â 2005 ã. Àâòîð 8 îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò. Â2009 ã. çàùèòèëà äèññåðòàöèþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàí-äèäàòà �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ìåõàíè-êà äå�îðìèðîâàííîãî òâåðäîãî òåëà�. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �ïðî�. Ñ. Ì. Áàóýð.Ëåáåäåâ Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷ � îêîí÷èë ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò ÑÏá�Ó, ïîëó÷èâ äèïëîìû áàêàëàâðà(2003) è ìàãèñòðà (2005) ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ìåõàíèêà. Ïðèêëàäíàÿìàòåìàòèêà�. Îêîí÷èë àñïèðàíòóðó ÑÏá�Ó. Àâòîð 5 îïóáëèêîâàí-íûõ ðàáîò. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � äîö. À.Ë. Ñìèðíîâ.Ìîðùèíèíà Àëèíà Àëåêñååâíà � àñïèðàíòêà êà�åäðû âû-÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òåëà �àêóëüòåòàïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè � ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÑÏá�Ó. Íàó÷íûéðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Þ. Ì. Äàëü.Ïàâèëàéíåí Âîëüäåìàð ßêîâëåâè÷� ëàóðåàò �îñóäàð-ñòâåííîé ïðåìèè ÑÑÑ�, äîöåíò êà�åäðû òåîðèè óïðóãîñòèìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, àâòîð áîëåå 80 ðà-áîò (â òîì ÷èñëå äâóõ ìîíîãðà�èé) â îáëàñòè ìåõàíèêè äå�îðìè-ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (òåîðèÿ îáîëî÷åê), ñïåöèàëèñò ïî ïðîåêòè-ðîâàíèþ è ðàñ÷åòó àðìèðîâàííûõ æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé.Ïåðåãóäèí Ñåðãåé Èâàíîâè÷� ïðî�åññîð êà�åäðû èí�îð-ìàöèîííûõ ñèñòåì �àêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè�ïðîöåññîâóïðàâëåíèÿ ÑÏá�Ó. Àâòîð áîëåå 100 íàó÷íûõ ðàáîò, âêëþ÷àÿ 2 ìî-íîãðà�èè. Îáëàñòü èíòåðåñîâ � ãèäðîäèíàìèêà, òåîðèÿ âîëí.Ïåñòåðåâ Åãîð Âàñèëüåâè÷� ñòóäåíò êà�åäðû ïðèêëàäíîéìàòåìàòèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòàãðàæäàíñêîé àâèàöèè. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ý.Í. Áåðå-ñëàâñêèé.Ïîìûòêèí Ñåðãåé Ïàâëîâè÷�êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìà-òè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êà�åäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòàðàñòèòåëüíûõ ïîëèìåðîâ. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ �- íåëèíåé-íûå òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, ïîëçó÷åñòè è ïðî÷íîñòè. Àâòîð áîëåå 100íàó÷íûõ ðàáîò.Ñåëèöêàÿ Åêàòåðèíà Àëåêñàíäðîâíà �îêîí÷èëà �àêóëü-



Îá àâòîðàõ 147òåò ÏÌ�ÏÓ ÑÏá�Ó â 2006 ã., â íàñòîÿùåå âðåìÿ àñïèðàíòêà êà�åä-ðû ìåõàíèêè óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ �àêóëüòåòà ÏÌ�ÏÓ ÑÏá�Ó,àâòîð ÷åòûðåõ îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �ïðî�. Â.Ñ. Íîâîñåëîâ.Òèïÿñåâ Àëüáåðò Ñåðãååâè÷�îêîí÷èë ìàãèñòðàòóðó ÑÏá-�Ó (�Ìåõàíèêà, Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà�) â 2000 ã., à â 2003 ã. �àñïèðàíòóðó ÑÏá�Ó. Ñïåöèàëèçàöèÿ � �Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà�.Àâòîð 5 îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò. Â 2009 ã. çàùèòèë äèññåðòàöèþ íàñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ñ.Ì. Áàóýð.Òóëêèíà Àííà Íèêîëàåâíà� âûïóñêíèöà êà�åäðû òåî-ðèè óïðóãîñòè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó(2006). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àñïèðàíòêà êà�åäðû òåîðèè óïðóãîñòèìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó. Òåìà íàó÷íîé ðàáî-òû � èññëåäîâàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàíîñòðóêòóð. Íàó÷íûéðóêîâîäèòåëü � äîö. Â.ß. Ïàâèëàéíåí.Õàðóíæèé Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ � îêîí÷èë áàêà-ëàâðèàò ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Íîâîñèáèðñêîãî ãî-ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî êà�åäðå ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè èìàãèñòðàòóðó ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó. Îá-ëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ � äèíàìèêà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé.Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � äîö. À.Ë. Ñìèðíîâ.Õîëîäîâà Ñâåòëàíà Åâãåíüåâíà�êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìà-òè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò, äîêòîðàíò êà�åäðû óïðàâëåíèÿ ìåäèêî�áèîëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè �àêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè�ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÑÏá�Ó. Àâòîð áîëåå 90 íàó÷íûõ ðàáîò,âêëþ÷àÿ îäíó ìîíîãðà�èþ. Îáëàñòü èíòåðåñîâ � ãèäðîäèíàìèêà,òåîðèÿ âîëí.Öâåòêîâ Àëåêñåé Èâàíîâè÷� êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê,ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòå-òà ÑÏá�Ó, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè âîëíîâîé è íåñòàöèîíàðíîé ãàçî-âîé äèíàìèêè.
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Ó×ÀÑÒÍÈÊÈ ÑÅÌÈÍÀ�À,ÇÀÙÈÒÈÂØÈÅ ÄÈÑÑÅ�ÒÀÖÈÈ Â 2008�2009 ã.ã.Êðàêîâñêàÿ Åëåíà Âèêòîðîâíà � êàíä. �èç.-ìàò. íàóê,ÑÏá�Ó, 2009. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ñ.Ì. Áàóýð.Òèïÿñåâ Àëüáåðò Ñåðãååâè÷� êàíä. �èç.-ìàò. íàóê, ÑÏá�Ó,2009. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ñ.Ì. Áàóýð.Êóõàðåâà Àííà Ñåðãååâíà� êàíä. �èç.-ìàò. íàóê, ÑÏá�Ó,2009. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. À. Å. Âîëêîâ.
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152 �ÅÔÅ�ÀÒÛÓÄÊ 532.546Àëåêñàíäðîâà Ë.À. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îáòå-êàíèÿ êîíòóðà ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè îñíîâàíèÿ ãèäðîòåõ-íè÷åñêîãî ñîîðóæåíèÿ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìå-òîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 112�118.Ñòðîèòñÿ ïîäçåìíûé êîíòóð çàãëóáëåííîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëî-òèíû, óãëû êîòîðîãî îêðóãëåíû ïî êðèâûì ïîñòîÿííîé âåëè÷è-íû ñêîðîñòè �èëüòðàöèè, â ñëó÷àå, êîãäà âîäîïðîíèöàåìîå îñíî-âàíèå ïîäñòèëàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì âîäîóïîðîì, õàðàêòåðèçóåìûìïîñòîÿíñòâîì ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-íûõ ðàñ÷åòîâ è äàåòñÿ àíàëèç âëèÿíèÿ îñíîâíûõ îïðåäåëÿþùèõïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà �îðìó è ðàçìåðû ïîäçåìíîãî êîíòóðà ïëî-òèíû è âîäîóïîðà.Áèáëèîãð. 5 íàçâ. Èë. 4. Òàáë. 2.ÓÄÊ 539. 3Åðìàêîâ À.Ì. Íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèåîðòîòðîïíûõ íåîäíîðîäíûõ ñîïðÿæåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõîáîëî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëå-íèÿ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîø-íîé ñðåäû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 4�16.Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèåäâóõ ñîïðÿæåííûõ àíèçîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêîé è ñ�åðè÷åñêîéîáîëî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Òà-êàÿ çàäà÷à ìîæåò ìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå êîðíåîñêëåðàëüíîé îáî-ëî÷êè ãëàçà ïðè óâåëè÷åíèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ. Ïðîâåäåíàíàëèç äå�îðìàöèè îáîëî÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ âåëè-÷èí ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà è ìîäóëåé óïðóãîñòè ñîñòàâíûõ îáîëî÷åêÁèáëèîãð. 9 íàçâ. Èë. 6.ÓÄÊ 612.76Èçìàéëîâà Ç.Ò. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿêîñòåé êîíå÷íîñòåé ïðè ÷ðåñêîñòíîì îñòåîñèíòåçå // Òðó-äû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿2008�2009 ãã. Ñ. 131�140.



153Ïîñòðîåíû êîìïüþòåðíûå ìîäåëè êîñòåé êîíå÷íîñòåé äëÿ÷ðåñêîñòíîãî îñòåîñèíòåçà è ïðîâåäåí àíàëèç íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäïëå÷üÿ è áåäðåííîé êîñòè ïðèðåãåíåðàöèè. Àíàëèç ìîäåëåé ÷ðåñêîñòíîãî îñòåîñèíòåçà ïðè ðàç-ëè÷íûõ ïåðåëîìàõ êîñòåé êîíå÷íîñòåé, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâåðåíòãåíîâñêèõ ñíèìêîâ â ïðîãðàììå SolidWorks, ïîçâîëÿåò îöåíèòüâëèÿíèå ìûøå÷íûõ óñèëèé è ìîäóëüíîé òðàíñ�îðìàöèè íà ïðî-öåññ ðåãåíåðàöèè êîñòåé, à òàêæå îïðåäåëèòü æåñòêîñòü àïïàðàòîââíåøíåé �èêñàöèè. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿæåñòêîñòè àïïàðàòîâ âíåøíåé �èêñàöèè äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè êîì-ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ñãèáàíèè-ðàçãèáàíèè, ïðèâåäåíèè-îòâåäåíèè è ðîòàöèè.Áèáëèîãð. 2 íàçâ. Èë. 6. Òàáë. 2.ÓÄÊ 539. 3Êðàêîâñêàÿ Å. Â. Äå�îðìàöèÿ îðòîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëà-ñòèí ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ // Òðóäû ñåìè-íàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 63�75.�àññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î äå�îðìàöèè êðóãëûõ ïëàñòèí ïîääåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì èõ àíèçîòðîïèè. Ïðè-âîäèòñÿ ðàñ÷åò ïðîãèáà êðóãëîé ïëàñòèíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàñ-ñè÷åñêîé òåîðèè, òåîðèè Òèìîøåíêî��åéññíåðà è óòî÷íåííîé òåî-ðèè Àìáàðöóìÿíà. Ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò ïðîãèáà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé è öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîé êðóãëîé ïëàñòèíû ñ ïî-ìîùüþ óòî÷íåííîé òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà. Àíàëè-òè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, ïî-ëó÷åííûìè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå ANSYS.Áèáëèîãð. 11 íàçâ. Èë. 5.ÓÄÊ 539. 3Ìîðùèíèíà À.À. Ê âîïðîñó î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðî-âàíèè ãëàóêîìû // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû âìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 76�97.Íà îñíîâå äåëüòà-ìåòîäà ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ãåî-ìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè



154ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè (ñêëåðû) è òîíêîñòåííîãî êðóãîâîãî öèëèí-äðà (ñîñóäà çðèòåëüíîãî íåðâà). �àññìîòðåíà �èçè÷åñêè è ãåîìåò-ðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëîé ñ�åðû.Áèáëèîãð. 20 íàçâ. Èë. 5.ÓÄÊ 534.1Ïàâèëàéíåí Â.ß., Òóëêèíà À.Í. Èññëåäîâàíèå è ðàñ÷åò ÷à-ñòîò âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíûõ ñòåðæíåé íà îñ-íîâå òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåíêî // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåð-íûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 17�34.Äàí âûâîä óðàâíåíèé âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè êèíåìàòè÷å-ñêîì âîçáóæäåíèè êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ïî òåîðèè Ñ.Ï. Òèìîøåí-êî. Ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå �îðìóëû îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòäëÿ äâóõ òèïîâ èíåðöèîííûõ íàãðóçîê ïðè ïîâîðîòå ïîïåðå÷íûõ ñå-÷åíèé, à òàêæå �îðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáîâ, èçãèáàþùèõìîìåíòîâ è ïîïåðå÷íûõ ñèë ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 2. Òàáë. 4.ÓÄÊ 532.591Ïåðåãóäèí Ñ.È., Õîëîäîâà Ñ.Å. Ê âîïðîñó äèíàìèêè âðàùà-þùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñòðà-òè�èöèðîâàííîé ýëåêòðîïðîâîäíîé æèäêîñòè // Òðóäû ñå-ìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 35�62.Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìîâ ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïî-ëÿ Çåìëè âñëåäñòâèå òðåõìåðíîãî êðóïíîìàñøòàáíîãî äâèæåíèÿíåâÿçêîé, íåñæèìàåìîé, íåîäíîðîäíîé (ñòðàòè�èöèðîâàííîé) èäå-àëüíî ïðîâîäÿùåé ýëåêòðîïðîâîäíîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, ñî-ñðåäîòî÷åííîé â æèäêîì çåìíîì ÿäðå. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ, ìîäåëèðóþùåé ãåîñòðî�è÷åñêîå äâèæåíèå â ñëîå èäåàëüíîéýëåêòðîïðîâîäíîé ñòðàòè�èöèðîâàííîé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè.Àíàëèç ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåííûõ ïîëåé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷å-ñêèõ âåëè÷èí ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçûÑ.È. Áðàãèíñêîãî î ñóùåñòâîâàíèè ñèëüíûõ èçìåíåíèé â òîíêîìñëîå çåìíîãî ÿäðà, ïðèìûêàþùåì ê ãðàíèöå ñ ìàíòèåé.Áèáëèîãð. 17 íàçâ.



155ÓÄÊ 532.546Ïåñòåðåâ Å.Â. Îá îäíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè îáòå-êàíèÿ øïóíòàÆóêîâñêîãî // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûåìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 119�125.Â ðàìêàõ ïëîñêîé óñòàíîâèâøåéñÿ �èëüòðàöèè ðàññìàòðèâàåò-ñÿ çàäà÷à îá îáòåêàíèè øïóíòà Æóêîâñêîãî â òîì ñëó÷àå, êîãäàíà íåêîòîðîé ãëóáèíå èìååòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ïëàñò, ñîñòîÿùèéèç íåïðîíèöàåìîãî è õîðîøî ïðîíèöàåìîãî ó÷àñòêîâ, ïðè íàëè÷èèèí�èëüòðàöèè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Äàíî àíàëèòè÷åñêîå ðå-øåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ�óíêöèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è äàåòñÿãèäðîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ âñåõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâìîäåëè íà êàðòèíó òå÷åíèÿ.Áèáëèîãð. 4 íàçâ. Èë. 6. Òàáë. 2.ÓÄÊ 539.374Ïîìûòêèí Ñ.Ï. Íîâàÿ òðàêòîâêà îäíîãî âàðèàíòà ýíäî-õðîííîé òåîðèè íåóïðóãîñòè, ó÷èòûâàþùåé áîëüøèå äå-�îðìàöèè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíè-êå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 126�130.�àññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò ýíäîõðîííîé òåîðèè íåóïðóãîñòè, âêîòîðîì ïàðàìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïîðîæäàåò óïðóãèå äå�îðìàöèè.�åêîìåíäóåòñÿ ïðîñòîé ñïîñîá îáîáùåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-øåíèé íà îáëàñòü áîëüøèõ äå�îðìàöèé è ïîâîðîòîâ. Îòìå÷àåòñÿ,÷òî â ïðîöåññå îáîáùåíèÿ óðàâíåíèé âîçíèêàåò íîâàÿ ìåðà óïðó-ãèõ äå�îðìàöèé. Ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííûå óðàâíå-íèÿ óäîáíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìÿãêîãî íàãðóæåíèÿ.Áèáëèîãð. 7 íàçâ.ÓÄÊ 539. 3Òèïÿñåâ À.Ñ. Îöåíêà âëèÿíèÿ òîëùèíû è �îðìû ðîãî-âèöû è ñêëåðû íà ïîêàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ //Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-äû¿ 2008�2009 ãã. Ñ. 98�111.Ïðè àïïëàíàöèîííîé òîíîìåòðèè ðîãîâèöà ãëàçà äå�îðìèðóåò-ñÿ ãðóçîì ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì è îáðàçóåòñÿ êðóã ñïëþùèâàíèÿ



156èëè àïïëàíàöèè. Ïî äèàìåòðó ýòîãî êðóãà ïðè �èêñèðîâàííîé íà-ãðóçêå (òîíîìåòð Ìàêëàêîâà) èëè ïî íàãðóçêå ïðè �èêñèðîâàííîéçîíå êîíòàêòà (òîíîìåòð �îëüäìàíà) îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðèãëàçíîåäàâëåíèå (Â�Ä). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî è ðîãîâèöà è ñêëå-ðà èìåþò ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó è ñðåäíèå ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû.Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî ãëàçà ïðè ìèîïèè è ãèïåðìåòðîïèè (áëèçîðó-êîñòè è äàëüíîçîðêîñòè) èìåþò îòêëîíåíèÿ îò ñ�åðè÷åñêîé �îð-ìû, ïðè÷åì ýòî ìîæåò áûòü âûçâàíî êàê èçìåíåíèåì �îðìû ñêëå-ðû è óäëèíåíèåì ïðè ìèîïèè èëè óêîðî÷åíèåì ïðè ãèïåðìåòðîïèèïåðåäíå-çàäíåé îñè, òàê è èçìåíåíèåì êðèâèçíû ðîãîâèöû. Êðî-ìå òîãî, ðîãîâèöû ðàçëè÷íûõ ãëàç ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòñÿ ïî òîë-ùèíå.Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 4. Òàáë. 1.
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�èñ. 1. Ñõåìà ÷åëîâå÷åñêîãî ãëàçà (ê ñòàòüÿì À. Åðìàêîâà,Å. Êðàêîâñêîé, À Ìîðùèíèíîé, À. Òèïÿñåâà).
�èñ. 2. Ïðåëîìëåíèå ñâåòà â ãëàçå: â íîðìå, ñ ìèîïèåé è ñãèïåðìåòðîïèåé (ê ñòàòüå À. Åðìàêîâà).



�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèå � äå�îðìàöèÿ ðàçëè÷íûõ îáëà-ñòåé ñêëåðû ãëàç ñ íîðìàëüíîé è ìèîïè÷åñêîé ðå�ðàêöèåé (ê ñòà-òüå À. Ìîðùèíèíîé).

�èñ. 4. �àçáèåíèå ìîäåëè íà ýëåìåíòû (ê ñòàòüå À. Òèïÿñåâà).



�èñ. 5. Ñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿ (ê ñòàòüå À. Òèïÿñåâà).

�èñ. 6. Ñòåíä äëÿ èññëåäîâàíèÿ æåñòêîñòè îñòåîñèíòåçà.



�èñ. 7. Ýïþðà ïåðåìåùåíèé ïðè ïåðåëîìå ñðåäíåé òðåòè ëó÷åâîé êîñòè(ê ñòàòüå Ç. Èçìàéëîâîé.)

�èñ. 8. Ýïþðà ïåðåìåùåíèé ïðè êîìáèíèðîâàííîì ÷ðåñêîñòíîì îñòåîñèí-òåçå äî (a) è ïîñëå (b) ìîäóëüíîé òðàíñ�îðìàöèè (ê ñòàòüå Ç. Èçìàéëî-âîé.)


