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ÓÄÅ�ÆÀÒÜÑß �ÍÀ ÏËÅ×ÀÕ �È�ÀÍÒÎÂ�(âìåñòî ïðåäèñëîâèÿ)Ë.Í. ßñíèöêèéÏðåäëàãàåìàÿ â êà÷åñòâå ââîäíîé ñòàòüÿ âïåðâûå áûëà îïóáëèêî-âàíà â ÿíâàðñêîì âûïóñêå 2005 ã. ïåðìñêîé ãàçåòû �Íîâûé êîìïàíüîí�ïîä íàçâàíèåì �Ïî êîì çâîíèò ANSYS, èëè Ïî÷åìó òàê ÷àñòî ñòàëèïàäàòü ñàìîëåòû, âçðûâàòüñÿ ðàêåòû, ðóøèòüñÿ çäàíèÿ�. Ñòàòüÿ âû-çâàëà æèâîé èíòåðåñ, îñòðóþ êðèòèêó è äëèòåëüíóþ äèñêóññèþ â ñå-òè Èíòåðíåò. Â íàøåì ñáîðíèêå ñòàòüÿ ïóáëèêóåòñÿ ñ ñîêðàùåíèÿìè,èñïðàâëåíèÿìè è äîïîëíåíèÿìè, ñäåëàííûìè àâòîðîì ïî ðåçóëüòàòàìÈíòåðíåò-äèñêóññèè è ìíîãî÷èñëåííûõ îáñóæäåíèé.�Êîãäà ïîãèáàåò îäèí ÷åëîâåê � ýòî òðàãåäèÿ, êîãäà ãèáíóò òû-ñÿ÷è � ýòî óæå ñòàòèñòèêà". Èçâåñòíîå âûñêàçûâàíèå îäíîãî èç ñà-ìûõ ìðà÷íûõ äèêòàòîðîâ XX â. ïðèõîäèò íà óì, êîãäà ñëóøàåøüî÷åðåäíóþ ïåðåäà÷ó íîâîñòåé XXI â.Ìíîãèå ïîìíÿò, êàê â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ ìèð ïåðåæèâàë ãèáåëüñåìè àìåðèêàíñêèõ àñòðîíàâòîâ. Íà ãëàçàõ ó ìèëëèîíîâ òåëåçðèòå-ëåé âçîðâàëñÿ êîñìè÷åñêèé êîðàáëü �×åëëåíäæåð�. Ìîëîäûå, âåñå-ëûå àñòðîíàâòû ïðèâåòëèâî ïîìàõàëè íà ïðîùàíèå ïåðåä ñòàðòîì,à ÷åðåç íåñêîëüêî ñåêóíä íà ýêðàíàõ òåëåâèçîðîâ � âçâîëíîâàí-íûå ëèöà èõ ðîäñòâåííèêîâ, íàáëþäàþùèõ çà ïàäåíèåì îñêîëêîâ�×åëëåíäæåðà�.Ïðè÷èíà ðàçðóøåíèÿ � íå âûäåðæàë íàãðóçîê òâåðäîòîïëèâ-íûé óñêîðèòåëü ïðè âîçãîðàíèè ðåçèíîâûõ óïëîòíèòåëåé. Ïî÷å-ìó íå âûäåðæàë? Âåäü åãî æå ðàññ÷èòûâàëè íà ýêñïëóàòàöèîííóþïðî÷íîñòü. Îí äîëæåí áûë âûäåðæàòü. À îí íå âûäåðæàë. Ïëîõîðàññ÷èòûâàëè?Òåïåðü � øàòòë �Êîëóìáèÿ�. Êðàòêèå òåëåíîâîñòè. Òîò � ïðèâçëåòå, ýòîò � ïåðåä ïîñàäêîé. Íå òàê êðàñèâî è íå òàê ïîäðîá-íî. Íå ïîêàçàëè àñòðîíàâòîâ. Íå ïîêàçàëè ëèöà ðîäñòâåííèêîâ. Íà
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4 Ë.Í. ßñíèöêèé�îíå íåäàâíèõ òåðàêòîâ ãèáåëü íåñêîëüêèõ àñòðîíàâòîâ óæ íå òà-êàÿ áîëüøàÿ òðàãåäèÿ. Ïðè÷èíû ðàçðóøåíèÿ �Êîëóìáèè� � îïÿòüíå âûäåðæàëà êîíñòðóêöèÿ.À ÷òî áûëî ìåæäó �×åëëåíäæåðîì� è �Êîëóìáèåé�? Äåñÿòêè èñîòíè âçîðâàâøèõñÿ ðàêåò, óïàâøèõ ñàìîëåòîâ, çàòîíóâøèõ êîðàá-ëåé. Áûë ×åðíîáûëü, áûë �Êóðñê�. Áûë àêâàïàðê. Áûëè äîëãèåâûÿñíåíèÿ ïðè÷èí. Áûëè ïîïûòêè ñïèñàòü âñå íà òåððîðèñòîâ, íàñòå÷åíèå îáñòîÿòåëüñòâ. Â êà÷åñòâå îäíîé èç âîçìîæíûõ ïðè÷èí ��îøèáêè ïðîåêòèðîâùèêîâ�.Ïðè÷èíà î÷åíü íåïðèÿòíàÿ. Òðàãåäèÿ êàê áû óäâàèâàåòñÿ. Êñëó÷èâøåéñÿ òðàãåäèè äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíà � òðàãåäèÿ êðàéíèõ.Êòî æå ýòè êðàéíèå, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûÿâëåíû è íàêà-çàíû?Êàê íè ïàðàäîêñàëüíî, ýòè ìîíñòðû � ñàìûå îáû÷íûå ëþäè.Ýòî ó÷åíûå, èíæåíåðû, êîíñòðóêòîðû, òåõíîëîãè, êîòîðûõ ìíîæå-ñòâî. ß îäèí èç íèõ.ß èíæåíåð-ïðî÷íèñò, íå ðàç ó÷àñòâîâàë â ñîçäàíèè ñëîæíûõòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Ìíîãî ëåò çàíèìàþñü ìàòåìàòè÷åñêèìè îñ-íîâàìè ìåòîäîâ ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ. ß çíàþ, êàê âåäóòñÿ ïðî-åêòíûå ðàáîòû â ëó÷øèõ êîíñòðóêòîðñêèõ áþðî ìèðà, è ìíå êàæåò-ñÿ, ÿ çíàþ ïðè÷èíó, ïî÷åìó â íàøåì XXI â. àâàðèè è êàòàñòðî�ûó÷àùàþòñÿ ñ êàòàñòðî�è÷åñêîé áûñòðîòîé.Ïåðâûé ðàç äîãàäêà ïðèøëà êî ìíå â 1993 ã., êîãäà ÿ ó÷àñòâî-âàë â ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ïðî÷íèñòîâ â Ñàóòãåìïòîíå. ÂÀíãëèþ òîãäà ñúåõàëèñü ó÷åíûå è èíæåíåðû èç ìíîãèõ ñòðàí � èçÀìåðèêè, ßïîíèè, Ôðàíöèè, Èçðàèëÿ, Èñïàíèè, �ðåöèè. Ïðàêòè-÷åñêè ÿ áûë åäèíñòâåííûì ïðåäñòàâèòåëåì ñòðàíû, êîòîðóþ â òîâðåìÿ íàçûâàëè FSU, îáðàçîâàííîãî îò ñëîâ Former Soviet Union �áûâøèé Ñîâåòñêèé Ñîþç.Êîí�åðåíöèþ ïðîâîäèë äèðåêòîð Óýññåêñêîãî òåõíîëîãè÷åñêî-ãî èíñòèòóòà, èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò â îáëàñòè êîìïüþòåðíîãî ìà-òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî�åññîð Êàðëîñ Áðåááèà. Íà êîí-�åðåíöèè îáñóæäàëèñü è ïðè÷èíû íåäàâíåé ãèáåëè �×åëëåíäæåðà�.Îêàçûâàåòñÿ, åãî ðàññ÷èòûâàëè ñ ïîìîùüþ ðàííèõ âåðñèé ïðîãðàì-ìû ANSYS, êîòîðàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ íàìíîãèõ ðîññèéñêèõ ïðåäïðèÿòèÿõ.ß çàäàë ðàçðàáîò÷èêàì �×åëëåíäæåðà� òðàäèöèîííûé äëÿ ñî-



Óäåðæàòüñÿ �íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ� 5âåòñêèõ ïðî÷íèñòîâ âîïðîñ: �Êàê îöåíèâàëàñü ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åò-íûõ ðåçóëüòàòîâ?� Â îòâåò ïîñëåäîâàëî: �Ïðîãðàììà ANSYS ñåðòè-�èöèðîâàíà, ïîýòîìó ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîãðåøíîñòè íå èìåþò�.Êàê ýòî íå èìåþò? Âåäü ëþáîé êîìïüþòåð, êàêîé áû ìîùíûéîí íè áûë, èìååò îãðàíè÷åííóþ ðàçðÿäíóþ ñåòêó. Ýòî çíà÷èò, ÷òîïîñëå çàïÿòîé ìîæåò õðàíèòüñÿ îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî öè�ð, àòå, êîòîðûå íå ïîìåùàþòñÿ, îòáðàñûâàþòñÿ èëè îêðóãëÿþòñÿ. Äà-æå ñàìûå ïðîñòåéøèå âû÷èñëåíèÿ, ñîäåðæàùèå îïåðàöèè óìíîæå-íèÿ, äåëåíèÿ, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, íà êîìïüþòåðå îáû÷íî íå ìî-ãóò áûòü âûïîëíåíû àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëîæíûõ êîìïüþòåðíûõïðîãðàììàõ ýòè îïåðàöèè ñëåäóþò îäíà çà äðóãîé è ïîãðåøíîñòèîêðóãëåíèé íàêàïëèâàþòñÿ. Íå èìåþò âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíî-ñòè òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèå �îðìóëû � äî òîãî, êàê â íèõ ïîäñòà-âèëè öè�ðû è ïðîèçâåëè âû÷èñëåíèÿ.Ýòî ïðîïèñíûå èñòèíû. Ïîýòîìó ïðè âñåì ñâîåì óâàæåíèè êàìåðèêàíñêèì êîëëåãàì ÿ èì íå ïîâåðèë. Áîëåå òîãî, ïðîäîëæàÿâåñòè äèñêóññèè ñ àìåðèêàíñêèìè èíæåíåðàìè � ïîëüçîâàòåëÿìèANSYS, ÿ ïîíÿë, ÷òî îíè èìåëè âåñüìà ñìóòíîå ïðåäñòàâëåíèå îáýëåìåíòàðíîé òåîðèè ïîãðåøíîñòåé è ïîýòîìó ñâÿòî âåðèëè â òî,÷òî èì âûäàâàë êîìïüþòåð. Íåâåðîÿòíî, íî �àêò.Òîãäà ÿ îáðàòèëñÿ ê îðãàíèçàòîðó êîí�åðåíöèè ïðî�åññîðóÊ. Áðåááèà ñ ïðåäëîæåíèåì äàòü ìíå âîçìîæíîñòü ïóáëè÷íî ïðî-àíàëèçèðîâàòü äîêëàäû ñâîèõ êîëëåã è îáúÿñíèòü èì ïðè÷èíûíåóäà÷ â îñâîåíèè êîñìîñà.Íà÷àòü ïðèøëîñü ñ êðàòêîãî ýêñêóðñà â èñòîðèþ.Ïåðâûìè, êòî íàó÷èëèñü ðåøàòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è, òàêèì îáðàçîì, çàëîæèëè îñíîâû ñîâðå-ìåííûõ ðàñ÷åòíûõ ìåòîäèê, áûëè âåëèêèå �ðàíöóçñêèå ìàòåìàòè-êè Äàëàìáåð è Ôóðüå. Íà îñíîâå èõ ðåøåíèé ñòðîèëèñü ìåòîäèêè,ïîçâîëÿâøèå âûïîëíÿòü ïðîåêòèðîâî÷íûå ðàñ÷åòû ðàçëè÷íûõ èç-äåëèé � ìàøèí, ìåõàíèçìîâ, ñòðîåíèé. Òàê ïîÿâèëñÿ ìåòîä ìàòåìà-òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.Äàëüíåéøèå óñèëèÿ ìàòåìàòèêîâ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäóþùèõïîëóòîðà âåêîâ ñâîäèëèñü ê ðàçâèòèþ ìåòîäà Ôóðüå�Äàëàìáåðà,ðåøåíèþ áîëåå øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Êàæäîå íî-âîå ðåøåíèå áûëî ñîáûòèåì â ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå è îòìå÷à-



6 Ë.Í. ßñíèöêèéëîñü ïðèñóæäåíèåì ïðåìèé è ðåãàëèé. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå áûëî äîñòóïíî âåñüìà îãðàíè÷åííîìó êðóãó ìàòåìàòèêîâ-ïðî�åññèîíàëîâ âûñî÷àéøåãî êëàññà, äåÿòåëüíîñòü êîòîðûõ ïðåä-ñòàâëÿëà ñîáîé òâîð÷åñêèå èçûñêàíèÿ.Ñèòóàöèÿ â êîðíå èçìåíèëàñü ñ ïîÿâëåíèåì ÝÂÌ â ñåðåäèíåXX â. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè ðàçáèòü îáëàñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà-÷è íà áîëåå ìåëêèå ïîäîáëàñòè è äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè ââåñòèóïðîùàþùèå ãèïîòåçû, òî ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ñâåñòè ê ìíîæåñòâó ýëåìåíòàðíûõ àðè�-ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷å-ñêîé �èçèêè ñòàëî âîçìîæíûì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ �ñ ïîçèöèèñèëû�, âûïîëíÿÿ ìíîæåñòâî àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, ïîëó÷àòüðåøåíèÿ â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ �îðìóë, à íå ìàññèâîâ ÷èñåë. Íàñìåíó êëàññè÷åñêèì àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì ïðèøëè ïðèáëèæåí-íûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ óäàëîñü ñîçäàòüóíèâåðñàëüíûå ïàêåòû ïðîãðàìì, îñíàùåííûå óäîáíûìè ñåðâèñ-íûìè ñðåäñòâàìè. Ìàòåìàòè÷åñêîå êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèåñòàëî îáùåäîñòóïíûì, à ìàòåìàòèêè-àíàëèòèêè, óòðàòèâ ñâîè ïî-çèöèè, îòîøëè â ïðîøëîå.Ïîñëåäñòâèÿ ýòîãî �ïðîãðåññà� ìû îùóùàåì ñ íàðàñòàþùåé ÷à-ñòîòîé, ñëóøàÿ ñîîáùåíèÿ î ïàäåíèè ñàìîëåòîâ, âçðûâàõ ðàêåò, àâà-ðèÿõ íà ïîäâîäíûõ ëîäêàõ, îáðóøåíèÿõ âïîëíå ñîâðåìåííûõ çäà-íèé, òàêèõ êàê ìîñêîâñêèé àêâàïàðê. Îäíà èç âîçìîæíûõ ïðè÷èíýòèõ êàòàñòðî� � íåíàäåæíîñòü ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíîãî ìàòå-ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïðèìåíåíèåì íåïðî�åññè-îíàëàìè ïðèáëèæåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-äà÷. Ïîÿñíèì ýòó ìûñëü áîëåå ïîäðîáíî.Àìåðèêàíñêàÿ ïðîãðàììà ANSYS, ñ êîòîðîé ÿ âïåðâûå ïîçíà-êîìèëñÿ â Ñàóòãåìïòîíå, ðåàëèçóåò îäèí èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðå-øåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ � ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òåïåðü ýòà ïðî-ãðàììà î÷åíü øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíà â �îññèè. Îíà èçó÷àåòñÿ ñòó-äåíòàìè ìíîãèõ ðîññèéñêèõ âóçîâ. Åþ ÷ðåçâû÷àéíî ëåãêî ïîëüçî-âàòüñÿ. Íå íàäî äóìàòü. Íå íàäî äåëàòü ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõïðåîáðàçîâàíèé. Ïðîñòî ñàäèòåñü çà êîìïüþòåð, ÷èòàéòå HELP èíàæèìàéòå êíîïêè. Íàæàëè, è êîìïüþòåð íàðèñîâàë ñëîæíóþ êîí-�èãóðàöèþ òåëà, ïîäëåæàùåãî ðàñ÷åòó. Åùå íåñêîëüêî êíîïîê, èââåäåíû êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è. �àññ÷èòûâàåìîå òåëî àâòîìàòè÷å-



Óäåðæàòüñÿ �íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ� 7ñêè ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâî ìåëêèõ ýëåìåíòîâ, à çàòåì íà ýêðàíåìîíèòîðà ïîÿâëÿþòñÿ ðàñ÷åòíûå ðåçóëüòàòû � êàðòèíêè ðàñïðåäå-ëåíèÿ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé, ïåðåëèâàþùèåñÿ âñåìè öâåòàìèðàäóãè. Âïîëíå ïðàâäîïîäîáíîå äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ðàñ-ñ÷èòûâàåìîé êîíñòðóêöèè. Âèä ñáîêó, ñâåðõó, â ðàçðåçå. Êðàñíûìöâåòîì âûñâå÷èâàþòñÿ îïàñíûå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Êðàñî-òà. ×óâñòâî ãîðäîñòè çà ðàçâèòèå öèâèëèçàöèè, îùóùåíèå ïðåâîñ-õîäñòâà íàä âåëèêèìè ìàòåìàòèêàìè ïðîøëûõ âåêîâ. Îíè çà âñþñâîþ æèçíü óñïåâàëè ðåøèòü îäíó-äâå êðàåâûå çàäà÷è, äà è òî äëÿïðîñòûõ îáëàñòåé, à ìû � ïî íåñêîëüêî çàäà÷ â äåíü. È âåäü íàýòîì äåíüãè ìîæíî äåëàòü.ß çíàþ ñëó÷àé, êîãäà äâà íàøèõ áûâøèõ ñòóäåíòà îðãàíèçîâà-ëè �èðìó è âûïîëíÿëè íåøóòî÷íûå çàêàçû âåñüìà ñîëèäíûõ ïðî-ìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé. Íà âîïðîñ î ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòíûõ ðå-çóëüòàòîâ �ñïåöèàëèñòû� îòâå÷àëè, ñîâñåì êàê àìåðèêàíöû â Ñàóò-ãåìïòîíå � èõ ïðîãðàììíûå ïàêåòû èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñåð-òè�èêàòû è ëèöåíçèè. Íå óïîìèíàÿ, îäíàêî, ÷òî â äîêóìåíòàöèè êàìåðèêàíñêîìó ïàêåòó ANSYS òåïåðü èìååòñÿ ïðèïèñêà î òîì, ÷òîðàçðàáîò÷èêè ïàêåòà çà ïðàâèëüíîñòü ðàñ÷åòíûõ ðåçóëüòàòîâ è çàâîçìîæíûå ïîñëåäñòâèÿ îòâåòñòâåííîñòè íå íåñóò.Íî, ìîæåò áûòü, ïðîáëåìà íåïðî�åññèîíàëüíîãî èñïîëüçîâà-íèÿ ÷èñëåííûõ ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ � ýòî ÷èñòî îðãàíèçàöèîííàÿïðîáëåìà, êîòîðóþ ìîæíî ðåøèòü àäìèíèñòðàòèâíûìè ìåòîäàìè?Íàïðèìåð, ðàçðåøèòü äåëàòü ïðî÷íîñòíûå ðàñ÷åòû òîëüêî îðãàíè-çàöèÿì, èìåþùèì ñîîòâåòñòâóþùèé óðîâåíü êâàëè�èêàöèè.Íî, ê ñîæàëåíèþ, ïðîáëåìà çäåñü çíà÷èòåëüíî ãëóáæå è ñëîæ-íåå.Òîãäà, âûñòóïàÿ â Ñàóòãåìïòîíå, ÿ ïðîàíàëèçèðîâàë âîçìîæ-íîñòè îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ, ïîëó÷àåìûõ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, è ñäåëàë âûâîä, ÷òîíàäåæíûõ îöåíîê íå ñóùåñòâóåò. Íàäåæíûå îöåíêè åñòü äëÿ �ñòà-ðûõ� àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìû âñåãäàìîæåì ïîäñòàâèòü â äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîâåðèòü,íàñêîëüêî îíè èì óäîâëåòâîðÿþò. Ñ ìàññèâàìè ÷èñåë, ïîëó÷åííû-ìè �íîâûìè� ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ìû ýòîãî ñäåëàòü íå ìîæåì.Íàì îñòàåòñÿ òîëüêî íàáëþäàòü, êóäà ñõîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëü-òàòû ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè ýëåìåíòîâ, íà êîòîðûå ðàçáèë êîì-



8 Ë.Í. ßñíèöêèéïüþòåð ðàññ÷èòûâàåìóþ êîíñòðóêöèþ. Çäåñü ïðèâåðæåíöû ÷èñëåí-íûõ ìåòîäîâ îáû÷íî ññûëàþòñÿ íà òåîðåìó, äîêàçûâàþùóþ ñõîäè-ìîñòü ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è.Íî åñëè ïîñìîòðåòü íà äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, òî ìîæíî îá-íàðóæèòü, ÷òî îíî âûïîëíåíî áåç ó÷åòà òîãî, ÷òî ñ èçìåëü÷åíèåìñåòêè íåèçáåæíî ðàñòåò ñïåêòðàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàò-ðèö. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîìïüþòåðíûå ðåçóëüòàòû ñîâñåì íå ñõîäÿòñÿê òî÷íîìó ðåøåíèþ ðåøàåìîé êðàåâîé çàäà÷è. Äðóãèìè ñëîâàìè,ñêîëüêî áû íàì êîìïüþòåð íè äðîáèë ñåòêó, ñêîëüêî áû íè óâåëè-÷èâàë òî÷íîñòü ñâîèõ ðàñ÷åòîâ, åãî ðåçóëüòàòû íå ïðèáëèæàþòñÿ êíàñòîÿùåìó ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è, è, çíà÷èò, òàêèì êîìïüþòåð-íûì ðåøåíèÿì âåðèòü íåëüçÿ.Òîãäà, â Ñàóòãåìïòîíå è â õîäå ïîñëåäóþùèõ äèñêóññèé ìíåïîñòîÿííî ïðèõîäèëîñü îáúÿñíÿòü, ÷òî îçíà÷àåò îáóñëîâëåííîñòüñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè �èêñ� è �èãðåê� ìîæíî èí-òåðïðåòèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè. Â êîîðäèíàòàõ èêñ�èãðåê êàæäîåóðàâíåíèå èçîáðàæàåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé, à åå ðåøåíèå � ýòî ïðîåê-öèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé íà îñè êîîðäèíàò. Åñëè îïðåäåëèòåëüñèñòåìû ðàâåí íóëþ, òî ëèíèè ïàðàëëåëüíû, è åñëè ëèíèè íå ñëè-âàþòñÿ â îäíó, òî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Åñëè îïðåäåëèòåëü äî-ñòàòî÷íî áîëüøîé, òî ëèíèè ïåðåñåêàþòñÿ, è ðåøåíèå åñòü. Åñëè æåîïðåäåëèòåëü ìàëåíüêèé è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ëèíèè ïåðåñåêàþò-ñÿ ïîä î÷åíü ìàëûì óãëîì. Îíè ïî÷òè ñëèâàþòñÿ. Òî÷êó ïåðåñå÷å-íèÿ òðóäíî ðàçãëÿäåòü. Îíà ðàçìûòà. Ìåòîä �àóññà çäåñü íåïðèìå-íèì. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé ìîã áû íàéòè èòåðàöèîííûé ìåòîä.Íî áåäà â òîì, ÷òî ïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè êðàéíå íåñòàáèëüíî. Èç-ìåíåíèå óãëà íàêëîíà îäíîé èç ëèíèé íà òûñÿ÷íûå äîëè ãðàäóñàïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé ñäâèíåòñÿ íà êè-ëîìåòð. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëåéøåì èçìåíåíèè êîý��èöèåíòîâñèñòåì (âîçíèêøåì ïðè îêðóãëåíèè) ëèíèè ÷óòü-÷óòü ñäâèãàþòñÿ,è ýòè �÷óòü-÷óòü� ïðèâîäÿò ê ñèëüíåéøåìó èçìåíåíèþ êîîðäèíàòòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé. Ìàëåéøèå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ êî-ý��èöèåíòîâ ìàòðèöû (íàïðèìåð, îêðóãëåíèå â ñîòîì çíàêå ïîñëåçàïÿòîé) ìîãóò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì ïðèáëèæåí-íîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìàïëîõî îáóñëîâëåíà, ò.å. êîý��èöèåíòû ñèñòåìû ïëîõî îáóñëîâëèâà-



Óäåðæàòüñÿ �íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ� 9þò åå ðåøåíèå. Â íåêîòîðûõ êíèãàõ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,â ÷àñòíîñòè Ë.À.�îçèíà [4℄, ïðèâîäèòñÿ �îðìóëà, ñîãëàñíî êîòîðîéîáóñëîâëåííîñòü ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû ÌÊÝ óõóäøàåòñÿ ïðîïîð-öèîíàëüíî êâàäðàòó óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ ýëåìåíòà. Êîíòðîëèðî-âàòü ýòîò ïðîöåññ ìàòåìàòèêè ïîêà ÷òî íå íàó÷èëèñü. È âðÿä ëèíàó÷àòñÿ. Ïîýòîìó ðàçâèòèå ÌÊÝ, ñâÿçàííîå ñ èçìåëü÷åíèåì ñåò-êè, íåïåðñïåêòèâíî.Íåïåðñïåêòèâíû è äðóãèå ïóòè ðàçâèòèÿ ÌÊÝ, ïîòîìó ÷òî îáó-ñëîâëåííîñòü ñèñòåì óõóäøàåòñÿ:à) ïðè âñÿêîì îòêëîíåíèè �îðìû ýëåìåíòîâ îò êëàññè÷åñêèõ(îò ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïðà-âèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ);á) ïðè ñòûêîâêå ýëåìåíòîâ ñ ðàçíûìè �èçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè(êîý��èöèåíòàìè Ïóàññîíà, ìîäóëÿìè Þíãà);â) ïðè àíñàìáëèðîâàíèè ñåòêè èç ðàçíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ;ã) ïðè ïðèìåíåíèè ÌÊÝ ê ñèñòåìàì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.Èòàê, ÌÊÝ � ýòî èíñòðóìåíò äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Åãî ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè èçâåñò-íû. Ìíîãèå ïîíèìàþò, ÷òî ïîëíîñòüþ äîâåðÿòü ÌÊÝ-ðåçóëüòàòàìíåëüçÿ. Íî çà íåèìåíèåì ëó÷øåãî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ øè-ðîêî ïîëüçóþòñÿ âî âñåì ìèðå. Êòî-òî ñ áîëüøåé îñòîðîæíîñòüþ,êòî-òî ñ ìåíüøåé.Êîíå÷íî, ìîæíî ïðèâåñòè ìíîãî ïðèìåðîâ, êîãäà ÷èñëåííûåêîìïüþòåðíûå ðàñ÷åòû ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðå-øåíèÿìè ïðîñòåéøèõ çàäà÷, íàçûâàåìûõ òåñòîâûìè. Íî äëÿ òàêèõçàäà÷ è îáóñëîâëåííîñòü, êàê ïðàâèëî, õîðîøàÿ, à äëÿ ñëîæíûõ çà-äà÷ òî÷íûõ ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò. Ìîæíî ñðàâíèâàòü ÷èñëåííûåðåçóëüòàòû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, íî ýòî îáû÷íî ñëîæ-íûé è äîðîãîñòîÿùèé ïóòü, äà è çà÷åì íóæíû ðàñ÷åòû, êîòîðûåïîòîì íàäî îáÿçàòåëüíî ïðîâåðÿòü íà íàòóðíîì îáúåêòå?ß äàëåêî íå óâåðåí â òîì, ÷òî èìåííî ANSYS âèíîâåí â ãèáåëè�×åëëåíäæåðà�, êàê è â òîì, ÷òî âî âñåõ ìèðîâûõ àâàðèÿõ è êàòà-ñòðî�àõ âèíîâåí èìåííî ANSYS è åìó ïîäîáíûå ÌÊÝ-ïðîãðàììû.Íî ÿ áû õîòåë îáðàòèòü âàøå âíèìàíèå è íà òî, ÷òî ïîëíîñòüþäîâåðÿòü âûñîêèì ïðàâèòåëüñòâåííûì êîìèññèÿì, ðàññëåäóþùèìïðè÷èíû êàòàñòðî�, áûëî áû òîæå íå ñîâñåì ïðàâèëüíî. Ïîïðî-



10 Ë.Í. ßñíèöêèéáóéòå ïîñòàâèòü ñåáÿ íà ìåñòî ïðåäñåäàòåëÿ òàêîé êîìèññèè. Âî-ïåðâûõ, óñòàíîâèòü ÷òî-íèáóäü íàâåðíÿêà, èçó÷àÿ îáãîðåâøèå îá-ëîìêè, ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî, åñëè âîîáùå âîçìîæíî. Âîçìîæíûõïðè÷èí àâàðèè, êàê ïðàâèëî, âûäâèãàåòñÿ íåñêîëüêî, è ìíîãèå èçíèõ âïîëíå ïðàâäîïîäîáíû. Âàì ïðåäñòîèò âûáðàòü îäíó, êîòîðàÿáóäåò ïîòîì î�èöèàëüíîé. È â çàâèñèìîñòè îò âàøåãî ðåøåíèÿ êòî-òî ïîíåñåò íàêàçàíèå, ÷üÿ-òî ñóäüáà áóäåò ñëîìàíà. Ïðîåêòèðîâ-ùèêîâ ðàçâàëèâøåéñÿ êîíñòðóêöèè âû äàâíî çíàåòå êàê ÷åñòíûõ èïîðÿäî÷íûõ ëþäåé. Âû çíàêîìû ñ èõ ðîäñòâåííèêàìè. À òóò åùå�íàåçäû�, íàìåêè, ïðåäëîæåíèÿ. È âû îò÷åòëèâî ïîíèìàåòå, ÷òî âñâîåì ðåøåíèè âû âïîëíå ìîæåòå îøèáèòüñÿ, òàê êàê ó âàñ íå õâàòà-åò äàííûõ (à èõ è íå ìîæåò õâàòàòü). À åñëè âû îøèáåòåñü ñî ñâîèìâåðäèêòîì, òî èç-çà âàøåé îøèáêè ïîñòðàäàþò íåâèííûå ëþäè. Èñòîèò ëè âàì óäâàèâàòü òðàãåäèþ, åñëè óæå íè÷åãî íå âåðíåøü.×òîáû ïîíÿòü, íàñêîëüêî îáúåêòèâíû î�èöèàëüíûå çàêëþ÷å-íèÿ êîìèññèé, ÿ ïðèâåäó áîëåå ïðîçðà÷íûé è çíàêîìûé âñåì ïðè-ìåð ñ îáðóøåíèåì ìîñêîâñêîãî àêâàïàðêà. Ñîãëàñíî î�èöèàëüíî-ìó çàêëþ÷åíèþ ïðàâèòåëüñòâåííîé êîìèññèè (äàííûå èç Internetíà ÿíâàðü 2005 ã.) çäàíèå àêâàïàðêà ðóõíóëî ïî äâóì ïðè÷èíàì:íå õâàòèëî îäíîé êîëîííû, ïîääåðæèâàþùåé êðûøó, è êà÷åñòâîáåòîíà íå ñîîòâåòñòâîâàëî íîðìàì.Áîëüøèíñòâî èç âàñ � ïðî�åññèîíàëüíûå ïðî÷íèñòû, è äëÿ âàñêîììåíòàðèè èçëèøíè. À äëÿ òåõ, êòî íå âèäèò àáñóðäà, ÿ ýòî çà-êëþ÷åíèå ïðîêîììåíòèðóþ.Èç çàêëþ÷åíèÿ íåïîíÿòíî, êòî çàáûë ïîñòàâèòü êîëîííó � ïðî-åêòèðîâùèêè èëè ñòðîèòåëè, èëè æå åå óêðàëè òåððîðèñòû. È ÷òî-òî íå âåðèòñÿ, ÷òî ïðè ñòðîèòåëüñòâå òûñÿ÷ ìîñêîâñêèõ çäàíèé äå-ñÿòêè ëåò öåìåíò âñåãäà ïîñòàâëÿëñÿ âûñîêîêà÷åñòâåííûì, à âîòàêâàïàðêó äîñòàëñÿ ïëîõîé.Öåìåíò êðàëè è, âåðîÿòíî, áóäóò êðàñòü âñåãäà. Ïîýòîìó âî âñåõðàñ÷åòàõ âñåãäà äåëàåòñÿ ïîïðàâêà �íà äóðàêà� � ââîäèòñÿ êîý�-�èöèåíò çàïàñà ïðî÷íîñòè. À áûë ëè îí ó ìîñêîâñêîãî àêâàïàðêà?ß äóìàþ, ÷òî íåò.Äàâàéòå âñïîìíèì êîíñòðóêöèþ àêâàïàðêà. Ìíîãî êîëîíí, ìàñ-ñèâíàÿ êðûøà, ëåãêèå ñòåíû-ïåðåãîðîäêè. Íè îäíîé íàêëîííîé ðàñ-òÿæêè, èëè ñòðîïèëû, îáåñïå÷èâàþùåé æåñòêîñòü êîíñòðóêöèè.Îòêàçàâøèñü îò íàêëîííûõ ðàñòÿæåê (ïî-âèäèìîìó, èç ýñòåòè-



Óäåðæàòüñÿ �íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ� 11÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé), ïðîåêòèðîâùèêè ÿâíî ïåðåîöåíèëè ñïîñîá-íîñòü êîëîíí ðàáîòàòü íà èçãèá. Áåòîí îêàçàëñÿ ðåàëüíûì � ìîñ-êîâñêèì. Íå èìåÿ íàêëîííûõ ðàñòÿæåê (òðåóãîëüíèêîâ æåñòêîñòè),êîíñòðóêöèÿ ïîòåðÿëà óñòîé÷èâîñòü, âåðîÿòíî, íå âûäåðæàâ áîêî-âûõ íàãðóçîê.Ìîÿ âåðñèÿ � ýòî âñåãî ëèøü âåðñèÿ, îäíà èç ìíîãèõ. Íî, äîïó-ñòèì, ÷òî ÿ ïðàâ. ß äóìàþ, âû ñîãëàñèòåñü ñî ìíîé, ÷òî àêâàïàðêñïîêîéíî ñòîÿë áû è ñòîÿë, åñëè áû áûëè íàêëîííûå ðàñòÿæêè, îá-ðàçóþùèå òðåóãîëüíèêè æåñòêîñòè. Ñòîÿë áû åùå ñòî è äâåñòè ëåò,íåñìîòðÿ íà ìîñêîâñêèé öåìåíò.Êñòàòè, ÷åòûðå ìåñÿöà ñïóñòÿ, ïîñëå ïóáëèêàöèè ìîåé ãàçåòíîéñòàòüè íà ýòó òåìó, â òåëåíîâîñòÿõ ïðîçâó÷àëî íîâîå çàêëþ÷åíèåïðàâèòåëüñòâåííîé êîìèññèè ïî ðàññëåäîâàíèþ ïðè÷èí îáðóøåíèÿàêâàïàðêà. Â êà÷åñòâå îêîí÷àòåëüíîé ïðè÷èíû òðàãåäèè áûëè ïðè-çíàíû îøèáêè ïðîåêòèðîâùèêîâ. Òóò æå áûëî âçÿòî èíòåðâüþ óðóêîâîäèòåëÿ ïðîåêòà, êîòîðûé çàÿâèë, ÷òî íå âèíîâàò. Ïî åãî ñëî-âàì, �âî âñåì âèíîâàòà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà�, êîòîðîé îí ïîëü-çîâàëñÿ ïðè ðàñ÷åòå ïðî÷íîñòè êîëîíí, ïîääåðæèâàþùèõ êðûøóçäàíèÿ àêâàïàðêà.ß íå ñêëîíåí äóìàòü, ÷òî îáâèíåíèÿ â àäðåñ êîìïüþòåðíîé ïðî-ãðàììû â äàëüíåéøåì áóäóò ïðèçíàíû â êà÷åñòâå îêîí÷àòåëüíîéèñòèíû. Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àå âñå ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òîïðîáëåìà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò è ÷òî çàòðîíóòàÿ òåìà â âûñ-øåé ñòåïåíè àêòóàëüíà.Êàêîé èç ýòîãî âñåãî ñëåäóåò ñäåëàòü âûâîä?À âûâîä ÿ áû ñäåëàë òàêîé. Óâëåêøèñü êîìïüþòåðàìè, ìîëî-äîå ïîêîëåíèå ïåðåñòàëî ó÷èòüñÿ ýëåìåíòàðíîìó ñîïðîìàòó. Îòñóò-ñòâèå òðåóãîëüíèêîâ æåñòêîñòè ìîæíî óâèäåòü íå òîëüêî â ìîñêîâ-ñêîì àêâàïàðêå. ß ïðèãëàøàþ âàñ ïîñìîòðåòü íà êîíñòðóêöèè íî-âûõ òîðãîâûõ öåíòðîâ. Âñòðå÷àþòñÿ òàêèå, ó êîòîðûõ ïðîçðà÷íàÿ÷àñòü êðûøè, íàçûâàåìàÿ ñâåòîâûì �îíàðåì, â ïîïåðå÷íîì ñå÷å-íèè îáðàçóåò òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì . . . íåò îñíîâàíèÿ.Âñïîìíèòå êîíñòðóêöèþ ðóññêîé èçáû. Ñòðîïèëà êðûøè îáÿçà-òåëüíî ñòÿíóòû â íèæíåé ÷àñòè ïîïåðå÷íûì áðåâíîì. Åñëè ðàçðå-çàòü ïîïåðå÷íîå áðåâíî, òî ñòðîïèëà ðàçúåäóòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíûïîä òÿæåñòüþ ñíåãà è êðûøà ðóõíåò.Êîíå÷íî æå, ìíå ìîæíî âîçðàçèòü, ÷òî ñîâðåìåííîå ñòðîèòåëü-



12 Ë.Í. ßñíèöêèéíîå ñîîðóæåíèå � ýòî äàëåêî íå áðåâåí÷àòàÿ èçáà. Åñëè êà÷åñòâîáåòîíà è ñòàëè ñîîòâåòñòâóåò íîðìàì, òî æåëåçîáåòîííûå ñòåíû èïåðåêðûòèÿ ìîãóò âûäåðæèâàòü äîâîëüíî çíà÷èòåëüíûå íàãðóçêè,è ïîýòîìó óïîìÿíóòûå òîðãîâûå öåíòðû â îáîçðèìîì áóäóùåì, ïî-âèäèìîìó, íå óïàäóò. Íî âåäü ìåòàëëè÷åñêàÿ àðìàòóðà ñî âðåìå-íåì ðæàâååò, à öåìåíò âîðóþò íå òîëüêî â Ìîñêâå. Ïî÷åìó áû íåâçÿòü ïîïðàâêó �íà äóðàêà� è íå óâåëè÷èòü çàïàñ ïðî÷íîñòè òàê,êàê ýòî ðåêîìåíäóåò ñîïðîìàò, � ââåñòè òðåóãîëüíèêè æåñòêîñòèïóòåì óñòàíîâêè, íàïðèìåð, ìåòàëëè÷åñêèõ ñòÿæåê. Ïî÷åìó-òî ñî-âðåìåííûå ïðîåêòèðîâùèêè ýòèì ïðåíåáðåãàþò. Ïî÷åìó? Íåóæåëèñîïðîìàòà íå çíàþò?Åñëè ïðè÷èíû îáðóøåíèÿ ñîâðåìåííûõ çäàíèé, â êîíöå êîíöîâ,èíîãäà êàê-òî âûÿñíÿþòñÿ, òî ñ ðàññëåäîâàíèåì ïðè÷èí àâèàöèîí-íûõ êàòàñòðî� äåëà îáñòîÿò ãîðàçäî õóæå. Ïåðåä ÷ëåíàìè ñëåä-ñòâåííûõ êîìèññèé, êàê ïðàâèëî, ðàáîòíèêàìè çàâîäîâ, ñîçäàâøèõðóõíóâøèå ñàìîëåòû, ñòàâèòñÿ çàäà÷à � �íå çàïÿòíàòü ÷åñòü ñâî-èõ êîëëåêòèâîâ!� Â ðåçóëüòàòå, ïî äàííûì Ìåæãîñóäàðñòâåííîãîàâèàöèîííîãî êîìèòåòà [5℄ â áîëåå ÷åì 80-òè ïðîöåíòàõ ñëó÷àåââèíîâíèêàìè àâèàêàòàñòðî� ïðèçíàþòñÿ ïèëîòû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òîáîëåå 80-òè ïðîöåíòîâ ïèëîòîâ âñåõ ðàçáèâøèõñÿ ñàìîëåòîâ áûëèòåððîðèñòàìè èëè ñàìîóáèéöàìè. Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå Ìåæãî-ñóäàðñòâåííîãî àâèàöèîííîãî êîìèòåòà ÿâíî ïðîòèâîðå÷àò çäðàâî-ìó ñìûñëó. Ñîãëàñíî Èíòåðíåò-ñâîäêàì, àâèàêàòàñòðî�û âî âñåììèðå òåïåðü ñëó÷àþòñÿ ïðàêòè÷åñêè êàæäûé äåíü. Êàæäûé äåíüãèáíóò ëþäè. Ê ñîæàëåíèþ, ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè ïðîâîäèòü ñîá-ñòâåííûå ðàññëåäîâàíèÿ ïðè÷èí àâèàêàòàñòðî�, íî ñîãëàøàòüñÿ ñòåì, ÷òî êàæäûé ðàç âèíîâàòû ïîãèáøèå ïèëîòû, � ñîâåðøåííîî÷åâèäíàÿ ãëóïîñòü.Èòàê, ìû âñòóïèëè â âåê, â êîòîðîì àâàðèè, îáðóøåíèÿ è êàòà-ñòðî�û âîøëè â íàøó ïîâñåäíåâíóþ æèçíü âìåñòå ñ êîìïüþòåðàìèè ñîòîâûìè òåëå�îíàìè. Ïðè àíàëèçå èõ ïðè÷èí äîëÿ, ïðèõîäÿùà-ÿñÿ íà òåõíè÷åñêèå íåïîëàäêè è îøèáêè ïðîåêòèðîâùèêîâ, çíà÷è-òåëüíî âûøå, ÷åì íàì îá ýòîì ñîîáùàåòñÿ. À êàê âåäåòñÿ ïðîåê-òèðîâàíèå ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ñîâðåìåííûõ èíæåíåðíûõêîíñòðóêöèé? Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñ ïîìîùüþïàêåòà ANSYS.ß íå âðàã ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è íå âðàã ïàêåòàì, êîòî-



Óäåðæàòüñÿ �íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ� 13ðûå åãî ðåàëèçóþò. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ êîðìèë ìåíÿ ìíîãîëåò, çà ÷òî ÿ åìó èñêðåííå áëàãîäàðåí. Â ñâîå âðåìÿ ÿ äàæå îïóá-ëèêîâàë îêîëî ïîëóñîòíè ñòàòåé â ñîëèäíûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ,ïîñâÿùåííûõ ðàçâèòèþ ýòîãî ïðåêðàñíîãî ìåòîäà. È ó ìåíÿ äàæååñòü ïîäîçðåíèå, ÷òî íåêîòîðûå ìîè èäåè ïîïàëè â ANSYS è óñïåø-íî ðàáîòàþò.Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � ýòî, âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, âå-ëè÷àéøåå äîñòèæåíèå XX â. Íî åñòü ìàëåíüêèé íþàíñ. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ðåøåíèÿì êðàåâûõ çàäà÷ íåëüçÿ äîâåðÿòü. Âåðíåå,íåëüçÿ äîâåðÿòü íàñòîëüêî, íàñêîëüêî ìîæíî äîâåðÿòü, íàïðèìåð,ðåøåíèþ Ëàìå äëÿ òîëñòîñòåííîãî ïîëîãî öèëèíäðà. �åøåíèå Ëàìåèìååòñÿ â ëþáîì ó÷åáíèêå ñîïðîìàòà. Íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿïðåäñòàâëåíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå � â âèäå �óíêöèé êîîðäèíàòûR, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (òî÷íî, à íå ïðèáëèæåííî!) êàê äè��å-ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, òàê è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ýòî êàê ðàçòî, ÷òî íàçûâàåòñÿ òî÷íûì (à íå ïðèáëèæåííûì) àíàëèòè÷åñêèì(à íå ÷èñëåííûì) ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Ýòîðåøåíèå íå èìååò ïîãðåøíîñòè. Ýòîìó ðåøåíèþ ìîæíî âåðèòü íàñòî ïðîöåíòîâ.Âîò òàê ñëåäîâàëî áû ðåøàòü êðàåâûå çàäà÷è â XXI â. Íî ìûòàê ðåøàòü íå óìååì. Òàê ðåøàëè êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòèêè-àíàëèòèêè XIX â., à â XXI â. íè÷åãî ïîäîáíîãî íåò. Íå ïàðàäîêñëè ýòî? Ìû äàæå íå ïûòàåìñÿ ýòîãî äåëàòü, ïîòîìó ÷òî â âóçàõíàñ ó÷àò, ÷òî òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ âîçìîæíû òîëüêî äëÿïðîñòåéøèõ êðàåâûõ çàäà÷, à ðåàëüíûå çàäà÷è íàäî ðåøàòü ïðè-áëèæåííûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.Öåëü ìîåé ñòàòüè � îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû çàíè-ìàåìñÿ ÷åì-òî íå òåì. Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî �ëàòàíèå äûð� íà ÌÊÝ-ïàêåòàõ � äåëî áåñïåðñïåêòèâíîå. ß ñîâåðøåííî íå ñîãëàñåí ñ ðàñ-õîæèì óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî �òî÷íîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷èíå äîëæíà ïðåâûøàòü òî÷íîñòü åå ïîñòàíîâêè�. Ìû æèâåì â XXIâåêå. Äà, èíæåíåðû îøèáàþòñÿ â �îðìóëèðîâêàõ êðàåâûõ óñëîâèé.Äà, �èçèêè íå ìîãóò òî÷íî îïðåäåëèòü êîíñòàíòû ìàòåðèàëîâ. Íîòî, ÷òî ó íèõ íåðàçáåðèõà, íå îïðàâäûâàåò áåñïîðÿäêà è ó íàñ. Äà-âàéòå íàâåäåì ïîðÿäîê õîòÿ áû â íàøåé �êóõíå�. Äàâàéòå íàó÷èì-ñÿ íàõîäèòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ëþáûõ êðàåâûõ çàäà÷.Äàâàéòå ñäåëàåì òàê, ÷òîáû õîòÿ áû ê íàì, êàê ê àâòîðàì ðåøå-



14 Ë.Í. ßñíèöêèéíèé êðàåâûõ çàäà÷, íå áûëî ïðåòåíçèé ïðè ðàññëåäîâàíèè ïðè÷èíêàòàñòðî�.Ïîñëå Ñàóòãåìïòîíñêîé êîí�åðåíöèè, ðåãóëÿðíî ïîëó÷àÿ èçMathemati
al Reviews ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå ïîïûòêàì ñîçäàíèÿ ìå-òîäèê îöåíêè ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, è âûïîëíÿÿ èõ ðå-öåíçèðîâàíèå, ÿ âñå áîëüøå è áîëüøå óáåæäàëñÿ â áåñïåðñïåêòèâíî-ñòè ýòèõ ïîïûòîê. ß åùå áîëåå óáåäèëñÿ â òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàñ÷åòîâ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ îòâåòñòâåí-íîãî íàçíà÷åíèÿ èçíà÷àëüíî íåñåò â ñåáå îïàñíîñòü. Äðóãîå äåëî,êîãäà èõ ïðèìåíÿþò â ÷èñòî íàó÷íûõ öåëÿõ, íàïðèìåð, ÷òîáû ðàçî-áðàòüñÿ â õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ æèäêîñòè, ÷òîáû íàùóïàòü çàêîíî-ìåðíîñòè �èçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ. Íî êîãäà ïî äàííûì ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ïðîåêòèðóþò è ñîçäàþò êîíñòðóêöèè, îòêîòîðûõ çàâèñèò æèçíü è áåçîïàñíîñòü ëþäåé, ñòðàí è öèâèëèçà-öèè â öåëîì, ñòàíîâèòñÿ ñòðàøíî.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿ äóìàë íàä òåì, êàê ïðåîäîëåòü ïðîáëåìóíåóíèâåðñàëüíîñòè àëüòåðíàòèâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êàêñîçäàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áû, ïîäîáíî ïðî�åññèîíàëüíîìó ìàòå-ìàòèêó, ñòðîèëà àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è êîòîðàÿáû â òî æå âðåìÿ íå óñòóïàëà ANSYS â óíèâåðñàëüíîñòè è óðîâíåñåðâèñà.Øêîëà ìàòåìàòèêîâ-àíàëèòèêîâ, êàêîå-òî âðåìÿ ñîõðàíÿâøàÿ-ñÿ â ÑÑÑ�, ïîñëå ïåðåñòðîéêè ïðàêòè÷åñêè ïîãèáëà. À ÷òî åñëè ïî-ïûòàòüñÿ ìîäåëèðîâàòü òâîð÷åñêèå èçûñêàíèÿ ìàòåìàòèêà ñ ïîìî-ùüþ âñå òîãî æå êîìïüþòåðà? Âåäü ñóùåñòâóåò æå îòðàñëü íàóêè,íàçûâàåìàÿ èñêóññòâåííûì èíòåëëåêòîì. Åñòü óñïåõè â êîìïüþ-òåðíîì ìîäåëèðîâàíèè òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïîýòîâ, ìóçûêàí-òîâ, øàõìàòèñòîâ. Ïî÷åìó áû íå ïîïûòàòüñÿ ñîçäàòü èñêóññòâåííî-ãî ìàòåìàòèêà-àíàëèòèêà, ðàç óæ íàñòîÿùèõ áîëüøå íå îñòàëîñü?Ìîÿ ìå÷òà � ñîçäàòü èíòåëëåêòóàëüíûé ïàêåò, ñïîñîáíûé íàõî-äèòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ëþáûõ êðàåâûõ çàäà÷, êîòî-ðûé áû íå óñòóïàë ANSYS â óíèâåðñàëüíîñòè è óäîáñòâå ïîëüçî-âàíèÿ. Ó íàñ åñòü íåáîëüøîé çàäåë â ýòîì íàïðàâëåíèè [1�3℄. Íî ÿïîíèìàþ, ÷òî â îäèíî÷êó ýòîãî íå ñäåëàòü. Íóæåí êîëëåêòèâ ðàç-ðàáîò÷èêîâ, â êîòîðûé áû âõîäèëè ñïåöèàëèñòû ïî èñêóññòâåííîìóèíòåëëåêòó, ìàòåìàòèêè-àíàëèòèêè, èìåþùåå ïîëíîöåííîå ìàòåìà-òè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, âëàäåþùèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ



Óäåðæàòüñÿ �íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ� 15Ôóðüå, ìåòîäîì êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé, òåîðèåé �óíêöèé êîì-ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, �óíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì è ïðî÷., íóæ-íû ïðîãðàììèñòû-êîäåðû, ñïåöèàëèñòû â ANSYS è ÌÊÝ-ïàêåòàõ.Íóæíû íàó÷íûå øêîëû, ðàçâèâàþùèå íå òîëüêî ÷èñëåííûå, íî èàíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû, ðîæäàþùèå ìàòåìàòèêîâ íîâîãî ïîêîëå-íèÿ, êîòîðûå, ñëèâøèñü ñ êîìïüþòåðàìè, ñìîãëè áû óäåðæàòüñÿ�íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ� ïðîøëûõ âåêîâ.Ëèòåðàòóðà1. ßñíèöêèé Ë.Í. Ââåäåíèå â èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Ì.: Èçäàòåëüñêèéöåíòð �Àêàäåìèÿ�, 2005. 176ñ.2. �ëàäêèé Ñ.Ë., Ñòåïàíîâ Í.À., ßñíèöêèé Ë.Í. Èíòåëëåêòóàëüíîå ìîäå-ëèðîâàíèå �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì / Ïîä ðåä. Ë.Í.ßñíèöêîãî - Ì.-Èæåâñê: ÍÈÖ�åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, 2006. 200 ñ.3. ßñíèöêèé Ë.Í. Ïåðìñêàÿ íàó÷íàÿ øêîëà èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà èåå èííîâàöèîííûå ðàçðàáîòêè. - Ïåðìü: Ïåðì. ïåä. ãîñ. óí-ò; Ïåðì. òåõí. ãîñ.óí-ò; Ïåðì. ãîñ. óí-ò, 2007. 70
.4. �îçèí Ë.À. Çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè è ÷èñëåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.ÑÏá: Èçä-âî. ÑÏá�ÒÓ, 1998.5. http://airoubles.boom.ru



ÊÎËÅÁÀÍÈß ÊÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈÑ ÌÀËÛÌ Ó�ËÎÌ Ï�È ÂÅ�ØÈÍÅÏ�È �ÀÇÍÛÕ ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕÀ. Á. Àíèñèìîâ�àññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷-êè ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óãîë ïðèâåðøèíå êîíóñà ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Ïóòåì ðàçëîæåíèÿ íåèç-âåñòíûõ �óíêöèé â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîëó÷åíû ïðè-áëèæåííûå �îðìóëû äëÿ ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèé. Äëÿ òðåõ âàðèàíòîâãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàéäåí ðàäèóñ ýêâèâàëåíòíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè, ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèéêîíè÷åñêîé îáîëî÷êè.1. ÂâåäåíèåÌåòîäû îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèé [1℄-[2℄ ìîæíîóñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà: àíàëèòè÷åñêèå, ïðèáëèæåííûåè ÷èñëåííûå.Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòñóòñòâóåò òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåçàäà÷è, ìîæíî èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû [3℄-[4℄. Ïðèýòîì îáû÷íî íåèçâåñòíûå ïåðåìåííûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðàç-ëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â êà÷åñòâå ìàëîãîïàðàìåòðà â òåîðèè îáîëî÷åê èñïîëüçóåòñÿ áåçðàçìåðíàÿ òîëùèíàîáîëî÷êè.Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìå-òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [5℄. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êîìïüþ-òåðíûõ ïðîãðàìì, ðàññ÷èòûâàþùèõ ïàðàìåòðû ðàçëè÷íûõ êîí-ñòðóêöèé, â òîì ÷èñëå îáîëî÷åê, ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ. Îäíèì èç îñíîâ-íûõ íåäîñòàòêîâ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðî-èçâîäèòü ïîëíûé ïåðåñ÷åò êîíñòðóêöèè ïðè èçìåíåíèè êàêîãî-ëèáîïàðàìåòðà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �07-01-00250.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 22 íîÿáðÿ 2005 ã.
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Êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì ïðè âåðøèíå 17Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì ïðèâåðøèíå è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðå-çóëüòàòîâ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�èñ. 1. Îáîëî÷êà â âèäå óñå÷åííîãî êîíóñà.�àññìîòðèì ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ òîíêîé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè,áîëüøèé ðàäèóñ êîòîðîé R. Áåçðàçìåðíàÿ òîëùèíà îáîëî÷êè h (çàåäèíèöó äëèíû âûáðàí ðàäèóñ R), âûñîòà l, � � óãîë êîíóñíîñòè(óãîë íàêëîíà îáðàçóþùåé) (ðèñ.1).Äëÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî òî÷êèñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè B(s) = 1 � s sin�. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãîë� ìàë. Òîãäà sin� = " � 1. Åñëè " = 0, òî B(s) = 1, è îáîëî÷êàñòàíîâèòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé.Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþ-ùàÿ êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïðèíèìàåò âèä(�4�2w ��k�� �w = 0;�2�+�kw = 0;�w = 1B dds �Bdwds �� m2wB2 ; �kw = 1B dds � BR2 dwds � ;



18 À.Á. Àíèñèìîâãäå �4 = h212(1� �2) , w � ïðîãèá, � � �óíêöèÿ óñèëèé, m � ÷èñëîâîëí ïî ïàðàëëåëè.Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû � è ñ÷èòàÿ, ÷òî � � m2B�2, ïîëó÷èìóðàâíåíèå 1R2 d2ds2 �B4R2 d2wds2 �+��4m8B4 � �m4�w = 0; (1)ãäå � = �w2R2E , E�ìîäóëü Þíãà, ��êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, ��ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî B(s) = 1 � "s, R2 = B 
os� � B,óðàâíåíèå (1) çàïèøåì â âèäå1(1� "s) d2ds2 �(1� "s)3w00�+� �4m8(1� "s)4 � �m4�w = 0: (2)Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà êðàÿõ îáîëî÷êè s = 0 è s = l çàäàíû îäíî-ðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.3. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è�åøåíèÿ (2) áóäåì èñêàòü â âèäå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî ñòå-ïåíÿì ": w = w0 + "w1 + � � �� = �0 + "�1 + � � �Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàè-ìåíüøèõ ÷àñòîò öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè:w(4)0 � �4w0 = 0; (3)ãäå �4 = m4�0��4m8. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ � ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèåïàðàìåðà ÷àñòîòû �0 íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå�0 = �4m4 + �4m4:



Êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì ïðè âåðøèíå 19Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ êîì-áèíàöèÿ �óíêöèé Êðûëîâà:w0(s) = AS(�s) +BT (�s) + CU(�s) +DV (�s); (4)ãäå S(�s) = 12(
h(�s) + 
os(�s)); T (�s) = 12(sh(�s) + sin(�s));U(�s) = 12(
h(�s) � 
os(�s)); V (�s) = 12(sh(�s)� sin(�s)):Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ"1 : w(4)1 � 6sw(4)0 � 6w0000 + �4m8w1��m4(�0w1 � 4s�0w0 + �1w0) = 0óìíîæèì íà w0 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî s îò 0 äî l. Ïîëó÷èìZ l0 w(4)1 w0ds� 6 Z l0 sw(4)0 w0ds� 6 Z l0 w0000 w0ds+ �4m8 Z l0 w1w0ds��m4 Z l0 (�0w1w0 � 4s�0w20 + �1w20)ds = 0: (5)×åòûðåõêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (5) ñ ó÷åòîìãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óðàâíåíèÿ (3) äàåò �îðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿïîïðàâêè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ïàðàìåòðó ÷àñòîòû:�1 = �6(I1 + I2) + 4m4�0I3I4 ;ãäå I1 = Z l0 sw(4)0 w0ds; I2 = Z l0 w0000 w0ds; I3 = Z l0 sw20ds; I4 =Z l0 w20ds: Ïîñêîëüêó â ñèëó (3) I1 = Z l0 sw(4)0 w0ds = �4I3; �îðìó-ëó äëÿ �1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �1 = (4m4�0I3 � 6�4I3 � 6I2)I�14 .Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òîI2 = Z l0 w0000 w0ds = w0w000 �����l0 � Z l0 w00w000ds = (w0w000 � w020 )�����l0+
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+ Z l0 w000w00ds = (w0w000 � w020 + w000w0)�����l0 � Z l0 w0000 w0ds;ïîëó÷àåì I2 = Z l0 w0000 w0ds = (w0w000 � 12w020 )�����l0 :Óìíîæèâ óðàâíåíèå (3) íà s è ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííîåðàâåíñòâî ïî � ïîëó÷èì óðàâíåíèå�4w0��s4 s = 4�3w0s+ �4w0�s;ãäå w0� = �w0�� = s�w00. Óìíîæåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà w0 ñ ïîñëå-äóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî s îò 0 äî l äàåò óðàâíåíèåZ l0 �4w0��s4 w0sds = 4�3 Z l0 w20sds+ �4 Z l0 w0�w0sds: (6)Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì óðàâíåíèå (6) ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì,4�3 Z l0 w20sds = 4 Z l0 s�w00w0000 ds+ L;ãäå L = ��3w0��s3 sw0 � �2w0��s2 (sw00 + w0)++�w0��s (2w00 + sw000 )� w0�(3w000 + sw0000 )�����l0 :Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òîZ l0 s�w00w0000 ds = s�w0w0000 �����l0 � 1� Z l0 w0w0000 ds� �4� Z l0 sw20ds;



Êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì ïðè âåðøèíå 214�3 Z l0 w20sds = 4 s�w0w0000 ���l0 � 1� Z l0 w0w0000 ds� �3 Z l0 sw20ds!+ Líàõîäèì âûðàæåíèå èíòåãðàëà I3 ÷åðåç çíà÷åíèÿ �óíêöèè w0 è ååïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà [0; l℄:I3 = Z l0 w20sds = 12�3  s�w0w0000 ���l0 + 14L� 1� (w0w000 � 12w020 )����l0! :Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì â êíèãå [6℄ ïîëó÷åíà �îðìóëàI4 = Z l0 w20ds = 14�3 ��3w0��s3 w0 � �2w0��s2 �w0�s +�w0��s �2w0�s2 � w0� �3w0�s3 �����l0 :4. Ñëó÷àé øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ îáîëî÷êèÅñëè êðàÿ îáîëî÷êè øàðíèðíî îïåðòû, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿäëÿ óðàâíåíèÿ (3) èìåþò âèä(w0 = w000 = 0 ïðè s = 0;w0 = w000 = 0 ïðè s = l: (7)Óðàâíåíèþ (3) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (7) óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèåw0(s) = sin(�s), ãäå � = �nl ; n = 1; 2; :::Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå I2 = 0; I3 = l24 ; I4 = l2 ; I1 =�4I3 :�0 = �4m4 + �4m4; �1 = �2�4m4 � �4m4� l; �êîí = �0 + ��1; (8)ãäå íàèìåíüøåé ÷àñòîòå ñîîòâåòñòâóåò � = �l :Íà ðèñ. 2 äëÿ " ñïëîøíîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü �0îò ÷èñëà âîëí m, ïóíêòèðíîé ëèíèåé � �1.



22 À.Á. Àíèñèìîâ
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�èñ. 2. �ðà�èê çàâèñèìîñòè �0(�); �1(- -) îò m.×èñëî âîëí ïî ïàðàëëåëè m îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà�0: ��m � �4m4 + �4m4� = 0: (9)Ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ �min = 0:009 ñîîòâåòñòâóåò m = 12:289,ò.å. m = 12 (ñì. ðèñ. 2).Òåïåðü, ïîëîæèâ E = 2:06 � 1011Í=ì2; � = 0:3; � =7860 êã=ì3, íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü è ñàìó ÷àñòîòó êîëåáàíèé f ïî�îðìóëå f = 12�Rs�E� = 76:815�ö:Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó ñ ìàëûì óãëîìïðè âåðøèíå èíîãäà çàìåíÿþò ýêâèâàëåíòíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êîé [7℄. Ïðè ýòîì íåÿñíûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå ðàäèóñàýêâèâàëåíòíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Äëÿ çàäà÷ äèíàìèêè âêà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáîðà ðàäèóñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâîïåðâûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷åê.Íàéäåì ðàäèóñ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ýêâèâàëåíòíîé çà-äàííîé êîíè÷åñêîé, îñíîâûâàÿñü íà ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ïà-ðàìåòðîâ èõ ÷àñòîò.



Êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì ïðè âåðøèíå 23Ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò öèëèíäðè-÷åñêîé îáîëî÷êè âûãëÿäèò òàê: w(4) � �4w = 0; ãäå �4 =1B2 ��m4 � �4m8B4 � ; B = 1� "d:. Ñëåäîâàòåëüíî,�öèë = B2 �4m4 + �4m4B4 : (10)Ïðèðàâíÿâ ïàðàìåòðû ÷àñòîòû � êîíè÷åñêîé (8) è öèëèíäðè÷åñêîé(10) îáîëî÷åê ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ d:(1� "d)2 �4m4 + �4m4(1� "d)4 = � �4m4 + �4m4�+ "�2�4m4 � �4m4� l;ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä d = l2 .Òàêèì îáðàçîì, ðàäèóñ ýêâèâàëåíòíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-êè B = 1�0:5" ïîëó÷èëñÿ ðàâíûì ñðåäíåìó àðè�ìåòè÷åñêîìó áîëü-øåãî è ìåíüøåãî ðàäèóñîâ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè.5. Çàäåëêà è øàðíèðíîå îïèðàíèå�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìåíüøèé ðàäèóñ êîíóñà çàäåëàí, àáîëüøîé øàðíèðíî îïåðò. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ(3) ïðèíèìàþò âèä(w0 = w000 = 0 ïðè s = 0;w0 = w00 = 0 ïðè s = l: (11)Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11) äàåò ñëåäóþùååóðàâíåíèå [6℄ äëÿ îïðåäåëåíèÿ �:tan(�l) = th(�l);íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî � � = 3:928l ' 5�4l :Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæå-íèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â �îðìóëó ïîïðàâêè ïåðâîãî ïðè-



24 À.Á. Àíèñèìîâáëèæåíèÿ ê ïàðàìåòðó ÷àñòîòû:I1 = �4I3; I2 = 12w020(0);I3 = � 12�4w002(0)� l28�4w000 2(l); I4 = � l4�4w000 2(l):Ôîðìà êîëåáàíèé èìååò âèä w0 = V (�s) � V (�l)T (�l)T (�s). ×èñëî m,ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòå, íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ (9).Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ �min = 0:013 ñî-îòâåòñòâóåò m = 13:739; ò.å. â äàííîì ñëó÷àå m = 14, ÷òî ïîä-òâåðæäàåò ðèñ. 3, êîòîðûé èëëþñòðèðóåò çàâèñèìîñòü ïåðâûõ äâóõïðèáëèæåíèé ïàðàìåòðà ÷àñòîòû � îò ÷èñëà âîëí m:�êîí = �0 + "�1:Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ïàðàìåòðó ÷àñòîòû èìååò âåëè-÷èíó: �0 = 0:013; �1 = 0:005:Ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé f = 95:843�ö.
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�èñ. 3. �ðà�èê çàâèñèìîñòè �0(�); �1(- -) îò m.Ïðèðàâíÿâ �êîí = �0 + "�1 ê çíà÷åíèþ �öèë, âû÷èñëåííîìó ïî



Êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì ïðè âåðøèíå 25�îðìóëå (10), íàéäåìd = �14�4m4 � 2 �4m4 = 0:276è ðàäèóñ ýêâèâàëåíòíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè:B = 1� 0:276":6. Çàäåëêà è ñâîáîäíûé êðàéÏóñòü êðàé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè s = 0 ñâîáîäåí, à êðàé s = lçàäåëàí. Â ýòîì ñëó÷àå(w000 = w0000 = 0 ïðè s = 0;w0 = w00 = 0 ïðè s = l;à âåëè÷èíà � ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ 
h(�l) 
os(�l)+1 = 0; íàè-ìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòîðîãî � = 1:875:Ïîäñòàíîâêà �îðìû êîëåáàíèé w0 = T (�s)� T (�l)S(�l)S(�s) â �îðìó-ëû äëÿ èíòåãðàëîâ I2; I3; I4 äàåò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:I1 = �4I3; I2 = w000 (l) + 12w002(0);I3 = � 12�4w002(0)� l28�4w000 2(l); I4 = � l4�4w000 2(l):Íàèìåíüøåìó ïàðàìåòðó ÷àñòîòû �0 = 0:003 ñîîòâåòñòâóþò m = 9è �1 = �0:003. Ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êèf = 43:284 �ö. Çíà÷åíèþ d = �0:726 ñîîòâåòñòâóåò ðàäèóñ öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êè R = 1+ 0:726", êîòîðûé ïðåâîñõîäèò íàèáîëü-øèé ðàäèóñ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè.7. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿÇàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïåðâîé ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òîí-êîé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè çàäåëêè è ñâî-



26 À.Á. Àíèñèìîâáîäíîãî êðàÿ, ðàññìîòðåííàÿ â ïàðàãðà�å 2 àñèìïòîòè÷åñêèì ìå-òîäîì, áûëà ðåøåíà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå ANSYS.Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äâóìÿ ìåòîäàìè.Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ òîíêîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè (" = 0) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè çàäåëêè è ñâîáîäíîãî êðàÿ,âû÷èñëåííàÿ àñèìïòîòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ìåòîäàìè ñîñòàâèëà2; 2%. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé òîíêîé êî-íè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ àíàëîãè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèìàëîì ïàðàìåòðå " = 0:1 ñîñòàâèëà 2; 7%. Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðî-âàòü êàê ïàäåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà.Íà �èñ.4 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé òîíêîéêîíè÷åñêîé îáîëî÷êè f îò ÷èñëà âîëí m ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå " =0:1; 0:2; 0:3 ñîîòâåòñòâåííî.Ñïëîøíîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò àñèìïòîòè÷åñêîãî ìå-òîäà, òî÷êàìè � ÷èñëåííîãî.8. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå èññëåäîâàíû ìàëûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ òîíêîé êîíè-÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîì êîíóñíîñòè ïðè ðàçíûõ ãðàíè÷íûõóñëîâèÿõ: øàðíèðíîå îïèðàíèå ñ äâóõ ñòîðîí, çàäåëêà è øàðíèð-íûé êðàé, çàäåëêà è ñâîáîäíûé êðàé.Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëèëî ïðèìåíèòü ìåòîä âîçìó-ùåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ â àñèìïòîòè÷åñêîé �îð-ìóëå äëÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé.Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè êîíè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ ìàëûì óã-ëîì ïðè âåðøèíå öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü îáîëî÷êó êàê öè-ëèíäðè÷åñêóþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå îïðåäåëåí ðàäèóñ ýêâèâà-ëåíòíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, èìåþùåé â ïåðâîì ïðèáëèæå-íèè òó æå �óíäàìåíòàëüíóþ ÷àñòîòó, ÷òî è çàäàííàÿ êîíè÷åñêàÿîáîëî÷êà äëÿ òðåõ êîìáèíàöèé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Ïîñêîëüêó ÷èñëåííûå ìåòîäû ñ÷èòàþòñÿ áîëåå òî÷íûìè ïîñðàâíåíèþ ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè, òî çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ òîíêîé êî-íè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàäåëêè è ñâîáîäíîãîêðàÿ áûëà òàêæå ðåøåíà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñðàâíåíèåðåçóëüòàòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìåòîäîâ ïðèâåäåíî âïîñëåäíåé ÷àñòè ðàáîòû.
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m�èñ. 4. �ðà�èêè çàâèñèìîñòè fàñèìï(�) è fANSYS(Æ)îò m ïðè " = 0:1; 0:2; 0:3 ñîîòâåòñòâåííî.Ëèòåðàòóðà1. �îëüäåíâåéçåð À. Ë., Ëèäñêèé Â. Á., Òîâñòèê Ï. Å. Ñâîáîäíûå êîëåáà-íèÿ òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê. Ì., 1979. 384 ñ.2. Òîâñòèê Ï.Å. Îá îïðåäåëåíèè íàèìåíüøåé ÷àñòîòû êîëåáàíèé êîíè÷å-ñêîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ. //Èññëåä. ïî óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè, ÑÏá, 1967.3. Áàóýð Ñ.Ì., Ñìèðíîâ À.Ë., Òîâñòèê Ï.Å., Ôèëèïïîâ Ñ.Á. Àñèìïòîòè÷å-ñêèå ìåòîäû â ìåõàíèêå òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. ÑÏá.:Èçä-âî ÑÏá�Ó, 1995.188 ñ.4. Òîâñòèê Ï.Å. Óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ îáîëî÷åê. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.Ì.: Íàóêà, Ôèçìàòëèò; 1995. 320 ñ.5. Íàóìîâà Í.Â. �àñ÷åò ñòåðæíåâûõ è îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ìåòîäîì



28 À.Á. Àíèñèìîâêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòàõ ADINA è ANSYS: Ó÷åá. ïîñîáèå. ÑÏá., 2004.6. Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Êîëåáàíèÿ â èíæåíåðíîì äåëå. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå,1985. 472 ñ.7. Êðàñêîâ À.À. Äèíàìèêà öåíòðîáåæíîãî îáîãàòèòåëüíîãî êîíóñà ñ ïðèíó-äèòåëüíîé äå�îðìèðóåìîé ýëàñòè÷íîé ñòåíêîé // Îáîãàùåíèå ðóä. 2001. �3.Ñ. 34�38.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÒÈÂÎÎÒÑËÎÅ×ÍÛÕÎÏÅ�ÀÖÈÉ Â ÎÔÒÀËÜÌÎËÎ�ÈÈÅ.È.ÀòðîùåíêîÏîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü öèðêëÿæà øèðîêîé ñèëèêîíîâîéëåíòîé ñ ó÷åòîì ýëëèïòè÷íîñòè �îðìû ãëàçà è ðàññ÷èòàíû ÷èñëåííûåçíà÷åíèÿ èçìåíåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ è îáúåìà.1. ÂâåäåíèåÂ î�òàëüìîëîãèè îòñëîéêà ñåò÷àòêè � ýòî òàêîå ïàòîëîãè÷å-ñêîå ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì ñåò÷àòêà òåðÿåò êîíòàêò ñ ñîñóäèñòîéîáîëî÷êîé è îòõîäèò îò íåå âíóòðü ïîëîñòè ãëàçà. �àçâèòèå îòñëîé-êè ïðèâîäèò ê ðàçðûâó ñåò÷àòêè ñ ïîñëåäóþùèì ïðîíèêíîâåíèåìïîä íåå âíóòðèãëàçíîé æèäêîñòè (ðèñ. 1).Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòñëîéêà ñåò÷àòêè ïîäëåæèò õèðóðãè-÷åñêîìó ëå÷åíèþ ñ ýâàêóàöèåé æèäêîñòè èç îáðàçîâàâøåéñÿ ïîëî-ñòè è âäàâëèâàíèþ íàðóæíûõ ñëîåâ îáîëî÷êè ãëàçà äî ñîâìåùåíèÿèõ ñ îòñëîèâøåéñÿ ñåò÷àòêîé. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ñïîñîáîâ õèðóð-ãè÷åñêîãî âìåøàòåëüñòâà çàíèìàåò êðóãîâîå âäàâëèâàíèå èëè òàêíàçûâàåìûé öèðêëÿæ � ïåðåòÿãèâàíèå ãëàçà ñèëèêîíîâîé ëåíòîéïî ýêâàòîðó (ðèñ. 2).Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü öèðêëÿæàøèðîêîé ñèëèêîíîâîé ëåíòîé ñ ó÷åòîì îòêëîíåíèÿ �îðìû ãëàçàîò ñ�åðè÷åñêîé. Ñêëåðà ìîäåëèðóåòñÿ êàê òîíêîñòåííàÿ óïðóãàÿèçîòðîïíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ïîñòîÿííîé òîëùèíû h=1 ìì,çàïîëíåííàÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ [4℄.�àññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ. Óïðóãèå ñâîé-ñòâà îáîëî÷êè îïèñûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè �=0.45 � êîý��èöèåíòÏóàññîíà è E=14.3 ÌÏà � ìîäóëü Þíãà [1℄. Íàãðóçêà îò ëåíòû ñî-çäàåòñÿ ïóòåì åå óêîðî÷åíèÿ íà çàäàííóþ âåëè÷èíó �l. Ïðè ýòîì,�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �07-01-00250.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 19 ñåíòÿáðÿ 2006 ã.

 Å.È. Àòðîùåíêî, 2007
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�èñ. 1. Îòñëîéêà ñåò÷àòêè.
÷òîáû èçáåæàòü óâåëè÷åíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ âûøå êðèòè-÷åñêîãî äëÿ ãëàçà çíà÷åíèÿ, óäàëÿåòñÿ æèäêîñòü îáúåìîì �V1.Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ïî ñäâèãîâîé ìîäå-ëè Òèìîøåíêî [7℄. �àçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿâ âèäå, ïðåäëîæåííîì Íîâîæèëîâûì [5℄, â ïðîåêöèÿõ íà îñè äîäå�îðìàöèè è èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì �àëåðêèíà ñ ïðèìåíåíèåìòðèãîíîìåòðè÷åñêîãî áàçèñà.2. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿÂâåäåì íà íåäå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàòf�; 'g: � � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè è îñüþ Oz, ' �óãîë â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó äå�îðìàöèÿ îñåñèì-ìåòðè÷íà, â ðåçóëüòàòå òàêæå ïîëó÷èòñÿ îáîëî÷êà âðàùåíèÿ è âñåðàññìàòðèâàåìûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè òîëüêî óãëà �.
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�èñ. 2. Öèðêëÿæ.Óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèìåò âèär(�; ') = fx(�; '); y(�; '); z(�; ')g;x(�; ') = R0 sin � 
os'p
os2 � + Æ2 sin2 � ;y(�; ') = R0 sin � sin'p
os2 � + Æ2 sin2 � ;z(�; ') = b 
os �p
os2 � + Æ2 sin2 � ;ãäå a; b � ïîëóîñè ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ. R0 = a2b � îáîáùåííûéðàäèóñ, Æ = ab � ïîêàçàòåëü îòêëîíåíèÿ �îðìû îáîëî÷êè îò ñ�å-ðè÷åñêîé, ïðè÷åì ïðè Æ < 1 � âûòÿíóòûé ýëëèïñîèä, ïðè Æ > 1 �ñïëþùåííûé è ïðè Æ = 1 � ñ�åðà.Êîý��èöèåíòû Ëàìå äëÿ íåäå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè:A = �����r�� ���� = R0p
os2 � + Æ2 sin2 � 3 ;B = ���� �r�' ���� = R0 sin �p
os2 � + Æ2 sin2 � ; (1)



32 Å.È. Àòðîùåíêîêðèâèçíû:R1 = A, �1 = 1R1 = p
os2 � + Æ2 sin2 � 3R0 ,R2 = Bsin � ; �2 = 1R2 = p
os2 � + Æ2 sin2 �R0 :Ââåäåì ìåñòíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò:e1 = 1A �r�� = f
os � 
os'; 
os� sin'; sin �g;e2 = 1B �r�' = f� sin'; 
os'; 0g;e3 = e1 � e2 = f� sin � 
os';� sin � sin'; 
os �g:�àäèóñ-âåêòîð ïîâåðõíîñòè ïîñëå äå�îðìàöèè:r� = r + U;ãäå ïåðåìåùåíèå U âûðàæàåòñÿ â ïðîåêöèÿõ íà îðòû e1 è e3 [3℄:U = u(�)e1 + w(�)e3:1A �r��� = (1 + "1)e1 + !1e2 � 
1e3;"1 = u0A � wR1 = u0 � wA ; 
1 = �w0A � uR1 = �w0 + uA ;!1 = 0; "11 = "1 + 12 �"21 + 
21� ;1B �r��' = !2e1 + (1 + "2)e2 � 
2e3;"2 = B uAB � wR2 = u 
os � � w sin �B ; !2 = 0; 
2 = 0;"22 = "1 + 12"22:



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîòèâîîòñëîå÷íûõ îïåðàöèé â î�òàëüìîëîãèè 33Îðòû ìåñòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîñëå äå�îðìàöèè ïðèìóòâèä [3℄:e�1 = (1 + "1)e1 � 
1e3; e�2 = (1 + "2)e2; e�3 = e3 + 
1e1:Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óñèëèé è ìîìåíòîâ ïðèìåì â âèäå [7℄:T1 = E h1� �2 ("11 + �"22); T2 = E h1� �2 (�"11 + "22);M1 = E h312(1� �2) (�1 + ��2); M2 = E h312(1� �2) (��1 + �2);ãäå äå�îðìàöèè èçãèáà �1, �2, ñîãëàñíî ìîäåëè Òèìîøåíêî, âûðà-æàþòñÿ ÷åðåç íåèçâåñòíûé óãîë ñäâèãà 
 [2℄:�1 = � 1A
0; �2 = � B0AB = �
 
os �B :Ïåðåðåçûâàþùåå óñèëèå [2℄:N = 56GhÆ1; Æ1 = 
 � 
1;ãäå G = E2(1 + �) � ìîäóëü ñäâèãà.�àçðåøàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ çàïèøåì â ïðîåê-öèÿõ íà îñè äî äå�îðìàöèè [6℄:(B T1)0 � T2B0 +AB k1N = 0;(BN)0 +AB(�k1T1 � k2T2 �Q) = 0;(BM1)0 �M2B0 �ABN = 0; (2)ãäå �óíêöèÿ íàãðóçêè Q = Q(�) = p0 � q(�),q(�) = � q0f(�); �1 6 � 6 � � �10; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.ïðè÷åì q0 = Eshsa �ll = Eshs�l2�a2 � àìïëèòóäà íàãðóçêè, à f(�) =12 �1� 
os�2�(� � �1)� � 2�1 �� � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè, óäî-âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿìf(�1) = f(� � �1) = 0; f ��2� = 1; f 0(�1) = f 0(� � �1) = 0:



34 Å.È. ÀòðîùåíêîÇäåñü p0 = 15 ìì ðò.ñò. � íà÷àëüíîå âíóòðåíåå äàâëåíèå, �l �óêîðî÷åíèå ëåíòû, Es = 1.9 ÌÏà, hs = 0.5 ìì � ìîäóëü Þíãàè òîëùèíà ëåíòû, �1 � óãîë îáõâàòà îáîëî÷êè ëåíòîé, êîòîðûéíàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z(�1) = H2 , H = 9 ìì � øèðèíàëåíòû, ()0 � ïðîèçâîäíàÿ ïî óãëó �.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïåðåìåùåíèé w(�), u(�) è óãëà ñäâèãà 
.�åøåíèÿ ñèñòåìû èùóòñÿ ââèäó ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëíîé îðòîãî-íàëüíîé ñèñòåìå N �óíêöèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî ðàññìàò-ðèâàòü çàäà÷ó íà îòðåçêå � 2 [0; �℄, èñïîëüçóåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷å-ñêèé áàçèñ ñ ÷åòíûìè êîý��èöèåíòàìè:g = f1; sin 2�; 
os 2�; sin 4�; 
os 4�; : : : sin 2n�; 
os 2n�g;w(�) = NXk=1 �kgk; u(�) = NXk=1 �kgk; 
(�) = NXk=1 �kgk:Äàííûå ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ â ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó(2) ñ ïîñëåäóþùèì äîìíîæåíèåì óðàâíåíèé íà êàæäóþ áàçèñíóþ�óíêöèþ, ãðóïïèðîâêîé ïî íåèçâåñòíûì f�k; �k; �kg è ÷èñëåííûìèíòåãðèðîâàíèåì êàæäîãî êîý��èöèåíòà.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 3N óðàâíå-íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ 3N íåèçâåñòíûõ.3. Îïðåäåëåíèå èçìåíåíèÿ îáúåìà îáîëî÷êèÄëÿ îïðåäåëåíèÿ îáúåìà äå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè âîñ-ïîëüçóåìñÿ �îðìóëîéV � = 13 ZS� (x� 
os\(e�3; x) + y� 
os\(e�3; y) + z� 
os\(e�3; z))dS�;dS� = A�B�d�d';ãäå A�, B� � êîý��èöèåíòû Ëàìå äå�îðìèðîâàííîé ïîâåõíîñòè,êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ (1), e�3 � íîðìàëüäå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, �V2 = V � � V0 < 0 � èçìåíåíèå



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîòèâîîòñëîå÷íûõ îïåðàöèé â î�òàëüìîëîãèè 35îáúåìà çà ñ÷åò öèðêëÿæà, V0 = 43�a2b � íà÷àëüíûé îáúåì ýëëèï-ñîèäà.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ, êàêîìó èçìåíåíèþ äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåòäàííîå èçìåíåíèå îáúåìà, èññëåäóåì çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ îáúå-ìà ýëëèïñîèäà ïîä äåéñòâèåì òîëüêî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ �V3 =�V3(p).Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåìÆW = ÆA;ãäå âàðèàöèÿ ýíåðãèè [3℄:ÆW = ZS (T01"1 + T02"2)AB dS: (3)Âàðèàöèÿ ðàáîòû: ÆA = p�V3:Èç ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè óñèëèé T01, T02 îò äå�îðìàöèé "1, "2:T01 = E h1� �2 ("1 + �"2); T02 = E h1� �2 (�"1 + "2)âûðàçèì "1, "2 êàê �óíêöèè óñèëèé T01, T02 è ïîäñòàâèì â �îðìóëóäëÿ âàðèàöèè ýíåðãèè (3).Ïðè ýòîì óñèëèÿ âûðàæàþòñÿ ïî �îðìóëàì [7℄:T01 = pR22 ; T02 = pR22 �2� R2R1� :Ïîñëå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñè-ìîñòü: �V3(p) = C p;ãäå êîíñòàíòà C > 0 îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðà-ìåòðàìè ýëëèïñîèäà.Ïîñëå çàâåðøåíèÿ òðåõ ýòàïîâ � óäàëåíèÿ æèäêîñòè (�V1 > 0),öèðêëÿæà (�V2 < 0) è äåéñòâèÿ íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ (�V3 >0) � äëÿ îïðåäåëåíèÿ èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ



36 Å.È. Àòðîùåíêîóñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî ñóììàðíîå èçìåíåíèå îáúåìà îáîëî÷êè ðàâíî íóëþ:�V1 +�V2 +�V3 = 0: (4)Òàê êàê �óíêöèÿ �V3 ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé äàâëåíèÿ, òî èç ñîîòíî-øåíèÿ (4) ñëåäóåò: p = p0 � �V1 +�V2C :Äàííîå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå äàâëåíèå âîç-ðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè è óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèèîáúåìà óäàëÿåìîé æèäêîñòè.4. Çàêëþ÷åíèåÂ òàáë. 1, 2 è 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ (ïðîãèáû íàïîëþñå è ïîä ëåíòîé è ðåçóëüòèðóþùåå äàâëåíèå) äëÿ òðåõ âèäîâýëëèïñîèäîâ îäèíàêîâîãî îáúåìà.Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûòÿíóòûé ýëëèïñîèä, a = 10:95 ìì,b = 14:4 ìì (Æ = 0:76)�l(ìì) �V1 (ìì3) w(0) (ìì) w(�=2) (ìì) p (ìì ðò. ñò.)12 0 0.027 � 0.074 31.4618 0 0.041 � 0.115 44.2324 0 0.056 � 0.156 56.1030 0 0.072 � 0.197 67.0730 30 0.072 � 0.197 24.53Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ñ�åðà, a = b = 12 ìì (Æ = 1)�l(ìì) �V1 (ìì3) w(0) (ìì) w(�=2) (ìì) p (ìì ðò. ñò.)12 0 0.039 � 0.073 29.9418 0 0.057 � 0.112 40.8424 0 0.076 � 0.151 50.4730 0 0.094 � 0.190 59.02



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîòèâîîòñëîå÷íûõ îïåðàöèé â î�òàëüìîëîãèè 37Òàáëèöà 3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ñïëþùåííûé ýëëèïñîèä, a = 12:4 ìì,b = 11:23 ìì (Æ = 1:1)�l(ìì) �V1 (ìì3) w(0) (ìì) w(�=2) (ìì) p (ìì. ðò. ñò.)12 0 0.048 � 0.073 27.4418 0 0.068 � -0.111 36.3724 0 0.088 � 0.149 44.0630 0 0.108 � 0.187 50.50Êàê âèäíî èç òàáë. 1, ê óêîðî÷åíèþ íèòè íà 30 ìì ìîæíî äî-áàâèòü îòêà÷êó íåêîòîðîãî îáúåìà æèäêîñòè, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõäàâëåíèå îñòàåòñÿ â ïðåäåëàõ íîðìû. Íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíûìè êóâåëè÷åíèþ äàâëåíèÿ ïðè îäèíàêîâîé íàãðóçêå îêàçàëèñü âûòÿíó-òûå ýëëèïñîèäû, íàèìåíåå ÷óâñòâèòåëüíûìè � ñïëþùåííûå, ñ�åðàçàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå.
�èñ. 3. Ïðîãèáû ýëëèïòè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè öèðêëÿæå.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè u(�); w(�); 
(�). Ôóíêöèèu(�); 
(�) íå÷åòíûå, îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ïîëþñàõ è ïîä ëåíòîé,÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ñèììåòðè÷íîñòüþ äå�îðìàöèé. Ôóíêöèÿ w(�) äî-ñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ íà ýêâàòîðå, ãäå íà-ãðóçêà îò ëåíòû ìàêñèìàëüíà, è ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíîé íà ïî-ëþñàõ.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïðîãèáà w(�) äëÿ ðàçëè÷-íûõ óêîðî÷åíèé íèòè. Íàáëþäàåòñÿ î÷åâèäíàÿ çàêîíîìåðíîñòü: ñ



38 Å.È. Àòðîùåíêî
�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà îò óêîðî÷åíèÿ íèòè.

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà îò òèïà ýëëèïñîèäà.ðîñòîì íàãðóçêè (��l) óâåëè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèå ïðîãèáà ïîä ëåí-òîé è íà ïîëþñàõ.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïðîãèáà äëÿ òðåõ âèäîâýëëèïñîèäîâ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, 4, 5 è òàáë. 1, 2, 3 íàèáîëåå÷óâñòâèòåëüíûìè ê ïðîãèáàì íà ýêâàòîðå îêàçûâàþòñÿ âûòÿíóòûåýëëèïñîèäû è ñ�åðà, ê ïðîãèáàì íà ïîëþñàõ � íàîáîðîò, ñïëþùåí-íûå ýëëèïñîèäû.Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíî èçìåíåíèå �îðìû, îáúåìà è äàâëå-íèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ýëëèïñîèäîâ.



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîòèâîîòñëîå÷íûõ îïåðàöèé â î�òàëüìîëîãèè 39Ëèòåðàòóðà1. Áàóýð Ñ.Ì., Çèìèí Á.À., Òîâñòèê Ï.Å. Ïðîñòåéøèå ìîäåëè òåîðèè îáî-ëî÷åê è ïëàñòèí â î�òàëüìîëîãè.ÑÏá.:Èçä-âî ÑÏá�Ó, 2000.2. Òîâñòèê Ï.Å. Ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè â óðàâíåíèÿõ ñèëüíîãî èçãèáàòîíêèõ îáîëî÷åê // Âåñòí. Ñ.Ïåòåðá.óí-òà. 2001. Âûï.9. Ñ. 73-82.3. Òîâñòèê Ï.Å. Óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ îáîëî÷åê. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.Ì.:Íàóêà, 1995. 320 ñ.4. Ñòàðêîâ �.Ë. Ïàòîëîãèÿ ñòåêëîâèäíîãî òåëà. Ì.:Ìåäèöèíà, 1967.5. Íîâîæèëîâ Â.Â. Òåîðèÿ òîíêèõ îáîëî÷åê. Ë.: Ñóäïðîìãèç, 1951.6. Ìèøèíà Ý.Í., Ïòèöèíà �.�. Äå�îðìàöèÿ ýëëèïòè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðèîïîÿñûâàþùåé íàãðóçêå // Âåñòí.Ñ.Ïåòåðá. óí-òà. Âûï.1, 2004. Ñ.96-1027. Òèìîøåíêî Ñ.Ï., Âîéíîâñêèé-Êðèãåð Ñ. Ïëàñòèíû è îáîëî÷êè. Ìîñêâà.1963.



ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊÍÀ ÓÏ�Ó�ÎÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈÞ.È. Äóìèíà�àññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íàóïðóãîì îñíîâàíèè ñ ðàçëè÷íîé �îðìîé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, íàõî-äÿùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè-÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê Êèðõãî�à�Ëÿâà.1. ÂâåäåíèåÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òîíêèõ ïîëîãèõ îáî-ëî÷åê ïîä äåéñòâèåì áåçìîìåíòíûõ óñèëèé â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèìå-íèì òàê íàçûâàåìûé ëîêàëüíûé ïîäõîä. Ïðè ëîêàëüíîì ïîäõîäåðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåí-òàìè è ïðîãèá îòûñêèâàåòñÿ â âèäå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîéw(x; y) = w0 sin(p0x) sin(q0y) (1)(èëè ïåðèîäè÷åñêîé) �óíêöèè ([2℄ è [3℄). Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêàîïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ çà-äà÷è ïî âîëíîâûì ÷èñëàì p0 è q0, îïðåäåëÿþùèì �îðìó ïðîãèáà.Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå.Ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ïîòåðåóñòîé÷èâîñòè òîíêèõ îáîëî÷åê ïî ìîäåëè Êèðõãî�à�Ëÿâà îïèñû-âàåòñÿ â êíèãå [3℄, ïîìèìî ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ è âîïðîñû, êîãäàëîêàëüíûé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ íå ïðèìåíèì. Â ñòàòüå [1℄ ðåøàþòñÿçàäà÷è î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òîíêèõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê è ïëàñòèííà óïðóãîì îñíîâàíèè.Ëîêàëüíûé ïîäõîä äàåò ïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ ïðè ðåøåíèèìíîãèõ çàäà÷ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóç-êà �0, îïðåäåëåííàÿ ïðè ëîêàëüíîì ïîäõîäå, ñëóæèò õîðîøèì ïðè-áëèæåíèåì äëÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè �, êîòîðîå�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �07-01-00250.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 3 îêòÿáðÿ 2006 ã.

 Þ.È. Äóìèíà, 2007



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íà óïðóãîì îñíîâàíèè 41â ðÿäå çàäà÷ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãîðÿäà � = �0 + ��1 + � � � ; � 'ph�; h� = hRïî ïàðàìåòðó òîíêîñòåííîñòè �. Çäåñü h � òîëùèíà îáîëî÷êè, R >0 � õàðàêòåðíûé ðàäèóñ êðèâèçíû.Ëîêàëüíûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè àíàëèçå óñòîé-÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè îñåâîì ñæàòèè. Äëÿ öèëèí-äðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëå-íèÿ ëîêàëüíûé ïîäõîä íå ïðèìåíèì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ëîêàëüíîìïîäõîäå ïîëó÷àåì �0 = 0, à �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîñòè-ðàåòñÿ îò îäíîãî êðàÿ îáîëî÷êè äî äðóãîãî, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîéíåîáõîäèìîñòü óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.2. Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîãîé îáîëî÷êèíà óïðóãîì îñíîâàíèèÏðè íàëè÷èè îñíîâàíèÿ ëîêàëüíûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé èãíî-ðèðîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèìûì â ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî æåñòêîñòü îñíîâàíèÿ íå ñëèøêîì ìàëà.Îñíîâàíèå è îáîëî÷êó ñ÷èòàåì îäíîðîäíûìè è èçîòðîïíûìè ñóïðóãèìè ïàðàìåòðàìè (ìîäóëü Þíãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà)E0, �0 è E, � ñîîòâåòñòâåííî.Íà îáîëî÷êó äåéñòâóþò áåçìîìåíòíûå íà÷àëüíûå óñèëèÿT 01 , T 02 , S0. Ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ â îñíîâàíèè îò-ñóòñòâóþò, à îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ â æåñòêîì êîíòàêòå ñ îñíîâàíèåì.Èñõîäèì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëîãèõ îáîëî÷åê�D��w +�Tw +�R�+ p = 0; (Eh)�1���+�Rw = 0; (2)ãäå � � �óíêöèÿ óñèëèé, D = Eh312(1� �2) � æåñòêîñòü îáîëî÷êè,p � ðåàêöèÿ îñíîâàíèÿ.



42 Þ.È. ÄóìèíàÁåçìîìåíòíûå íà÷àëüíûå óñèëèÿ ïîÿâëÿþòñÿ â �îðìóëàõ�w = �2w�x2 + �2w�y2 ; �Rw = 1R2 �2w�x2 + 1R1 �2w�y2 ;�Tw = T 01 �2w�x2 + 2S0 �2w�x�y + T 02 �2w�y2 :Çäåñü R1, R2 � ðàäèóñû êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáî-ëî÷êè. Íàãðóæåíèå ñ÷èòàåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñ ïàðàìåòðîìíàãðóæåíèÿ � > 0, êîòîðûé ââîäèì ïî �îðìóëàì�T 01 ; T 02 ; S0	 = �� ft1; t2; t3g ;ãäå âåëè÷èíû ti ñ÷èòàåì áåçðàçìåðíûìè è èìåþùèìè ïîðÿäîê åäè-íèöû.Ïðè ëîêàëüíîì ïîäõîäå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) èùåì â âèäåw(x; y) = w0eiz; �(x; y) = �0eiz; z = (px+ qy)=R: (3)Ñîãëàñíî [2℄ ðåàêöèÿ îñíîâàíèÿ äëÿ ïðîãèáà âèäà (3) ñëåäóþ-ùàÿ: p = �E0akw;ãäå k =pp2 + q2; a = 2(1� �0)(1 + �0)(3� 4�0) :Ïîñëå ïîäñòàíîâîêè (3) â (2) ïîëó÷àåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ� = �Eh êàê �óíêöèþ âîëíîâûõ ÷èñåë â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåí-íûõ [2℄: �= �Eh=f(k; ')= �4k4 + e��2k + fR(')k2fT (') ; (4)ãäå fT (') = t1 
os2 '+ 2t3 sin' 
os'+ t2 sin2 ';fR(') = (�2 
os2 '+ �1 sin2 ')2; (5)p = k 
os'; q = k sin'; �1 = RR1 ; �2 = RR2 ;



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íà óïðóãîì îñíîâàíèè 43�4= h212(1� �2)R2 ; e= E0aEp12(1� �2) :Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå � = �� ïîëó÷àåì ïîñëå ìèíèìèçàöèè �ïî âîëíîâûì ÷èñëàì p è q èëè�� = mink;' (+)f(k; ') = f(k�; '�); (6)ãäå çíà÷îê (+) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî èùåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé ìèíè-ìóì, à çâåçäî÷êîé îòìå÷àåì êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ âåëè÷èí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû ti òàêîâû, ÷òî ïðèíåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ óãëà ' áóäåò fT > 0, ò.å. ñóùåñòâóþò íà-ïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ äåéñòâóþò ñæèìàþùèå íà÷àëüíûå óñèëèÿ.Òîãäà ìèíèìóì â (6) èùåòñÿ ïî òåì ', äëÿ êîòîðûõ fT > 0. Ôóíê-öèÿ f(k; ') ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð òîíêîñòåííîñòè � è ìàëûéïàðàìåòð îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ e.Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ëîêàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îãðàíè÷åíàäâóìÿ íåðàâåíñòâàìè: äëèíà âîëíû ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè L =�R=k äîëæíà áûòü ñóùåñòâåííî áîëüøå òîëùèíû îáîëî÷êè h èìåíüøå åå ðàäèóñà êðèâèçíû R èëè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ:�2 � k�1 � 1:Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàêðåïëåíèå êðàåâ íå ÿâëÿåòñÿ ñëà-áûì, èáî òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî âëè-ÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåñóùåñòâåííî.Ïîëàãàÿ â �îðìóëàõ (4)� = f(k; ') = �2g(r; '); k = r��1; e = 2�3!;ïðèâîäèì �óíêöèþ f ê âèäó, ñîäåðæàùåìó îäèí ñîâìåùåííûé ïà-ðàìåòð !: g(r; '; !) = r4 + 2!r + fR(')r2fT (') :



44 Þ.È. Äóìèíà3. Óñòîé÷èâîñòü áåçìîìåíòíîãî íàïðÿæåííîãîñîñòîÿíèÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèíà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè âíåøíåì äàâëåíèè èîñåâîì ñæàòèè3.1. Óñòîé÷èâîñòü êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèïðè îòñóòñòâèè îñíîâàíèÿÍàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñèëèÿìèT 01 < 0, T 02 = �qR, â îáùåì ñëó÷àå ïðèñóòñòâóåò íà÷àëüíîå óñèëèåñäâèãà S0, ìû æå îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ÷àñòíîãîñëó÷àÿ, êîãäà S0 = 0. �àçìåðû îáîëî÷êè: ðàäèóñ R, äëèíà L1. Ïà-ðàìåòðû îñíîâàíèÿ è îáîëî÷êè E0, �0 è E, � ñîîòâåòñòâåííî ïðåä-ïîëîãàåì ïîñòîÿííûìè. Â ýòîé çàäà÷å�1 = 0; �2 = 1; t3 = 0; 0 6 x 6 l1 = L1R ; 0 6 y 6 2�:Òîãäà èç (5) ïîëó÷àåì:fR(') = 
os4 '; fT (') = t1 
os2 '+ t2 sin2 ';îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîg(r; '; !) = r4 + 2!r + 
os4 'r2(t1 
os2 '+ t2 sin2 ') : (7)Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííóþ â (7) �îðìóëó.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ! = 0. Ïðè îòñóòñòâèè îñíîâàíèÿ ïî-ëó÷àåì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-êè, ðàññìîòðåííóþ â [3℄.3.2. Óñòîé÷èâîñòü êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèíà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè t2 = 1Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ! 6= 0. Ïóñòü ñíà÷àëà ñóùå-ñòâóåò îñîáûé óãîë ' = '�, ïðè êîòîðîì g(r; '; !) ïðèíèìàåò ìèíè-ìàëüíîå çíà÷åíèå. Ïðîâåäåì ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿäâà ñëó÷àÿ.



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íà óïðóãîì îñíîâàíèè 45Ïîëàãàÿ äëÿ íà÷àëà t2 = 1, áóäåì èñêàòü çíà÷åíèÿ t1. Ïîëó-÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðè ! = 0:2, ! = 1 è ! = 5 ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 1.
�èñ. 1. Îñîáûé óãîë äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà óïðó-ãîì îñíîâàíèè ïðè ïîñòîÿííîì âíåøíåì äàâëåíèè è ïåðåìåííîì îñåâîìñæàòèè.Âèäíî, ÷òî óãîë ' ñ ðîñòîì t1 ìåíÿåòñÿ îò �2 äî 0, ÷òî ñâÿçàíîñ èçìåíåíèåì äëèí âîëí â îêðóæíîì è ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèÿõ.Íàéäåì òåïåðü çàâèñèìîñòü r = �k = �pp2 + q2 îò t1. Çíà÷å-íèå r ìû áóäåì áðàòü òàêîå, ïðè êîòîðîì �óíêöèÿ g(r; '; !) áóäåòïðèíèìàòü ìèíèìàëüíîå çàíà÷åíèå (ðèñ. 2).
�èñ. 2. Âîëíîâîå ÷èñëî äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà óïðó-ãîì îñíîâàíèè ïðè ïîñòîÿííîì âíåøíåì äàâëåíèè è ïåðåìåííîì îñåâîìñæàòèè.Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ' è r äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ! èçìåíÿþòñÿ



46 Þ.È. Äóìèíàíà ðàçíûõ èíòåðâàëàõ ïî îñè t1. Ïðè÷åì çà ïðåäåëàìè ýòèõ èíòåð-âàëîâ çíà÷åíèÿ ' è r îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. ×åì áîëüøå !, òåìáûñòðåå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ê ìèíè-ìàëüíîìó ó ' è îò ìèíèìàëüíîãî ê ìàêñèìàëüíîìó ó r.Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîèì ãðà�èêè ìèíè-ìàëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè g (ðèñ. 3).
�èñ. 3. Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè íà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè ïîñòîÿííîì âíåøíåì äàâëåíèè è ïå-ðåìåííîì îñåâîì ñæàòèè.Ïðè t1 6 1 êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà g íå çàâèñèò îò îñåâîãî ïà-ðàìåòðà íàãðóæåíèÿ. Âìÿòèíû îáðàçóþòñÿ îò êðàÿ äî êðàÿ âäîëüîáðàçóþùèõ (ðèñ. 4, a).
�èñ. 4. Ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè íà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè ïîñòîÿííîì âíåøíåì äàâëåíèè è ïåðå-ìåííîì îñåâîì ñæàòèè.



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íà óïðóãîì îñíîâàíèè 47Ñ ðîñòîì t1 çàâèñèìîñòü g îò t1 íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ. Âìÿòèíûíà÷èíàþò ìåíÿòü ñâîþ �îðìó (ðèñ. 4, b), â èòîãå îíè ñòàíóò êîëü-öåâûìè (ðèñ. 4, 
) (ïðè t1 � t2). ×òî ïðèâåäåò ê òàê íàçûâàåìîéîñåñèììåòðè÷íîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. ×åì áîëüøå !, òåì áûñò-ðåå ïðîèñõîäèò ýòîò ïåðåõîä. ×åì áîëüøå !, òåì áîëüøå çíà÷åíèåêðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Ñòðåëêàìè íà ðèñ. 4 îáîçíà÷åíû ïåðåõîäû�îðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñ âîçðàñòàíèåì âåëè÷èíû t1.3.3. Óñòîé÷èâîñòü êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèíà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè t1 = 1Òåïåðü ïîëîæèì t1 = 1 è àíàëîãè÷íî ï. 3.2 âû÷èñëèì çíà÷å-íèå t2 (ðèñ. 5).
�èñ. 5. Îñîáûé óãîë äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà óïðó-ãîì îñíîâàíèè ïðè ïîñòîÿííîì âíåøíåì äàâëåíèè è ïåðåìåííîì îñåâîìñæàòèè.Ïîñòðîèì ãðà�èê çàâèñèìîñòè âîëíîâîãî ÷èñëà r îò êîëüöåâîãîïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ t2 (ðèñ. 6).Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê äëÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Â îò-ëè÷èå îò ï. 3.2 â äàííîì ñëó÷àå �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïåðå-õîäÿò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Èç ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî ïðè îòðèöà-òåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîëüöåâûì íàïðÿ-æåíèÿì, êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà íå çàâèñèò îò íåãî. À ïðè ïîëîæè-òåëüíûõ t2 âñå çàâèñèò îò âåëè÷èíû !. Ñ âîçðàñòàíèåì ! óâèëè÷è-âàåòñÿ èíòåðâàë, íà êîòîðîì êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà íå çàâèñèò îòïàðàìåòðà t2.



48 Þ.È. Äóìèíà
�èñ. 6. Âîëíîâîå ÷èñëî äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà óïðó-ãîì îñíîâàíèè ïðè ïåðåìåííîì âíåøíåì äàâëåíèè è ïîñòîÿííîì îñåâîìñæàòèè.
�èñ. 7. Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè íà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè ïåðåìåííîì âíåøíåì äàâëåíèè èïîñòîÿííîì îñåâîì ñæàòèè.4. Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè òîíêîéîáîëî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà óïðóãîì îñíîâàíèè. Îáñóæäàåòñÿ âîç-ìîæíîñòü ïðèìåíèìîñòè ëîêàëüíîãî ïîäõîäà ê çàäà÷àì óñòîé÷èâî-ñòè òîíêèõ îáîëî÷åê. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì ïðèíöèïîì ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ èãíîðèðóþòñÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîíêàÿ êðóãîâàÿ öèëèí-äðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà íà óïðóãîì îñíîâàíèè ïîä äåéñòâèåì îñåâîãîñæàòèÿ è âíåøíåãî äàâëåíèÿ. Â ðàáîòå äëÿ äàííîé ìîäåëè îáîëî÷-



Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íà óïðóãîì îñíîâàíèè 49êè ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé îñîáîãî óãëà, âîëíîâîãî ÷èñëà èêðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îò ïàðàìåòðà óïðóãîãî îñíîâàíèÿ è ñïîñîáàíàãðóæåíèÿ.Àâòîð áëàãîäàðåí ïðî�. Ï.Å. Òîñòèêó çà ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèéïî ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå è À.Ë. Ñìèðíîâó çà ïîìîùü ïðè ïîäãî-òîâêå ñòàòüè ê ïå÷àòè.Ëèòåðàòóðà1. Áàóýð Ñ.Ì., Ñìèðíîâ À.Ë., Òîâñòèê Ï.Å., Ôèëèïïîâ Ñ.Á. Àñèìïòîòè÷å-ñêèå ìåòîäû â ìåõàíèêå òîíêîñòåííûõ êîíòðóêöèé. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 1995.188 ñ.2. Òîâñòèê Ï.Å. Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïëàñòèí è îáîëî÷åê íà óïðóãîìîñíîâàíèè // Èçâ. ÀÍ. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 2005. �1. C. 147�160.3. Òîâñòèê Ï.Å. Óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ îáîëî÷åê. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.Ì.: Íàóêà, Ôèçìàòëèò, 1995. 320 ñ.



ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÎÏÛÒÛ �ÀÑ×ÅÒÀ Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ�ÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ(íà ãðàíè �îëà)Å.Ô. ÆèãàëêîÂ ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàñ-÷¼òå äâóõ ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ �òå÷åíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî ïëàñòèíîé, ïðèâåäåííîé èìïóëüñèâíî â äâè-æåíèå è ñâåðõçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ òåëà ñ äåòåðìèíèðîâàííûì îòðûâîì.Ïðèìåíåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà òèïà �êðóïíûõ ÷àñòåé�, íå îáåñïå÷èâàþùàÿâ ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ.Íàøåìó ñåìèíàðó, îñîáåííî ìîëîäûì ó÷àñòíèêàì, ïðåäñòàâëÿþäâà â ðàçíîé ìåðå èçâåñòíûõ ïðèìåðà ðàñ÷¼òà íåîäíîðîäíûõ ãà-çîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïî ÷èñëåííûì ñõåìàì, íå îáåñïå÷èâàþ-ùèì ðàâíîìåðíîñòü àïïðîêñèìàöèè. �åçóëüòàòû ýòèõ îïûòîâ íåáåñ-ïîëåçíû, íî òðåáóþò êâàëè�èöèðîâàííîãî ïîäõîäà è îñìûñëåíèÿ,âñëåäñòâèå íå÷¼òêîé îáîñíîâàííîñòè.Â ïåðâîì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå ãà-çà, èìïóëüñèâíî ïðèâåäåííîãî â ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå îêîëî ïëîñ-êîé ñòåíêè (îáîáùåíèå ïåðâîé çàäà÷è Ñòîêñà) [1℄. Ýòà çàäà÷à èìååòïðîñòîå �îðìàëüíîå îïèñàíèå è äîïóñêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøå-íèå. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî y � íîðìàëüíî ê ñòåíêå, äâèæåíèå èíèöè-èðîâàíî âäîëü x, Pr = 1 è ïàðàìåòðû ïîñòîÿííû íà y = 
onst, òîâûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíû îáùå-ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ [1℄)���t + �(�v)�y = 0;���u�t + v �u�y� = ��xy�y ;�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �07-08-00529.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 31 îêòÿáðÿ 2006 ã.

 Å.Ô. Æèãàëêî, 2007



Íåêîòîðûå îïûòû ðàñ÷¼òà êðèòè÷åñêèõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ 51���v�t + v �v�y� = ��p�y + ��y�y ;���e�t + v �e�y� = �p�v�y + �q�y + �xy �u�y + �y �v�y ;p = ({ � 1)�e; �e1 = e�1;�xy = ��u�y ; �y = 43��v�y ; q = ��T�y ;ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâè-ÿìè: y = 0 : u(t) = v(t) = 0; �T�y = 0:y !1 : u(y; t) = u1; v(y; t) = 0; e(y; t) = e1; �(y; t) = �1:t = 0 : u(y; 0) = u1; v(y; 0) = 0; e(y; 0) = e1; �(y; 0) = �1:Äîñòàòî÷íî ÿñíî âèäíà ñõåìà, ïî êîòîðîé ðàçâèâàåòñÿ èíäóöè-ðîâàííîå ñòåíêîé òå÷åíèå. Ñëîé ó ñòåíêè, â êîòîðîì ïðîèñõîäèòäèññèïàöèÿ èìïóëüñà, ïðîèçâîäèò ïîðøíåâîå äåéñòâèå íà ãàç è ïîíåìó îò ñòåíêè îòõîäèò âîëíà ñæàòèÿ, ïî÷òè ñðàçó î�îðìëÿþùàÿñÿâ ñêà÷îê óïëîòíåíèÿ, çàòåì îñëàáåâàþùàÿ äî íóëåâîé àìïëèòóäû.Ïîñêîëüêó îáëàñòü èíäóöèðîâàííîãî òå÷åíèÿ ïðîñòèðàåòñÿ òîëüêîäî �ðîíòà ýòîé âîëíû, òî óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî ñíîñèòüíà �ðîíò.Â ðàñ÷¼òàõ, ïðîâåä¼ííûõ âìåñòå ñ Å.Ê. Ñòåêëÿííèêîâîé [2℄, ïðè-ìåíåí ìåòîä òèïà êðóïíûõ ÷àñòèö, â êîòîðîì îñóùåñòâëÿþò ðàñ-ùåïëåíèå ïî �èçè÷åñêèì �àêòîðàì.Íà ïåðâîì øàãå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ý��åêò ñèë (âêëþ÷àÿ äåéñòâèåêîìïîíåíòîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé è òåïëîïðîâîäíîñòü), çàòåì � èç-ìåíåíèå ñêîðîñòè è íà ïîñëåäíåì � êîíâåêöèÿ. Óâåðåííîñòü â ðå-çóëüòàòàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííà, ïîñêîëüêó â íåì êîì-áèíèðóþòñÿ åñòåñòâåííàÿ è ïëîõî îïðåäåëÿåìàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿäèññèïàöèè. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íå îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåð-íóþ àïïðîêñèìàöèþ âñëåäñòâèå îñîáåííîñòåé íà÷àëüíîé �àçû èäðóãèõ ãðàäèåíòíûõ çîí ñèìóëèðóåìîãî ïðîöåññà. Â [2℄ áûëè ñäå-ëàíû âûâîäû î êà÷åñòâå ðàñ÷¼òà íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ åãî äàííûõ



52 Å.Ô. Æèãàëêîñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ýòè âûâîäû ïðèìåíèìû â ñ�åðå ïðè-ãîäíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ:1Re ; M2pRe ; M3pRe � 1; (1)è íå êàæóòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè, ïîêà ðå÷ü èäåò î âåëè÷èíàõ, ÿâíîâõîäÿùèõ â ðåøàåìûå óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ.Íàìíîãî áîëåå èíòðèãóþùèì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøå-íèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì, íåîæèäàííûì îò ïðèáëèæ¼ííîãî ïðîäóê-òà ñõåìû ñ íåðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèåé. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíûäàííûå ðàñ÷¼òà óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè â òî÷êàõ ðàçâèâàþ-ùåãîñÿ äèññèïàòèâíîãî ñëîÿ äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà óñëîâèé, íî â�àçàõ, êîãäà óñëîâèÿ (1) åù¼ íå âïîëíå äîñòèãíóòû.Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ äàííûõ íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è íå âõîäèò õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿðàçìåðíîñòü äëèíû, ïîýòîìó òàêóþ ðîëü èãðàåò hy � øàã ïî y, àâðåìÿ îòíåñåíî ê hya1 , M1=10, à ïðè t = t4 Re = 1:65103. Âåëè÷èíàe íà ýòîé äèàãðàììå ïðåäñòàâëåíà â çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé-àðãóìåíòà èäåàëüíîãî àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ:� = Z y0 ��1 dy2p�1t :Ïîðàæàåò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ïîëó÷åííûõ â ðàçíûõ óñëî-âèÿõ, â ÷àñòíîñòè â ñàìûõ ðàííèõ �àçàõ ïðîöåññà, ãðóïïèðóåòñÿîêîëî íåêîòîðîãî îäíîìåðíîãî êîíòèíóóìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-öåññ â ðàñ÷¼òíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì, è ýòî äàæå âóñëîâèÿõ (ðàííèå �àçû), ïðè êîòîðûõ àíàëèòè÷åñêîå àâòîìîäåëü-íîå ðåøåíèå [1℄ íåñïðàâåäëèâî. Óäèâëÿåò íå òî, ÷òî e(�) â ðàííåé�àçå, ïðè ãëóáîêîé èíòåð�åðåíöèè âîëíîâûõ è äèññèïàòèâíûõ ý�-�åêòîâ, áëèçêà ê àâòîìîäåëüíîé çàâèñèìîñòè, à òî, ÷òî ãðóáûé ðàñ-÷¼ò â ñîñòîÿíèè óêàçàòü íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî.Âî âòîðîì ïðèìåðå ðàññìîòðèì ðàñ÷¼ò òå÷åíèÿ â êîìïàêòíîéñðûâíîé çîíå. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü îáòåêàíèåãàçîì îñåñèììåòðè÷íîé êîìïîíîâêè äèñê � ïîëóáåñêîíå÷íûé öè-ëèíäð. Â øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ ýòî îáòåêàíèå ïðèíèìàåò
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Óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ â òî÷êàõ ðàçâèâàþùåãîñÿäèññèïàòèâíîãî ñëîÿ.ñëåäóþùóþ �îðìó. �àç, îáòåêàþùèé íàâåòðåííóþ ñòîðîíó äèñêà, âîêðåñòíîñòè êðîìêè ñðûâàåòñÿ è òå÷åò äàëüøå â òðóáêå òîêà, èíòåð-ïðåòèðóåìîé â èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè êàê �ðàçäåëÿþùàÿ ëèíèÿòîêà�. Ôèëîñî�èÿ ðàçäåëÿþùåé ëèíèè òîêà î÷åíü ñëîæíà. Ýòîòîáúåêò �àêòè÷åñêè íå ñóùåñòâóåò, è áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé ìîäå-ëüþ ÿâëÿåòñÿ çîíà âåñüìà íåîäíîðîäíîãî òå÷åíèÿ � ñëîé ñìåøåíèÿ,ãäå ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò äèññèïàöèÿ. Â ñëîå ñìåøåíèÿêîíòàêòèðóþò, îáìåíèâàÿñü ìàññîé, âíåøíèé ïîòîê è òå÷åíèå â îá-ëàñòè ìåæäó äèñêîì è òîðöîì öèëèíäðà. Ñëîé ñìåøåíèÿ ïðîñòèðà-åòñÿ äî îêðåñòíîñòè êðîìêè öèëèíäðà, è ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìèìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî òàêîå îáòåêàíèå êîìïîíîâêè äèñê�öèëèíäðïðîèñõîäèò ñ äåòåðìèíèðîâàííûì îòðûâîì ïîòîêà ó êðàÿ äèñêà è



54 Å.Ô. Æèãàëêîïðèñîåäèíåíèåì ó êðîìêè òîðöà öèëèíäðà.Èçâåñòíû ïðèìåðû ðàñ÷¼òà òàêîãî òå÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåìêîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîäè-íàìèêè, â êîòîðîé ïðåíåáðåãàþò ý��åêòàìè âÿçêîñòè è òåïëîïðî-âîäíîñòè ([3℄�[4℄ è ìíîãèå äðóãèå). Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ìîäåëü íå âñîñòîÿíèè îáåñïå÷èòü ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ â çîíàõ îòðûâàè ïðèñîåäèíåíèÿ, à òàêæå â ñëîå ñìåøåíèÿ è â äðóãèõ ãðàäèåíò-íûõ îáëàñòÿõ. Îäíàêî àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òà è ñîïîñòàâëåíèåñ îïûòîì ãîâîðÿò î òîì, ÷òî êëþ÷åâûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà,òàêèå êàê ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ, ïîëÿ äàâëåíèÿ ïëîòíîñòè è ñêîðî-ñòè òàêàÿ ðàñ÷¼òíàÿ ìîäåëü ïåðåäà¼ò óäîâëåòâîðèòåëüíî. Â óñëî-âèÿõ äåòåðìèíèðîâàííîãî îòðûâà è ïðèñîåäèíåíèÿ, êîãäà âàæíîåçíà÷åíèå (â ðàñ÷¼òå íà óñòàíîâëåíèå) èìååò ñàìà äèññèïàöèÿ, à íåå¼ èíòåíñèâíîñòü, âû÷èñëèòåëüíàÿ âÿçêîñòü ý��åêòèâíî çàìåùàåòåñòåñòâåííóþ.Ëèòåðàòóðà1. Ëîéöèàíñêèé Ë.�. Ëàìèíàðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Ì., 1962. 479 ñ.2.Æèãàëêî Å.Ô., Ñòåêëÿííèêîâà Å.Ê. Îñîáåííîñòè ðàñ÷¼òà òå÷åíèÿ ó ïëà-ñòèíêè, èìïóëüñèâíî ïðèâåäåííîé â ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ìåòîäîì �æèäêîñòüâ ÿ÷åéêàõ� // �àçîäèíàìèêà è òåïëîîáìåí. Âûï. 5. 1977. Ñ. 128�138.3. Áåëîâ È.À., Æèãàëêî Å.Ô. Ïåðåäíÿÿ ñðûâíàÿ çîíà ïðè îáòåêàíèè òóïîãîòåëà (ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü) // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�. 1981, � 2. C. 84�87.4. Æèãàëêî Å.Ô. Ñõåìà ðàñ÷åòà áëèçêîãî ê îñåñèììåòðè÷íîìó òå÷åíèÿ ãà-çà è ñâåðõçâóêîâîå îáòåêàíèå òîðöà öèëèíäðà ïîä íåáîëüøèì óãëîì àòàêè //ÆÂÌèÌÔ. 1986, � 6.



ÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÈÇ�ÈÁÒ�ÀÍÑÂÅ�ÑÀËÜÍÎ-ÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÏËÀÑÒÈÍÑ Ó×ÅÒÎÌ ÝÔÔÅÊÒÀ �ÀÇÍÎÑÎÏ�ÎÒÈÂËßÅÌÎÑÒÈ�.Þ.ÞøèíÕàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ èçãèáà êðóãîâîé ïëàñòèíêè ñ ó÷åòîìðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè ÿâëÿåòñÿíàðóøåíèå ñèììåòðèè ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé ñâåðõó è ñíèçóïëàñòèèíû.1. ÂâåäåíèåÎñîáåííîñòüþ èçãèáà êðóãîâîé ïëàñòèíêè (â îòëè÷èå îò èçãèáàáàëêè) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñòî ïëàñòè÷åñêîãîñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíêè îäíîâðåìåííî ïî âñåé åå ïëîùàäè. �àññìîò-ðèì êðóãîâóþ ïëàñòèíêó ðàäèóñà a èëè êîëüöåâóþ ïëàñòèíêó ðà-äèóñîâ a è b, íàõîäÿùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðîèçâîëüíîé íàãðóçêè p,ðàñïðåäåëåííîé îñåñèììåòðè÷íî. Ïîÿâëåíèå ïëàñòè÷íîñòè è äàëü-íåéøåå åå ðàçâèòèå ñ âîçðàñòàíèåì íàãðóçêè p ïðîèñõîäèò çäåñü òàêæå, êàê è ó ïëàñòèíîê ïðîèçâîëüíîé �îðìû, 
ëåäóÿ [1℄, [2℄, [5℄.Ïðèìåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r; �; z), ïëîñ-êîñòü z = 0 êîòîðîé ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåé ïëîñêîñòüþ ïëàñòèíêè,à îñü z íàïðàâëåíà âíèç; òîëùèíà ïëàñòèíêè îáîçíà÷åíà 2h è ïðåä-ïîëàãàåòñÿ ìàëîé â ñðàâíåíèè ñ åå ðàäèóñîì a.Ïîðÿäîê ðàçíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè èç-ãèáå ïëàñòèíêè, çäåñü íåîäèíàêîâ: êîìïîíåíòû �z è �zr â ïëîñêî-ñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ñðåäíåé ïëîñêîñòè, ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ êîì-ïîíåíòàìè �r è �� â ïëîñêîñòÿõ, íîðìàëüíûõ ê íåé. Êðîìå òîãî,âñëåäñòâèå îñåâîé ñèììåòðèè��z = �r� = 0:�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �07-01-00250.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 14 íîÿáðÿ 2006 ã.

 �.Þ.Þøèí, 2007



56 �.Þ. ÞøèíÍàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíêè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî äâó-ìÿ êîìïîíåíòàìè ìîìåíòàMr,M�, âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç �r, �� ââèäå Mr = 2 hZ0 �rz dz; M� = 2 hZ0 ��z dzè îäíîé êîìïîíåíòîé ïîïåðå÷íîé ñèëû Qr = Q, ñâÿçàííîé ñ �rzòàêèì îáðàçîì: Q = 2 hZ0 �rz dz:Äëÿ ýòèõ êîìïîíåíò èñïîëüçóåòñÿ îáùåïðèíÿòîå ïðàâèëî çíàêîâ.Ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè èçãèáàþùèõ è êðóòÿùåãî ìîìåíòîâ ÿâ-ëÿþòñÿ Ms = �sh2 è K = kh2, òàê ÷òîMs = p3K:�àâíîâåñèå êðóãîâîé èëè êîëüöåâîé ñèììåòðè÷íî íàãðóæåííûõïëàñòèíîê îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ñâÿçûâà-þùèì êîìïîíåíòû Mr, M� è Q, ñëåäóþùåãî âèäà:dMrdr + Mr �M�r = Q; (1)à êîìïîíåíòà Q îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëàQ = �1r rZ0 pr dr: (2)Ïðè÷åì äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíêè ñî ñâîáîäíûì âíóòðåííèì êðàåìíèæíèé ïðåäåë èíòåãðàëà äîëæåí áûòü çàìåíåí íà b.Â ñëó÷àå íàãðóçêè p, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïðî âñåé ïëî-ùàäè, èëè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû P , ïðèëîæåííîé â öåíòðå, êîìïî-íåíòà Q èìååò âèäQ = �12pr èëè Q = � P2�r ;



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 57À â ñëó÷àå íàãðóçêè p, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî êðóãó ðàäè-óñà d, êîìïîíåíòà Q ñëåäóþùàÿ:Q = �12pd2rïðè d 6 r 6 b:Óïðóãîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè, çà-ïèñàííûìè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:�r = 2G1� � ("r + �"�); �� = 2G1� � ("� + �"r): (3)Èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ � ïðè�z = 0; ��z = �r� = 0; "z = � �1� � ("r + "�); 
�z = 
r� = 0ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåé (åñëè îïóñòèòü ìàëûå âûðàæåíèÿ êîìïî-íåíò äå�îðìàöèè �zr è 
zr ):�2 = 13(�2r � �r�� + �2�);� = k � óñëîâèå òåêó÷åñòè �óáåðà�Ìèçåñà [2℄:Èíòåíñèâíîñòü äå�îðìàöèè ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèésin� = 1 + �2p1� � + �2 ; 
os� = p3(1� �)2p1� � + �2çàïèøåòñÿ òàê: 
20 = 14 
os2 � ("2r � 2 
os 2�"r"� + "2�):Ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè, ñîñòàâëåí-íûìè â ïðåäïîëîæåíèè î íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà, êîòîðûå â öè-ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ çàïèøóòñÿ òàê:�r = k
 (2"r + "�); �� = k
 (2"� + "r): (4)



58 �.Þ. ÞøèíÈíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ � èìååò ïðåæíèé âèä, à èíòåíñèâ-íîñòü äå�îðìàöèè 
 � 
2 = "2r + "r"� + "2�(âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè �"z = "r + "�; 
�z = 
r� = 0 ïîñëåîòáðàñûâàíèÿ ìàëîé êîìïîíåíòû 
zr.)Çàìåòèì, ÷òî ïðè � = 1=2, ò.å. êîãäà ìàòåðèàë â óïðóãîì ñîñòî-ÿíèè òàêæå íåñæèìàåì, óãîë � = �=3, à èíòåíñèâíîñòü 
0 = 
. Êàêè â îáùåì ñëó÷àå ïëàñòèíêè ïðîèçâîëüíîé �îðìû, êîìïîíåíòû äå-�îðìàöèè "r è "� âûðàæàþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèé êîîðäèíàòû zíà ïàðàìåòðû èñêðèâëåíèÿ ñðåäíåé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè �r è ��,çàâèñÿùèå òîëüêî îò r, à èìåííî:"r = z�r; "� = z��:Ââåäåì òåïåðü ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó�20 = 14 
os2 � ��2r � 2 
os 2��r�� + �2��è àíàëîãè÷íóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó�2 = �2r + �r�� + �2� :Ïàðàìåòðû �r è �� îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïðîãèá W ïðè ïîìîùèêëàññè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ëèíåéíîé òåîðèè�r = �d2Wdr ; �� = �1r dWdr ; (5)êîòîðûå äàþò äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè äå�îð-ìàöèé d��dr + �� � �rr = 0: (6)Çàìåíÿÿ êîìïîíåíòû äå�îðìàöèè ïàðàìåòðàìè �r è �� â óðàâ-íåíèÿõ (3), ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðóãîìó ñîñòîÿíèþ, ïîëó÷èì�r = 2G1� � z(�r + ���); �� = 2G1� � z(�� + ��r); (7)



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 59à â óðàâíåíèÿõ (4), îòâå÷àþùèõ ïëàñòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ, áóäåìèìåòü �r = { k� (2�r + ��); �� = { k� (2�� + �r): (8)Çàìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ èìåþò â êà÷åñòâå êî-ý��èöèåíòà çíàê { = sign z, íî íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû z.2. Òðè âèäà íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé�àññìîòðåíèå èçãèáà èçîòðîïíûõ ïëàñòèí ïðîâîäèì íà îñíîâåòåîðèè Â.Â. Ñîêîëîâñêîãî. �àçëè÷àþòñÿ òðè âèäà íàïðÿæåííûõñîñòîÿíèé: ÷èñòî óïðóãîå, óïðóãîïëàñòè÷åñêîå è ÷èñòî ïëàñòè-÷åñêîå.1. ×èñòî óïðóãîå ñîñòîÿíèå. Êîìïîíåíòû ìîìåíòà (1) íà îñíî-âàíèè (7) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû èñêðèâëåíèÿ ñðåäíåé ïëîñ-êîñòè ïëàñòèíêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:Mr = D(�r + ���); M� = D(�� + ��r); (9)à êîý��èöèåíò D åñòü æåñòêîñòü ïëàñòèíêè íà èçãèá:D = 4Gh33(1� �) :2. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå. Êîìïîíåíòûìîìåíòà (1) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç ïàðàìåòðû èñêðèâëå-íèÿ ñðåäíåé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè, åñëè ðàçáèòü èíòåãðàë ñ ïðåäå-ëàìè îò z = 0 äî z = h íà äâà èíòåðâàëà ñ ïðåäåëàìè îò z = 0 äîz = � è îò z = � äî z = h, çàòåì âíåñòè (7) â ïåðâûé èíòåãðàë è (8)âî âòîðîé. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî8>><>>: Mr = 4G�33(1� �) (�r + ���) + k� (h2 � �2)(2�r + ��);M� = 4G�33(1� �) (�� + ��r) + k� (h2 � �2)(2�� + �r): (10)Òàê êàê â óïðóãîì ñëîå ïëàñòèíêè èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ� = 2G
0 = 2Gjzj�0;



60 �.Þ. Þøèíà íà ãðàíèöàõ jzj = � ìåæäó ñëîÿìè ýòà èíòåíñèâíîñòü � = k; òîíåòðóäíî âèäåòü, ÷òî �0 = k2G� :Âûðàçèì ïàðàìåòðû èñêðèâëåíèÿ â äâóõ âèäàõ: ÷åðåç � è âåëè-÷èíó ! èëè ÷åðåç �0 è íîâóþ âåëè÷èíó  òàê:�r�� � = 2p3� 
os�! � �3� = �0 
os( � �)sin� ;èìåÿ â âèäó, ÷òî  è ! ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òàê:
os(! + �3 )
os(! � �3 ) = 
os( + �)
os( � �) :Ïðåäûäóùèå �îðìóëû äàþò íàì âîçìîæíîñòü âûðàçèòü êîìïî-íåíòû ìîìåíòà â âèäåMrM� � = 2k �(h2 � �2) 
os�! � �6�+ 23�2 
os� � �6�� ; (11)à ïàðàìåòðû èñêðèâëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:�r�� � = k2G� 
os( � �)sin� : (12)Çàìåòèì, ÷òî ïðè � = 1=2 óãîë � = �=3, à âåëè÷èíû  è ! ñîâ-ïàäàþò. Ýòî âëå÷åò çà ñîáîé çíà÷èòåëüíîå óïðîùåíèå ïðåäûäóùèõâûðàæåíèé. Òàê, íàïðèìåð, êîìïîíåíòû ìîìåíòà ïðèíèìàþò âèäMrM� � = 2k�h2 � 13�2� 
os�! � �6� ;à ïàðàìåòðû èñêðèâëåíèÿ ñëåäóþùèå:�r�� � = kp3G� 
os�! � �3� :3.×èñòî ïëàñòè÷åñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå. Êîìïîíåíòûìîìåíòà âñëåäñòâèå (11) ïðè � = 0 ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ñëåäóþùåé�îðìå: MrM� � = 2K 
os�! � �6� : (13)



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 61�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàâèñÿò îò õàðàêòåðà çàêðåïëåíèÿ êðàåâïëàñòèíêè. Â öåíòðå ñïëîøíîé ïëàñòèíêè êîìïîíåíòû ìîìåíòàðàâíû ìåæäó ñîáîé: Mr =M� > 0:Íà ãðàíèöå ìåæäó ÷èñòî óïðóãîé è óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çîíàìè,ò.å. ïðè � = h, èçîãíóòàÿ ñðåäíÿÿ ïîâåðõíîñòü äîëæíà áûòü íåïðå-ðûâíîé è èìåòü íåïðåðûâíî èçìåíÿþùóþñÿ êàñàòåëüíóþ ïëîñ-êîñòü, à âìåñòå ñ òåì íåïðåðûâíûìè äîëæíû áûòü òàêæå âñå êîì-ïîíåíòû ìîìåíòà.3. �àñïîëîæåíèå ïëàñòè÷åñêèõ çîí â ïðîäîëüíûõñå÷åíèÿõÈññëåäóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, îïèñûâàþùóþ óïðó-ãîïëàñòè÷åñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå èçîãíóòûõ êðóãîâîé èëèêîëüöåâîé ïëàñòèíîê. Âíîñÿ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàâíî-âåñèÿ (2) â âûðàæåíèå (11) è ââîäÿ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ �ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà � = h�, ïîëó÷èìr ddr = �(1� �2) 
os(! + �6 ) + 23�2 
os( + �6 )��� �(1� �2) sin! + 23�2 sin � = Q2Kr; (14)à ïîäñòàâëÿÿ â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (6) âûðàæåíèÿ (12),áóäåì èìåòü r ddr � 1� 
os( � �)�+ 2� sin� sin = 0: (15)Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîãèáà ïîëó÷à-åòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (5) è (12) â òàêîì âèäå:rd2wdr2 = 
os( + �)
os( � �) dwdr (16)èëè dwdr = �r k2Gh� 
os( � �)sin� : (17)



62 �.Þ. ÞøèíÏðèâåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ðåøàòü çàäà-÷è îá óïðóãîïëàñòè÷åñêîì èçãèáå êðóãîâîé è êîëüöåâîé ïëàñòèíîêïðè ðàçëè÷íûõ íàãðóçêàõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.�àññìîòðèì êðóãîâóþ ïëàñòèíêó, ñâîáîäíî îïåðòóþ ïî êîíòóðó,íàõîäÿùóþñÿ ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè p, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-íîé ïî âñåé ïëîùàäè. Îïðåäåëèì íàïðÿæåííûå ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèí-êè è �îðìû èçîãíóòîé ñðåäíåé ïîâåðõíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ p.Êîìïîíåíòà ïîïåðå÷íîé ñèëû:Q = �12 pr:Ââåäåì íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ:�2 = p4Kr2:Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (14) ïðèìåò âèä� dd� �(1� �2) 
os(! + �6 ) + 23�2 
os( + �6 )��� �(1� �2) sin! + 23�2 sin � = ��2; (18)a äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (15) ïåðåïèøåòñÿ òàê:� dd� � 1� 
os( � �)�+ 23 sin� sin = 0: (19)Ïîëó÷àåì ñèñòåìó8><>: A1 d�d� +A2 d!d� +A3 = 0A4 d�d� +A5 d!d� +A6 = 0 (20)Ëåâûå ÷àñòè ìîãóò áûòü áåç òðóäà ðàçâåðíóòû, à ïîëó÷åííûå óðàâ-íåíèÿ ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ d!=d�, d�=d�.Â ðàçâåðíóòîì âèäå (18), (19) èìåþò âèäd!d� = �A1(A6A2 �A5A3) +A3(A4A2 �A5A1)A2(A4A2 �A5A1) ;d�d� = A6A2 �A5A3A4A2 �A5A1 ;



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 63ãäå A1 = 2��(2 
os( + �=6)� 3 
os(! + �=6));A2 = �3�((1� �2) sin(! + �=6) + 2B�2 sin( + �=6));A3 = 3�2 � 3(1� �2) sin! � 2�2 sin ;A4 = 3� 
os( � �); A5 = 3�B� sin( � �);A6 = �6� sin� sin ; B = 3(1� �)1 + � 
os2  
os2 ! :Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ óäîáíî ïåðåéòè îò îáîçíà÷åíèéÂ.Â. Ñîêîëîâñêîãî ê äðóãèì, õàðàêòåðèçóþùèì íå ðàññòîÿíèå îòíåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè äî ãðàíèöû óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé çî-íû, à îò âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòè äî ãðàíèöû óïðóãîé è ïëà-ñòè÷åñêîé çîí.4. Î âîçìîæíîñòè ó÷¼òà ý��åêòà SD ìàòåðèàëàïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîè èçãèáå êðóãëîé ïëàñòèíû.Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ�àññìîòðèì çàäà÷ó óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà êðóãëîé òðàíñ-âåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû, ñâîáîäíî îïåðòîé ïî êîíòóðó è íà-õîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî äàâëåíèÿ, ó÷èòûâàÿ ðàç-ëè÷èå ìåæäó ïðåäåëàìè òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè è ðàñ-òÿæåíèè. Â îòå÷åñòâåííîé è çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ýòîò ý��åêòâñòðå÷àåòñÿ ïîä íàçâàíèåì ý��åêòà SD (strenght-di�erent). Ïîä ý�-�åêòîì SD ìû áóäåì ïîíèìàòü, ñîãëàñíî [4℄, èçìåíåíèå àáñîëþò-íûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíî-ñòè òåêó÷åñòè, ïðè çàìåíå çíàêîâ âñåõ êîìïîíåíò íà ïðîòèâîïîëîæ-íûå.Íà ðèñ. 1. ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòèòðàíâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà áåç ó÷åòà ý��åêòà SD(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ñ ó÷åòîì ýòîãî ý��åêòà (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ).Â [5℄ ïðåäëîæåí êðèòåðèé òåêó÷åñòè îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà,ó÷èòûâàþùèé âëèÿíèå ñðåäíåãî íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, à èìåí-íî:pF (�2 � �3)2 +G(�3 � �1)2 +H(�1 � �2)2+�13 �1+�23 �2+�33 �3 = 1:(21)
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�èñ. 1. Êðèòåðèé òåêó÷åñòè.Çäåñü �1; �2; �3 � ãëàâíûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ,F; G; H; �1; �2; �3 � ïîñòîÿííûå. Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîéïëàñòèíû ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè âûïîëíÿþòñÿ ðà-âåíñòâàF = G = 18 � 1�ps + 1�
s�2 ;H = A8 � 1(��s )p + 1(��s )
�2 ;A = 2� � 1�ps + 1�
s �2� 1(��s )p + 1(��s )
�2 ; �1 = �2 = 32 � 1(��s )p � 1(��s )
� ; (22)
ãäå �ps ; (��s )p � ïðåäåëû òåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè â íà-ïðàâëåíèè îñè z è ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî, �
s; (��s )
 -ïðåäåëû òåêó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè â íàïðàâëåíèè îñè z èïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî.Êðèòåðèé òåêó÷åñòè (21) ìîæíî çàïèñàòü äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 65èçîòðîïíîé ïëàñòèíû â âèäå [1℄:q�2r �A�r�� + �2� + �� = k; (23)ãäå� = 13(�r + ��); � = � 1(��s )p � 1(��s )
� =� 1(��s )p + 1(��s )
� ;k = 2=� 1(��s )p + 1(��s )
� : (24)Ïðè �ps = �
s = �s; (��s )p = (��s )
 = ��s èìååì � = 0, è êðèòåðèé(23) ïåðåõîäèò â êðèòåðèé [2℄:q�2r �A�r�� + �2� = p3k�; k� = ��s=p3: (25)�àññìîòðèì ïëàñòèíó â óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, èçîáðà-æåííóþ íà ðèñ. 2. Êàê è â ñëó÷àå èçãèáà áàëîê [3℄ ó÷åò ñðåäíåãîíîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñèììåòðè÷íîãîðàçâèòèÿ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé ñâåðõó è ñíèçó ïëàñòèíû. Íåé-òðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ò.å. òà, íà êîòîðîé íàïðÿæåíèÿ îáðàùàþòñÿâ íóëü, â ýòîì ñëó÷àå óæå íå ñîâïàäàåò ñ ñðåäèííîé.
�èñ. 2. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.Íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ îò íåéòðàëü-íîé ïîâåðõíîñòè äî ãðàíèöû çîí óïðóãîãî è ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿ-íèÿ ìàòåðèàëà è ðàññòîÿíèå îò ýòîé ãðàíèöû äî âåðõíåé è íèæíåéïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû: �1(r); �2(r); �3(r); �4(r).



66 �.Þ. Þøèí�àññìîòðèì âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå âöåíòðå ïëàñòèíû ïðè óñëîâèè, ÷òî è íà âåðõíåé è íà íèæíåé ãðàíèèìåþòñÿ ïëàñòè÷åñêèå îáëàñòè. Íà íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè z = 0ïðè r = 0, �r = �� = 0. Â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè, ðàñïîëîæåí-íîé ââåðõó ïëàñòèíû, ìàòåðèàë ïîäâåðãàåòñÿ ñæàòèþ è íàïðÿæå-íèÿ ðàâíû j�rj = j��j = (��s )
 (26)ïðè r = 0; �r < 0; �� < 0; à äëÿ ïëàñòè÷åñêîé çîíû, ðàñïîëîæåííîéâíèçó â çîíå ðàñòÿæåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ ðàâíû(��s )p = �r = ��; (27)ïðè �r > 0; �� > 0.Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿ-æåíèè ìåíüøå, ÷åì ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ñæàòèè. Òîãäà(��s )p < (��s )
;� > 0: (28)Ýïþðà íàïðÿæåíèé ïîêàçàíà íà ðèñ. 3. Ïëàñòè÷åñêèå äå�îðìà-öèè â ýòîì ñëó÷àå ðàçâèâàþòñÿ ñíà÷àëà âíèçó â öåíòðå ïëàñòèíû, àïîòîì ïîÿâëÿþòñÿ íàâåðõó â öåíòðå ïëàñòèíû. Îãðàíè÷èìñÿ òåìèñëó÷àÿìè, êîãäà ïëàñòè÷íîñòü îò êðàÿ âîîáùå íå ïîÿâëÿåòñÿ.Îòìåòèì, ÷òî êàê è â ñëó÷àå èçãèáà áàëîê [3℄, ïðè èçãèáå ïëà-ñòèíû âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ( �1 + �2 = 2h;(�1 � �4)(��s )
 + 12�4(��s )
 = (�2 � �3)(��s )p + 12�3(��s )p: (29)Âòîðîå ñîîòíîøåíèå (29) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåáîâàíèå ðàâåí-ñòâà ïëîùàäåé çàøòðèõîâàííîé �èãóðû íàä íåéòðàëüíîé îñüþ èïîä íåé (ðèñ. 3).5. Çàâèñèìîñòü ìåæäó äå�îðìàöèÿìè è íàïðÿæå-íèÿìè.Ïåðåéäåì ê çàâèñèìîñòè ìåæäó äå�îðìàöèÿìè è íàïðÿæåíèÿ-ìè â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ ïëàñòèíû.
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�èñ. 3. Ýïþðà íàïðÿæåíèé.Â óïðóãîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà �óêà. Âïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ âûïîëíÿåòñÿ [6℄:8>><>>: �r = kp3(2�A) � 1�(2"r +A"�)� 2�p3� ;�� = kp3(2�A) � 1�(2"� +A"r)� 2�p3� : (30)Íàéäåì �. Ïîäñòàâèì (30) â (23) è, ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿä-êà �2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäóM1�2 +M2� +M3 = 0; (31)ãäå M1 = 9(2� A)2, M2 = 0; M3 = �(4�A2)("2r +A"r"� + "2�):Èìååì ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:�1;2 = �r3(2�A)2 +A ("2r +A"r"� + "2�): (32)Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî òóò ñëåäóåò ïðèíÿòü çíàê �+�, òàê êàê � > 0.Ïî àíàëîãèè ñ [1℄ ââåäåì � òàê, ÷òîáû



68 �.Þ. Þøèí� = jzj�: (33)Ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è óñëîâèÿðàâíîâåñèÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ïðè ó÷åòå ý��åê-òà SD.6. Âûâîä óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è óðàâíåíèé ñîâ-ìåñòíîñòè äå�îðìàöèé ïðè ó÷åòå ý��åêòà SDÍàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ìî-ìåíòàìè: Mr = �2Z��1 �rzdz;M� = �2Z��1 ��zdz (34)è ïîïåðå÷íîé ñèëîé Q = �12pr: (35)Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ èìååò âèädMrdr + Mr �M�r = Q: (36)Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèÿ (34). �àçîáüåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ñõåìåMi = ��4Z��1 �izdz + 0Z��4 �izdz + �3Z0 �izdz + �2Z�3 �izdz; i = r; �: (37)Â ïåðâûé è ÷åòâåðòûé èíòåãðàë ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà �ó-êà, à â òðåòèé è ÷åòâåðòûé � óïðóãîïëàñòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ.Ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü íå ñîâïàäàåò ñ íåéòðàëüíîé ïîâåðõíî-ñòüþ, ïîýòîìó ñèñòåìó êîîðäèíàò (r; �; z) ââîäèì íå íà ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè, êàê ðàíüøå, à íà íåéòðàëüíîé. Çàïèøåì âñå ñîîòíî-øåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ìîìåíòû ïðèîáðå-



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 69òàþò âèäMr = 2Gh23(1� �) �(�+r + ��+� )�33 + (��r + ���� )�34�+ kh22p3(2�A)���2��r +A���� + 2�p3� (�21 � �24) + (2�+r +A�+�� � 2�p3)(�22 � �23);(38)M� = 2Gh23(1� �) �(�+� + ��+r )�33 + (��� + ���r )�34�+ kh22p3(2�A)���2��� +A��r� + 2�p3� (�21 � �24) +�2�+� +A�+r� � 2�p3� (�22 � �23):(39)Çäåñü ÷åðåç �1; :::; �4 îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû�i = �ih ; i = 1; :::; 4: (40)Èíäåêñû (-) è (+) îáîçíà÷àþò ïàðàìåòðû èñêðèâëåíèÿ â çîíàõñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ïëàñòèíû.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó �0 ïî àíàëîãèè ñ [1℄:�0 =s 2 +A12 
os2 �0 (�2r � 2 
os 2�0�r�� + �2� ); (41)ãäå �0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèsin�0 = 1 + �2 r 2� A1�A� + �2 ; 
os�0 = 1� �2 r 2 +A1�A� + �2 : (42)Ââåäåì âåëè÷èíó �0 = �0jzj . Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî2p3G�0 = 2p3G�0jzj = k � ��; �0 = k � ��2p3G : (43)Ïðåäñòàâèì ïàðàìåòðû èñêðèâëåíèÿ íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòèâ äâóõ âèäàõ: ÷åðåç � è !, à òàêæå ÷åðåç �0 è  :



70 �.Þ. Þøèí�r�� � = 2p3� 
os(! � �)2 +A =r 32 +A �0 
os( � �0)sin�0 (44)ãäå �0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (42), � � ñîîòíîøåíèÿìèsin� = p2 +A2 ; 
os� = p2�A2 :è ìåæäó ! è  èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü tg! tg� = tg tg�0: ÏðèA = 1; � = 1=2 èìååì � = �=3; ! =  : (45)Îñòàíîâèìñÿ îñîáî íà îïðåäåëåíèè �0. Ýòó âåëè÷èíó íóæíîîïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äå�îðìàöèé íà ãðàíèöåìåæäó óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòÿìè. Èç (43) èìååì�0 = k � ��2Gjzjp3 : (46)Ïîäñòàâèì ñþäà ñîîòíîøåíèÿ äëÿ çàêîíà �óêà. Ïîëó÷èì�0 = k2Gjzjp3 � �z3 (1 + �)(1� �) (�r + ��). (47)Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ïðåäñòàâëåíèåì (44) è ïðèâåäåì (47) êâèäó �0 = k2p3Gjzj (1 + t 
os signz) : (48)Íà ãðàíèöå óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòåé â âåðõíåé ÷àñòèïëàñòèíû âûïîëíåíî jzj = h�4, sign z = �1, òîãäà�0 = k2p3G�4 (1� t 
os ) : (49)Äëÿ íèæíåé ÷àñòè ïëàñòèíû â çîíå ðàñòÿæåíèÿ, ðàññóæäàÿ àíà-ëîãè÷íûì îáðàçîì è èñïîëüçóÿ óñëîâèå jzj = h�3; ñïðàâåäëèâîsign z = 1: �0 = k2p3G�3 1(1 + t 
os ) : (50)



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 71Òåïåðü ïîäñòàâèì (44), (49) è (50) â ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ(38), (39). Ïîëó÷àåìMrM� � = 2kh2p3p2�A (
os � F sin )� �231 + t 
os + �241� t 
os �++ 2kh2p3p2�A �(
os! � F sin! + t) ��21 � �24�++(
os! � F sin! � t) ��22 � �23�� ; (51)ãäå F =r2�A2 +A; t = 2�3p2�AÈç óñëîâèé 2h = 
onst è ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà Mr ïî âåðòè-êàëè ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ� �1 + �2 = 2;(��s )
(�1 � �4=2) = (��s )p(�2 � �3=2): (52)Èñïîëüçóÿ (52), âûðàçèì �1 è �2 ÷åðåç �3 è �4, òî åñòü:� �1 = 2(1� C1)� 1=2�3C2 + 1=2�4C1;�2 = 2C1 + 1=2�3C2 � 1=2�4C1: (53)Çäåñü C1 = (��s )
(��s )p � (��s )
 ; C2 = (��s )p(��s )p + (��s )
 :Ïîäñòàâèì (53) â âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ (51), à çàòåì ïî-ëó÷åííûå âûðàæåíèÿ � â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (36) è ïðèâåäåìóðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ, èñïîëüçóÿ íîâóþ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ� ��2 = pp2 +A4kh2 r2� ê âèäóA0 d�3d� +A1 d�4d� +A2 d!d� +A3 = 0: (54)Êîý��èöèåíò ïðè d�3d� çàïèñûâàåòñÿ òàê:A0 = ��2�33 (
os � F sin )(1 + t 
os ) + (C2�2 � 2�3)2 (
os! � F sin! � t)�� C2�12 (
os! � F sin! + t)� ;



72 �.Þ. Þøèíêîý��èöèåíò ïðè d�4d� :A1 = ��2�43 (
os � F sin )(1� t 
os ) + (C1�1 � 2�4)2 (
os! � F sin! + t)�� C1�22 (
os! � F sin! � t)� ;à ïðè d!d� :A2 = ��B1��23(sin + F 
os + tF )3(1 + t 
os )2 + �24(sin + F 
os � tF )3(1� t 
os )2 ���12(sin! + F 
os!) ��21 + �22 � �23 � �24� ;ïðè÷åì B1 = (1� �)(2 +A) 
os2  (1 + �)(2�A) 
os2 ! . Îñòàâøèéñÿ êîý��èöèåíòA3 = �22F � (F sin! � 2t)(�21 � �24)� (F sin! + 2t)(�22 � �23)��2F sin 3 � �231 + t 
os + �241� t 
os � :Ïåðåéäåì ê âûâîäó óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé. Ïîä-ñòàâèì (44) 
 ó÷åòîì (49) è (50) â óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè äå�îð-ìàöèé, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ, àèìåííî:8><>: A4 d�4d� +A5 d!d� +A6 = 0 äëÿ âåðõíåé ÷àñòè ïëàñòèíû,A7 d�3d� +A8 d!d� +A9 = 0 äëÿ íèæíåé ÷àñòè ïëàñòèíû, (55)ãäå A4 = � 
os( + �0)(1� t 
os );A5 = �B1�4(sin( + �0)� t sin�0);A6 = �2�4(1� t 
os ) sin sin�0;A7 = � 
os( + �0)(1 + t 
os );A8 = �B1�3(sin( + �0) + t sin�0);A9 = �2�3(1 + t 
os ) sin sin�0:



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 73Åñëè òåïåðü îáúåäèíèòü (54) è (55) â ñèñòåìó, òî ïîëó÷àåì ñè-ñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùóþ òðè óðàâíåíèÿè òðè íåèçâåñòíûå �óíêöèè �3(�), �4(�) è !(�). Ñèñòåìà èìååò òðå-òèé ïîðÿäîê, íåëèíåéíûå êîý��èöèåíòû è îñîáóþ òî÷êó � = 0.Îíà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ÷èñëåííî. Èçëîæèì ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ðåøåíèÿ: Íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ �3; �4 êïåðåìåííûì a1 = �1 � �4; a2 = �2 � �3: (56)×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ øàãîìïî �, íà÷èíàÿ âáëèçè öåíòðà ïëàñòèíû (� = 0 � îñîáàÿ òî÷êà.) Âðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ñòðîÿòñÿ çàâèñèìîñòè !i(�i); a3(�i); a4(�i) íàêàæäîì øàãå. �àñ÷åò èìååò ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó a3 = 0, ïîñëå÷åãî ïðèíèìàåòñÿ a3 � 0 è ðàñ÷åò ïðîäîëæàåòñÿ äëÿ a4.Çíà÷åíèå �âi ïðè a3 = 0�èêñèðóåòñÿ è îïðåäåëÿåò áåçðàçìåðíûéðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû.Ïðè äîñòèæåíèè óñëîâèÿ a4 = 0 �èêñèðóåòñÿ çíà÷åíèå �íi , îïðå-äåëÿþùåå áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íà íèæíåéïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû.7. Çàêëþ÷åíèå. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà.�àññìîòðèì çàâèñèìîñòü a3(�); a4(�). Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ñëó-÷àÿõ ìû ñòðîèì åå äëÿ ðàçëè÷íûõ íàãðóçîê, íî îäèíàêîâîé íà÷àëü-íîé ãëóáèíû ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè a01(0) ñâåðõó ïëàñòèíû. �åçóëü-òàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè øàãå h = 0:001 è íà÷àëüíûõ ãëóáèíàõa01(0) = 0:1, a01(0) = 0:25.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ çîí â èçîòðîïíîìè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ñëó÷àå. Çîíû ïëàñòè÷íîñòè ñâåðõó èñíèçó ïëàñòèí ñèììåòðè÷íû. Òî÷êàìè îáîçíà÷åíà ãðàíèöà óïðóãîéè ïëàñòè÷åñêîé çîíû â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ñëó÷àå. Ëèíèÿ-ìè � â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, � � áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ ïëàñòèíû. Âèä-íî, ÷òî ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ñëó÷àåáîëüøå íà 8� 9%, êîãäà ïðåäåëû òåêó÷åñòè îòëè÷àëèñü íà 20%. Òîåñòü â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ñëó÷àå áîëüøåå êîëè÷åñòâî ìà-òåðèàëà ïåðåõîäèò èç óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ â ïëàñòè÷åñêîå. Ïî ñðàâ-íåíèþ ñ èçîòðîïíîé ïëàñòèíîé ðîñò ! ïðîèñõîäèò áûñòðåå, ñëåäî-
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�èñ. 4. Çîíû ïëàñòè÷íîñòè â èçîòðîïíîì è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ñëó÷àå.âàòåëüíî, áûñòðåå èñêàæàåòñÿ êàðòèíà ïðîñòîãî íàãðóæåíèÿ, êîòî-ðàÿ ðåàëèçóåòñÿ òî÷íî òîëüêî â öåíòðå ïëàñòèíû è âáëèçè öåíòðàñ íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ.Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé ó ïëàñòèíûñ ý��åêòîì SD è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ñ ý��åê-òîì SD. Òî÷êàìè îáîçíà÷åíà ãðàíèöà óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé çîíûâ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ñëó÷àå ñ ý��åêòîì SD, ëèíèÿìè � âèçîòðîïíîì ñëó÷àå ñ ý��åêòîì SD, � � áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ ïëà-ñòèíû.

�èñ. 5. Çîíû ïëàñòè÷íîñòè â ñëó÷àå èçîòðîïèè ñ ý��åêòîì SD èòðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè ñ ý��åêòîì SD.



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí 75Çîíû ïëàñòè÷íîñòè íåñèììåòðè÷íû: çîíû ñâåðõó ïëàñòèíûìåíüøå, ÷åì çîíû ñíèçó. Ïðè ãëóáèíå ïëàñòè÷åñêîé çîíû ñâåðõóïëàñòèíû, ðàâíîé 0.1, â èçîòïîðíîì ñëó÷àå ñ ý��åêòîì SD ãëóáèíàíèæíåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ðàâíà 0.36, à â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëü-íîé èçîòðîïèè ñ ý��åêòîì SD � 0.3. Ïðè ãëóáèíå ïëàñòè÷åñêîé çî-íû ñâåðõó ïëàñòèíû, ðàâíîé 0.25, â èçîòïîðíîì ñëó÷àå ñ ý��åêòîìSD ãëóáèíà íèæíåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ðàâíà 0.44, à â ñëó÷àåòðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè ñ ý��åêòîì SD � 0.42.Åñëè ïðèíÿòü íàãðóçêó íà ïëàñòèíó â èçîòðîïíîì ñëó÷àå çà åäè-íèöó, òî â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íî òàêîé æåïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè, íà ïëàñòèíó äîëæíà äåéñòâîâàòü íàãðóçêà1=p2�A, ãäå À îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (22). Ýòà íàãðóçêà äîëæíàáûòü áîëüøå ïðèìåðíî íà 30%, íî â ýòî æå âðåìÿ ïðè îäèíàêîâîéãëóáèíå ïëàñòè÷íîé çîíû ñâåðõó, â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì ñëó-÷àå ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü ñíèçó íåìíîãî ìåíüøå, ÷åì â èçîòðîïíîì.Ëèòåðàòóðà1. Ïàâèëàéíåí �.Â. Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá êðóãëîé òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíêè.// Âåñòí. Ëåíèíãð. óí-òà. 1983, � 13, Ñ. 70�75.2. Ñîêîëîâñêèé Â.Â. Òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1969. C. 607.3. Êà÷àíîâ Ë.Ì. Îñíîâû òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1958.C. 318.4. Áåêî�åí Â. Ïðîöåññû äå�îðìàöèè. Ì., 1977, C. 288.5. �ûáàêèíà Î.�. Êðèòåðèé òåêó÷åñòè àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, îáëàäàþ-ùåãî ý��åêòîì SD. Èññëåäîâàíèÿ ïî óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè.//Âåñòí. Ëå-íèíãð. óí-òà., 1982, �14 C. 132�142.6. Ìàòâååâà Å.Â. Ïàâèëàéíåí �.Â. Ó÷åò ý��åêòà ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòèìàòåðèàëà ïðè èçãèáå ïëàñòèí. Âòîðûå Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ: Èçáðàííûå òðóäû.ÑÏá., 2000., C. 294�304.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈÏËÀÂÓ×ÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂÈ.Å.Êàïðàíîâ, È.Í. ÑêðÿáèíÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ïîäõîäû,ðåàëèçîâàííûå â èíæåíåðíûõ ïàêåòàõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñ÷åòà êîí-�èãóðàöèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è äèíàìèêè ïëàâó÷åãî îáúåêòà, ïî-ãðóæåííîãî â òÿæåëóþ æèäêîñòü. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-íèÿ äèíàìèêè áóÿ, îáëàäàþùåãî ïîëîæèòåëüíîé ïëàâó÷åñòüþ ïðè ïî-ãðóæåíèè è âñïëûòèè.1. ÂâåäåíèåÏëàâàþùèå íà ïîâåðõíîñòè òÿæåëîé æèäêîñòè îáúåêòû ïðåä-ñòàâëÿþò îñîáûé ñëó÷àé äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äå-ëî â òîì, ÷òî òðàäèöèîííûå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõçàäà÷ îñíîâàíû íà ñèñòåìàòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ðÿäà óïðîùå-íèé. Âîëíîâûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ îáû÷íî â ðàìêàõ ìîäåëèèäåàëüíîé æèäêîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîñòü òå÷åíèÿ, ýòîïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íûõ õàðàêòåðèñòèêèíòåãðàëüíûå ìåòîäû [1℄-[2℄. Äëÿ îïèñàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ äâè-æåíèé â æèäêîñòè òåëà, óâëåêàþùåãî â äâèæåíèå îêðóæàþùóþñðåäó, âåñüìà ïðîäóêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ââîäèìîå äëÿ ýòèõ çàäà÷ ïî-íÿòèå ïðèñîåäèíåííîé ìàññû. Ïðèìåíåíèå òàêèõ ïîäõîäîâ, ó÷èòû-âàþùèõ îñîáåííîñòè çàäà÷è, îñíîâàíî íà ñóùåñòâåííîì óïðîùåíèèïîñòàíîâêè, êîòîðîå ñîñòîèò êàê â óïðîùåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé,òàê è â îñîáîé �îðìóëèðîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïàêåòîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ îòïàäàåòíåîáõîäèìîñòü ââîäèòü ðÿä òðàäèöèîííûõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûåïðèìåíÿëèñü ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ ïëàâàþùåãî òåëà, ïðè ýòîì ïî-ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷åñòü è ïðîàíàëèçèðîâàòü íåêîòîðûå íî-âûå, èíòåðåñíûå äëÿ ïðèëîæåíèé �àêòîðû. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíîÄîêëàä íà ñåìèíàðå 12 äåêàáðÿ 2006 ã.
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Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïëàâó÷èõ îáúåêòîâ 77îæèäàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ïàêåòîâ äëÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà äàñò âîç-ìîæíîñòü ïîëó÷èòü íîâûå, ðàíåå íåäîñòóïíûå ðåçóëüòàòû.2. Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èÄëÿ îòðàáîòêè ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïëàâàþùåãî òåëà áû-ëà ïîäãîòîâëåíà çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ íåêîòîðîãî îáúåêòà, íàïîäîáèåáóÿ, â òÿæåëóþ æèäêîñòü. Ïðåäïîëàãàëîñü íàëè÷èå ó ýòîãî îáúåêòàïîëîæèòåëüíîé ïëàâó÷åñòè. Çàäà÷à èññëåäîâàëàñü â ïëîñêîé ïîñòà-íîâêå, â ñâÿçè ñ ýòèì òåëî èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû: äâå ïîñòóïà-òåëüíûå è îäíó âðàùàòåëüíóþ. Ïðè ïîäãîòîâêå ê ìîäåëèðîâàíèþáûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò èíåðöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê äàííîãî îáúåê-òà, à èìåííî ìàññû è îñåâîãî ìîìåíòà èíåðöèè. �åîìåòðèÿ çàäà÷èïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.
�èñ. 1. �åîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è (âñå ðàçìåðû â ìåòðàõ).3. Àñïåêòû âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿÄëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ñðåäñòâàìè ñåòî÷íîãî ãåíåðàòîðàGambit áûëà ïîäãîòîâëåíà ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, êîòîðàÿ ñòðîèëàñü íàîñíîâå òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê. Äàííûé òèï ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò èñ-ïîëüçîâàòü ðàçíîîáðàçíûå òåõíîëîãèè ïåðåñòðîåíèÿ è ìîäè�èêà-öèè ñåòî÷íîé ñòðóêòóðû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì ïðè ìî-äåëèðîâàíèè çàäà÷ äèíàìèêè òåëà. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí îáùèé âèäðàñ÷åòíîé ñåòêè, å¼ ðàçìåðíîñòü ñîñòàâèëà 14 260 ýëåìåíòîâ.
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�èñ. 2. Îáùèé âèä ðàñ÷åòíîé ñåòêè.Âäîëü ãðàíèöû ïëàâàþùåãî áóÿ áûë ïîñòðîåí ïîãðàíè÷íûéñëîé ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷ååê, êîòîðûé æåñòêî ñâÿçàí ñ òåëîì è íåäå�îðìèðóåòñÿ. Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ïðèåìà, êîãäà ïðèìåíÿåòñÿãèáðèäíàÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýëåìåíòîâ, ïîç-âîëÿåò ñî÷åòàòü ïðåèìóùåñòâà ïî òî÷íîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòîêè âîçìîæíîñòè ïåðåñòðîåíèÿ è ìîäè�èêàöèè â îáëàñòè òðåóãîëü-íîé ñåòêè. Íà ðèñ. 3 ïðèâîäèòñÿ �ðàãìåíò ñåòî÷íîé ñòðóêòóðû âîáëàñòè ãðàíèöû áóÿ.Ïðè ïîñòðîåíèè ñåòêè èñïîëüçîâàëàñü �óíêöèÿ ðàçìåðà, ñ ïî-ìîùüþ êîòîðîé ñîçäàâàëàñü çîíà óïëîòíåíèÿ ñåòî÷íîé ñòðóêòóðûâîêðóã ãðàíèöû áóÿ è â îáëàñòè, ãäå ðàñïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíàÿ ïî-âåðõíîñòü. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâûõ ýëåìåíòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè�óíêöèè ðàçìåðà çàäàâàëèñü ãðàíèöà áóÿ è ëèíèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñíà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.Ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå íåñòàöèîíàðíûõïëîñêèõ íåñæèìàåìûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, ò.å. ðàññ÷èòûâà-ëîñü ëàìèíàðíîå òå÷åíèå. Â ðàñ÷åòå çàäàâàëñÿ ïîñòîÿííûé øàã ïîâðåìåíè, ðàâíûé 0,001 ñ. �àññ÷èòûâàëñÿ èíòåðâàë �èçè÷åñêîãî âðå-ìåíè â 15 ñ. Çàäà÷à ðåøàëàñü â äâóõ�àçíîé ïîñòàíîâêå. Ïðèìåíÿ-ëàñü ìîäåëü ìíîãî�àçíîñòè Volume Of Fluid (VOF), ñïåöèàëèçèðî-âàííàÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â êà÷åñòâåïåðâîé �àçû áûë âçÿò âîçäóõ, â êà÷åñòâå âòîðîé � âîäà.Èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî (Segregated) ðåøåíèÿ
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�èñ. 3. Ôðàãìåíò ñåòî÷íîé ñòðóêòóðû â îáëàñòè ãðàíèöû áóÿ.óðàâíåíèé [3℄. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ïðèìåíÿëàñü ñõåìà íåèòå-ðàöèîííîãî ñìåùåíèÿ ïî âðåìåíè (non-iterative time advan
ement),êîòîðàÿ õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëà ñåáÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîäîá-íîãî êëàññà è ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óäàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòüâðåìÿ ðàñ÷åòà è îáåñïå÷èòü åãî ñòàáèëüíîñòü.�àñ÷åò ãðàäèåíòîâ ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâëÿëñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-åì òåîðåìû �ðèíà��àóñà íà îñíîâå çíà÷åíèé â ðàñ÷åòíûõ óçëàõ.Òàêîé âûáîð ìåòîäà ðàñ÷åòà ãðàäèåíòîâ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî îí äà-åò áîëüøóþ òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ðàñ÷åòà íà îñíîâåçíà÷åíèè â ðàñ÷åòíûõ ÿ÷åéêàõ, îñîáåííî ïðè íàëè÷èè òðåóãîëüíûõýëåìåíòîâ.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûë èñïîëüçîâàí àëãîðèòì êîððåêöèè äàâ-ëåíèÿ PISO, êîòîðûé ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü â íåñòàöèîíàðíûõçàäà÷àõ è â ñëó÷àÿõ, êîãäà çàäàåòñÿ áîëüøîé øàã ïî âðåìåíè. Ïðèíàñòðîéêå ðåøàòåëÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðåëàêñàöèè óñòàíàâëèâà-ëèñü çíà÷åíèÿ, ðàâíûå 0,1. Äëÿ èíòåðïîëÿöèè äàâëåíèÿ èñïîëüçî-âàëàñü ñõåìà Body For
e Weighted, êîòîðàÿ ìîæåò ý��åêòèâíî ðà-áîòàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìíîãî�àçíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ìîäåëèVolume Of Fluid. Å¼ ïðåèìóùåñòâîì ïåðåä ñõåìîé PRESTO! ÿâëÿ-åòñÿ òî, ÷òî îíà áîëåå óñòîé÷èâà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåæèìà íåèòå-



80 È.Å.Êàïðàíîâ, È.Í. Ñêðÿáèíðàöèîííîãî ñìåùåíèÿ ïî âðåìåíè. Äëÿ èíòåðïîëÿöèè ïåðåìåííûõâ êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèé èìïóëüñîâ ïðèìåíÿëàñü ïðî-òèâîïîòî÷íàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ îáú-åìíîé äîëè �àçû äëÿ èíòåðïîëÿöèè ïåðåìåííûõ â êîíâåêòèâíûõ÷ëåíàõ â ðàìêàõ ÿâíîãî ïîäõîäà èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà HRIC, êî-òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íèçêîäèññèïàòèâíîé è îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ òî÷-íîñòü ïðè ðàñ÷åòå êîí�èãóðàöèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè òà-êèõ íàñòðîéêàõ îáåñïå÷èâàåòñÿ áîëüøàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàñ÷åòíîãîïðîöåññà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèìåíåíèåì ñõåìû Geo-Re
onstru
t.Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè îïðåäåëÿëèñü êàêîòêðûòûå ãðàíèöû âûõîäíîãî òèïà. Íà ýòèõ ãðàíèöàõ çàäàâàëñÿóðîâåíü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ðàâíûé 2 ì. Â äàííîé çàäà÷å èñ-ïîëüçîâàëèñü îòêðûòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîçäà-âàåìûå áóåì ïðè ïîãðóæåíèè âîëíû ìîãëè óéòè èç ðàñ÷åòíîé îá-ëàñòè, íå îòðàæàÿñü è íå âíîñÿ âîçìóùåíèé. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàâàëèñü êàê íåïðîíèöàåìûå ñòåí-êè.Â õîäå ïîäãîòîâêè çàäà÷è ê ðàñ÷åòó ñ ïîìîùüþ ïîëüçîâàòåëü-ñêîé �óíêöèè çàäàâàëèñü èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïëàâàþùå-ãî îáúåêòà. Äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ ïîëüçîâàòåëþ òðåáóåòñÿ çàäàâàòüìàññó è îäèí îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè. Ìàññà îïðåäåëÿëàñü ñ ó÷åòîìòîãî, ÷òî ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà áóÿ ìåíüøå ïëîòíîñòè âîäû â 2 ðà-çà, åå çíà÷åíèå ñîñòàâèëî 320 êã. Ìîìåíò èíåðöèè ðàññ÷èòûâàëñÿíà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áóÿ è åãî ìàññû, âåëè÷èíàýòîé õàðàêòåðèñòèêè ñîñòàâèëà 72 êã�ì2. Ïðè íàñòðîéêå ðåøàþùå-ãî ìîäóëÿ çàäàâàëèñü íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ öåíòðà ìàññ îáúåêòà,êîîðäèíàòû åãî ïîëîæåíèÿ, óãîë è çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé è óãëîâîéñêîðîñòè. Íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ îïðåäåëÿëèñü ñëåäó-þùèì îáðàçîì: êîîðäèíàòà x � 6 ì, êîîðäèíàòà y � 2,4 ì. Îñòàëü-íûå õàðàêòåðèñòèêè çàäàâàëèñü ðàâíûìè íóëþ.4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÂ ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû ïîëîæåíèÿ ãðàíèö ðàñ-÷åòíîé îáëàñòè è êîí�èãóðàöèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â êàæäûéìîìåíò âðåìåíè (ðèñ. 4).
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�èñ. 4. Êîí�èãóðàöèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðîàíàëèçèðîâàòü äèíàìèêó ïî-ãðóæåíèÿ, âñïëûòèÿ ïëàâó÷åãî áóÿ, à òàêæå îöåíèòü âîçìóùåíèÿ,ñîçäàâàåìûå áóåì íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ èññëåäóåìîé çà-äà÷è õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïåðåõîäà áóÿ â ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèåðàâíî 4 ñ, à ïðèáëèçèòåëüíî ÷åðåç 7-8 ñ ïîñëå íà÷àëà ïîãðóæåíèÿñèëû, äåéñòâóþùèå íà áóé, âçàèìíî êîìïåíñèðóþòñÿ è öåíòð ìàññáóÿ íåçíà÷èòåëüíî îòêëîíÿåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíî-âåñèÿ â ñâÿçè ñ âîçìóùåíèÿìè, ïðèñóòñòâóþùèìè íà ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè.Â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïîãðóæåíèÿ áóÿ â âîäó îñó-ùåñòâëÿëàñü çàïèñü îñíîâíûõ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, òà-êèõ êàê ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ïî îñè x è ïî îñè y, à òàêæå óãëîâîåîòêëîíåíèå îáúåêòà. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âî âðåìåíèýòèõ ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê, îòðàæàþùèé èçìå-íåíèå âî âðåìåíè x êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ïëàâàþùåãî îáúåêòà.Ìîíîòîííûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ãîâîðèò î
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t, c.�èñ. 6. Ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ, êîîðäèíàòà y, ì.Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå îòðàæàåò ïðîöåññ ïåðåõîäà áóÿ èçíåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ê óñòîé÷èâîìó, êîãäà äîñòèãàåòñÿ áàëàíñìåæäó âûòàëêèâàþùåé ñèëîé è ñèëîé òÿæåñòè.Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû óãëîâîãîîòêëîíåíèÿ ïëàâàþùåãî îáúåêòà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
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t, c.�èñ. 7. Óãëîâîå îòêëîíåíèå îáúåêòà, ãðàä.Âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ áóé ïîâîðà-÷èâàåòñÿ íà � 90Æ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå)è çàíèìàåò ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå.Äëÿ äàííîé çàäà÷è èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî â èäå-àëüíîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè �çàâàëèâàíèÿ�, áóÿ ïðè âñïëûòèè âïðà-âî è âëåâî ðàâíû, ò.å. ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìîæíî áûëî áû îæèäàòüîòñóòñòâèå ïîâîðîòà áóÿ è åãî ïîñòîÿííîå ïðåáûâàíèå â âåðòèêàëü-íîì ïîëîæåíèè. Îäíàêî â ñèëó íàëè÷èÿ òàêèõ �àêòîðîâ, êàê íåîä-íîðîäíîñòü ñåòî÷íîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå îáõîäàóçëîâ ïðè ðàáîòå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà, îòñóòñòâèå èäåàëü-íîé ñèììåòðèè â íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè �àç, ïðèâîäÿò ê òîìó,÷òî âåðîÿòíîñòè ïîâîðîòà âïðàâî è âëåâî íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþò-ñÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ñîâîêóïíîñòü âûøåïåðå÷èñëåííûõ �àêòîðîâïðèâåëà ê òîìó, ÷òî áóé ñòàë ïîâîðà÷èâàòüñÿ âïðàâî.5. Çàêëþ÷åíèåÄëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîäîáíûõ ðàññìîòðåííîé â äàí-íîé ðàáîòå, â ñðåäå ïàêåòà òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü òîíêóþ íàñòðîéêóðåøàþùåãî ìîäóëÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íîìîïûòå ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷ ñ ïðîðàáîòêîé ðàçëè÷íûõ êîìáèíà-öèé ìîäåëüíûõ îïöèé. Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåä-



84 È.Å.Êàïðàíîâ, È.Í. Ñêðÿáèíñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïðîìîäåëèðîâàòü â ñðåäå ïàêåòîâ äîñòà-òî÷íî ñëîæíûå òðåõìåðíûå ñëó÷àè äèíàìèêè îáúåêòîâ, îáëàäàþ-ùèõ ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîí�èãóðàöèåé è èìåþùèõ ïîëî-æèòåëüíóþ ïëàâó÷åñòü.Ëèòåðàòóðà1. Íüþìåí Äæ. Ìîðñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà. Ë.: Ñóäîñòðîåíèå, 1985. 368 ñ.2. Ëóðüå À.È. Àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ì.: ÔÌ, 1961. 824 ñ.3. FLUENT 6.3 User's Guide. 2006.



ÎÁ ÀÏÏËÀÍÀÖÈÎÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÀÕ ÈÇÌÅ�ÅÍÈßÂÍÓÒ�È�ËÀÇÍÎ�Î ÄÀÂËÅÍÈßÑ.Ì. ÁàóýðÎáñóæäàþòñÿ äâå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè àïïëàíàöèîííûõ ìåòî-äîâ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ. Â îáåèõ ìîäåëÿõ ãëàç ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ êàê äâå ñîïðÿæåííûå îáîëî÷êè ñ ðàçíûìè ìåõàíè÷å-ñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè (ðîãîâèöà è ñêëåðà). Â ïåð-âîé àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ðîãîâèöà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìÿãêàÿ áåç-ìîìåíòíàÿ îáîëî÷êà, ñêëåðà � êàê ñ�åðè÷åñêèé èëè ýëëèïòè÷åñêèéñåãìåíò. Îáå îáîëî÷êè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èçîòðîïíûå. Âî âòîðîéêîíå÷íî-ýëëåìåíòíîé ìîäåëè ðîãîâèöà è ñêëåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàêäâà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ñåãìåíòà.1. ÂâåäåíèåÂ ìîíîãðà�èè [1℄, èçäàííîé â 1991 ã., îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â èñòîðèèðàçâèòèÿ òîíîìåòðèè òðàäèöèîííî âûäåëÿþò ÷åòûðå ïåðèîäà.Ïåðâûé, íà÷àëüíûé, ïåðèîä (1862�1884), â òå÷åíèå êîòîðîãî èç-ìåðåíèå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (Â�Ä) íîñèëî ýêñïåðèìåíòàëü-íûé õàðàêòåð.Âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, âàæíîå çíà÷åíèå èçìåðåíèÿ Â�Ä ïîä-÷åðêíóë Àëüáðåõò �îí �ðå�å â 1862 ã., èçó÷àÿ ïðè÷èíû âîçíèê-íîâåíèÿ ãëàóêîìû [1�3℄. Îí îïðåäåëèë ïîâûøåíèå î�òàëüìîòîíóñàïðè ãëàóêîìå êàê êàðäèíàëüíûé ñèìïòîì, îí òàêæå ñîçäàë ïåðâûéòîíîìåòð èìïðåññèîííîãî òèïà. ×åì ìÿã÷å ãëàç, ò.å. ÷åì íèæå Â�Ä,òåì áîëüøå îí äå�îðìèðóåòñÿ ïîä âëèÿíèåì îäíîé è òîé æå ñèëû.Ïðè èìïðåññèîííîì ìåòîäå íà ãëàç ïðîèçâîäÿò äàâëåíèå êîíöîìíåêîòîðîãî øòè�òà íåáîëüøîãî äèàìåòðà, à î äå�îðìàöèè ñóäÿòïî ãëóáèíå îáðàçóåìîé ïîëîãîé ÿìêè. Ïîñëå òîíîìåòðà À. �ðå�åïîÿâèëèñü è äðóãèå èìïðåññèîííûå ïðèáîðû, êàê ïðàâèëî î÷åíüíåòî÷íûå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �07-01-00250.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 27 �åâðàëÿ 2007 ã.
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86 Ñ.Ì. ÁàóýðÂòîðîé, ðàííèé êëèíè÷åñêèé, ïåðèîä (1884�1913), ñâÿçàí 
 ñî-çäàíèåì À.Í. Ìàêëàêîâûì òîíîìåòðà, ïîëîæèâøåãî íà÷àëî ðàçâè-òèÿ àïïëàíàöèîííîé òîíîìåòðèè [4℄.Ïðè àïïëàíàöèîííîé òîíîìåòðèè ãëàç äå�îðìèðóåòñÿ ãðóçîì ñïëîñêèì îñíîâàíèåì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáðàçóåòñÿ �êðóæîê ñïëþ-ùèâàíèÿ èëè àïïëàíàöèè� [2�3℄. Èçìåðåíèå Â�Ä ìîæåò ïðîèçâî-äèòüñÿ ïî âåëè÷èíå äå�îðìàöèè ïðè îäèíàêîâîé ñèëå äàâëåíèÿ íàãëàç ëèáî ïî âåëè÷èíå äàâëåíèÿ íà ãëàç ïðè îäíîé è òîé æå çîíåêîíòàêòà. Â òîíîìåòðå Ìàêëàêîâà èñïîëüçîâàëèñü ãðóçû âåñîì 5èëè 10 ãðàììîâ. Â ïåðèîä 1884�1913 ãã. òîíîìåòð Ìàêëàêîâà (1884),à ñ 1905 ã. èìïðåññèîííûé òîíîìåòð Øèîòöà íà÷àëè ïðèìåíÿòüñÿâ êëèíè÷åñêîé ïðàêòèêå, íî, êàê îòìå÷àåòñÿ â [1℄, �íåäîñòàòî÷íîðàçðàáîòàííûìè îñòàâàëàñü òåîðèÿ òîíîìåòðèè è ïðèíöèïû ñòàí-äàðòèçàöèè è êàëèáðîâêè òîíîìåòðîâ�.Òðåòèé, íàó÷íî-êëèíè÷åñêèé, ïåðèîä (1913�1950), ñâÿçûâàþò �ñøèðîêèì âíåäðåíèåì òîíîìåòðèè â ïîâñåäíåâíóþ ïðàêòèêó�.×åòâåðòûé ïåðèîä � �Ñîâðåìåííûé ïåðèîä, îçíàìåíîâàâøèé-ñÿ çàâåðøåíèåì êàëèáðîâêè è ñòàíäàðòèçàöèè èìïðåññèîííîãî òî-íîìåòðà Øèîòöà, àïïëàíàöèîííîãî òîíîìåòðà Ìàêëàêîâà è ñîçäà-íèåì àïïëàíàöèîííîãî òîíîìåòðà �îëüäìàíà (1954)� [1℄. Òîíîìåòð�. �îëüäìàíà, íàçâàííûé ïî èìåíè øâåéöàðñêîãî î�òàëüìîëîãà�àíñà �îëüäìàíà (1899�1991), êîòîðûé åãî èçîáðåë, áûñòðî ñòàëìåæäóíàðîäíûì ñòàíäàðòîì â î�òàëüìîëîãèè. Äàííûå, ïîëó÷àå-ìûå ýòèì òîíîìåòðîì, ñòàëè íàçûâàòü çîëîòûì ýòàëîíîì. Ïðè èç-ìåðåíèè Â�Ä ïî �îëüäìàíó ñîçäàåòñÿ íåáîëüøàÿ çîíà êîíòàêòà (âïåðâûõ òîíîìåòðàõ äèàìåòð çîíû ñïëþùèâàíèÿ ñîñòàâëÿë 2.03 ìì[2℄, ïîçæå 3.06 ìì), è î âåëè÷èíå Â�Ä ñóäÿò ïî ñèëå, êîòîðàÿ òðå-áóåòñÿ, ÷òîáû ñäåëàòü ïëîñêîé ýòó ÷àñòü ðîãîâèöû. Ïðè òàêîé ìà-ëîé çîíå êîíòàêòà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âëèÿíèå ñèë óïðóãîñòè ðî-ãîâèöû î÷åíü ìàëî, è òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà, âûçûâàþùàÿñïëþùèâàíèå ðîãîâèöû, äåëåííàÿ íà ïëîùàäü êîíòàêòà, áóäåò ðàâ-íà äàâëåíèþ âíóòðè ìÿãêîé îáîëî÷êè. Äèàìåòð àïïëàíàöèè 3.06 ììáûë âûáðàí â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îí îáåñïå÷èâàåò ñîîòíîøåíèå, êîãäàâíåøíåå äàâëåíèå íà ðîãîâèöó â 1.0 ã ñîîòâåòñòâóåò âíóòðèãëàçíî-ìó äàâëåíèþ â 10 ìì ðò. ñò.Ïî-âèäèìîìó, ñåé÷àñ (ïîñëå 1991 ã.) ìîæíî âûäåëèòü ïÿòûé ïå-ðèîä ðàçâèòèÿ òîíîìåòðèè, ñâÿçàííûé ñ ðàçâèòèåì ðå�ðàêöèîí-



Îá àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäàõ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ 87íîé õèðóðãèè. �Çàâåðøåíèå êàëèáðîâêè� òîíîìåòðîâ áûëî îñíîâàíîíà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, íà âûÿâëåíèè �ñðåäíèõ� ïîêàçàòå-ëåé [1℄.Êàê îòìå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ êíèãàõ ïî î�òàëüìîëîãèè, íàïðèìåð,â [3℄, �îñíîâíûìè �àêòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè Â�Ä, ÿâëÿþòñÿ: ïðî-äóêöèÿ êàìåðíîé âëàãè è ñîïðîòèâëåíèå îòòîêó åå èç ãëàçà�. Îäíà-êî, êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå Ñ.Þ. Êàëü�à åùå â 1928 ã. [5℄, �åñëè ìûîáðàòèìñÿ ê ìåòîäèêå èññëåäîâàíèÿ Â�Ä, òî ìû äîëæíû ïðèçíàòü,÷òî íàøè òîíîìåòðè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ íå ñòîëüêî äàþò íàì çà-êëþ÷åíèå î âíóòðèãëàçíîì äàâëåíèè, ñêîëüêî î ðåàêöèè ãëàçíûõîáîëî÷åê íà ïðèëîæåíèå ê ãëàçó òîíîìåòðà�. Ïðè ñîçäàíèè êàëèá-ðîâî÷íûõ òàáëèö äëÿ òîíîìåòðà Ìàêëàêîâà [6�8℄ è ïðè êàëèáðîâêåòîíîìåòðà �îëüäìàíà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â ñðåäíåì âñå ãëàçà èìå-þò ïðèìåðíî îäèí è òîò æå îáúåì, è ðîãîâèöû ãëàç èìåþò ïðèìåðíîîäíè è òå æå ãåîìåòðè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Äèàìåòðãëàçíîãî ÿáëîêà ÷åëîâåêà äåéñòâèòåëüíî âàðüèðóåòñÿ â î÷åíü ìà-ëûõ ïðåäåëàõ è â ñðåäíåì ðàâåí ïðèìåðíî 24 ìì. Òîëùèíà ðîãî-âèöû ïåðåìåííà, íî â öåíòðàëüíîé çîíå ìèíèìàëüíà è â ñðåäíåìðàâíà 0.52 ìì [8�10℄.Òîíîìåòð �îëüäìàíà ïîëâåêà ñ÷èòàëñÿ îäíèì èç ñàìûõ íàäåæ-íûõ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ.Îäíàêî ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ïðèáîðû, êîòîðûå ïîçâîëÿþòïðè îáñëåäîâàíèè ïàöèåíòà òî÷íåå îïðåäåëèòü ãåîìåòðè÷åñêèå ïà-ðàìåòðû ðîãîâèöû, è, êàê ñëåäñòâèå, ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò, â êîòî-ðûõ îáñóæäàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé òîíîìåòðà �îëüä-ìàíà ê òîëùèíå ðîãîâèöû â öåíòðàëüíîé çîíå [9�13℄. Îñîáåííî ýòàçàâèñèìîñòü ìîæåò ñèëüíî ïðîÿâëÿòüñÿ ïîñëå êåðàòîðå�ðàêöèîí-íûõ îïåðàöèé [14�15℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ êîððåêöèè çðåíèÿèíîãäà ïðè îïåðàöèÿõ ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ òîëùèíà ðîãîâèöû âñðåäíåé çîíå èëè êðèâèçíà ðîãîâèöû. Â ðàáîòå [15℄ ïðåäñòàâëåíûðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ñ èñïîëü-çîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåòîäèê èçìåðåíèÿ ïîñëå ðàçëè÷íûõ êåðàòî-ðå�ðàêöèîííûõ îïåðàöèé, ìåíÿþùèõ òîëùèíó è êðèâèçíó ðîãîâè-öû. Áûëè îòìå÷åíû çíà÷èòåëüíûå ðàñõîæäåíèÿ çíà÷åíèé Â�Ä, ïî-ëó÷åííûõ ðàçëè÷íûìè òîíîìåòðàìè íà îäíîì è òîì æå ãëàçó (äî12 ìì ðò. ñò.), îáúÿñíÿåìûå àíàòîìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè îïåðè-ðîâàííûõ ãëàç, èçìåíåííûì ïðî�èëåì ðîãîâèöû è åå ñíèæåííîé



88 Ñ.Ì. Áàóýðæåñòêîñòüþ.Ïîíÿòíî ïîýòîìó, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ âíîâü ñòàëè àêòóàëü-íûìè âîïðîñû òåîðèè òîíîìåòðèè, ñîçäàíèå ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõîöåíèòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ãëàçà íà ïîêàçàòåëè Â�Ä.2. Îñíîâû àïïëàíàöèîííîé òîíîìåòðèè�îãîâèöà ãëàçà áëèçêà ê ìÿãêîé îáîëî÷êå (ò.å. ê îáîëî÷êå, íå ñî-ïðîòèâëÿþùåéñÿ èçãèáó). Èçâåñòíî, ÷òî ìîäóëè óïðóãîñòè è ñêëå-ðû è ðîãîâèöû â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè íà äâà ïîðÿäêà áîëü-øå ìîäóëÿ óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè òîëùèíû îáîëî÷êè [16�17℄.Ïðè èçìåðåíèè Â�Ä àïïëàíàöèîííûìè ìåòîäàìè (ðèñ. 1) ðàçëè÷à-þò òîíîìåòðè÷åñêîå äàâëåíèå: pt =W=S, ãäåW � âåñ, ïðèëàãàåìî-ãî ãðóçà (èëè ïðèêëàäûâàåìàÿ ñèëà), S � ïëîùàäü çîíû êîíòàêòà.

�èñ. 1. Òîíîìåòðè÷åñêîå äàâëåíèå.Ïðè ýòîì èñòèííîå âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå (äàâëåíèå â ãëàçóäî íàãðóæåíèÿ) ñâÿçàíî ñ òîíîìåòðè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì [3℄,[8℄p = pt +N �M = WS +N �M; (1)ãäåM � âëèÿíèå ñèë óïðóãîñòè ðîãîâèöû, óìåíüøàþùåå çîíó êîí-òàêòà, à N � ñèëû, óâåëè÷èâàþùèå çîíó êîíòàêòà, çà ñ÷åò ïðè-êëàäûâàåìîãî ãðóçà. Íà óâåëè÷åíèå çîíû êîíòàêòà ìîæåò òàêæå



Îá àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäàõ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ 89ïîâëèÿòü ñëåä ñëåçû (ñì. ðèñ 1). Ïîíÿòíî, ÷òî ñèëû M è N òðóäíîîöåíèòü, òåì áîëåå äëÿ êîíêðåòíîãî ãëàçà.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñòèííîå âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè òîíîìåòðà Ìàêëàêîâà îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ ñïåöè-àëüíûõ òàáëèö, â îñíîâå êîòîðûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíóòðèãëàçíîãîäàâëåíèÿ ëåæàò ýìïèðè÷åñêèå �îðìóëû, ñâÿçàííûå ñ âåëè÷èíîéèçìåíåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ pt � p ïðè íàãðóæåíèè ãëà-çà òîíîìåòðîì è îáúåì �V ñåãìåíòà ðîãîâèöû, îñíîâàíèå êîòîðî-ãî ðàâíî êðóãó, ñîâïàäàþùåìó ñ ïëîùàäüþ êîíòàêòà òîíîìåòðà èðîãîâèöû. Îáúåì �V íàçûâàþò îáúåìîì ñìåùåííîé æèäêîñòè. Â1918 ã. �åìåð, îñíîâûâàÿñü íà ìàëîñòè îáúåìà �V ïî îòíîøåíèþê îáúåìó ãëàçà, ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ ñâÿçü [3℄,[8℄:pt � p = K�V; K = 
onst:Âåëè÷èíà êîíñòàíòû K â ýòîì ñîîòíîøåíèè ïîëàãàëàñü çàâè-ñÿùåé òîëüêî îò óïðóãèõ ñâîéñòâ îáîëî÷êè, è äëÿ åå îïðåäåëåíèÿïðåäëàãàëîñü ñäåëàòü äâà èçìåðåíèÿ ñ ðàçíûìè ãðóçàìè. Îäíàêîïîçæå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî âåëè÷èíà K çàâèñèò è îò ãðóçà.Â 1937 ã. Ôðèäåíâàëüä íà îñíîâå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ äàííûõ, ïðîâåäåííûõ íà âûäåëåííûõ ãëàçàõ, ïîêàçàë, ÷òîäîñòàòî÷íî õîðîøî ñâÿçü ìåæäó èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ è ââåäåííûìâ ãëàç äîïîëíèòåëüíûì îáúåìîì �V � îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåìln p1 � ln p0 = A�V �; A = 
onst; (2)ãäå p0, p1 � âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå â íà÷àëå îïûòà è ïîñëå ââå-äåíèÿ â ãëàç îáúåìà æèäêîñòè �V �; âåëè÷èíó A íàçûâàþò ðèãèä-íîñòüþ îáîëî÷êè [8℄. Ôðèäåíâàëüä ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ñîîò-íîøåíèå (1) äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ p0 è ðè-ãèäíîñòè îáîëî÷êè ãëàçà A íà îñíîâå îïûòîâ ïî íàãðóæåíèþ ãëà-çà òîíîìåòðîì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èçìåíåíèå äàâëåíèÿ âíóòðè ãëà-çà ïðè íàãðóæåíèè åãî òîíîìåòðîì ðàâíî èçìåíåíèþ äàâëåíèÿ âòîì æå ãëàçó, åñëè â íåãî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûé îáúåì æèäêîñòè�V �, ðàâíûé îáúåìó ñ�åðè÷åñêîãî ñåãìåíòà �V , îñíîâàíèå êîòî-ðîãî ðàâíî çîíå êîíòàêòà òîíîìåòðà è ðîãîâèöû.Òàê ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãëî â îñíîâó ñòàíäàðòíûõ òàáëèö äëÿòîíîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ [7�8℄. Îä-íàêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ îïûòíûì äàííûì â ýòî



90 Ñ.Ì. Áàóýðñîîòíîøåíèå ââîäèëîñü ìíîãî ðàçíûõ ïîïðàâîê, ñâÿçàííûõ ñî ñëî-åì ñëåçû è äð. Íèêàêèõ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðè ýòîì íå ðàñ-ñìàòðèâàëîñü.3. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè àïïëàíàöèîííîéòîíîìåòðèè3.1. Òîíîìåòð ÌàêëàêîâàÂ ðàáîòå [18℄ áûëè ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëüíûå çàäà÷è. Â îä-íîé (ðèñ. 2) ãëàç ìîäåëèðîâàëñÿ êàê ìÿãêàÿ (áåçìîìåíòíàÿ) ñ�å-ðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà. Â äðóãîé (ðèñ. 3) ãëàç ðàññìàòðèâàëñÿ êàê äâåñîïðÿæåííûå îáîëî÷êè ñ ðàçíûìè ñâîéñòâàìè � ðîãîâèöà è ñêëåðà.
�èñ. 2. Ìÿãêàÿ ñ�åðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà.Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñêëåðà è ðîãîâèöà èìåþò �îðìó ñ�åðè÷å-ñêèõ ñåãìåíòîâ ðàçíîãî ðàäèóñà. Â ðàáîòå [18℄ ïðîâîäèëñÿ àíàëèçâëèÿíèÿ óïðóãèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñêëåðû è ðîãîâèöû íàèçìåíåíèå äàâëåíèÿ â ãëàçó ïðè åãî íàãðóæåíèè.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ãëàç äî íàãðóæåíèÿ çàïîë-íåí íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ñ äàâëåíèåì p0. Âî âòîðîé ìîäåëè ðî-ãîâèöà, êîòîðàÿ ïðè íàãðóæåíèè èñïûòûâàåò áîëüøèå äå�îðìàöèè(ðèñ. 3, ñïðàâà), òàêæå ïðåäïîëàãàëàñü áåçìîìåíòíîé ìÿãêîé îáî-ëî÷êîé. (Èçâåñòíî, ÷òî ìîäóëü óïðóãîñòè ðîãîâèöû Er â íåñêîëüêîðàç ìåíüøå ìîäóëÿ óïðóãîñòè ñêëåðû Es.) Â ýòîì ñëó÷àå ïî çîíåêîíòàêòà ëåãêî îïðåäåëÿëîñü äàâëåíèå âíóòðè íàãðóæåííîé îáî-
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�èñ. 3. Ìîäåëü äâóõ ñîïðÿæåííûõ ñ�åðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ.ëî÷êè p (p = pt = P=S). Ïðåäïîëàãàëîñü òàêæå, ÷òî ëèíèÿ äåé-ñòâèÿ ïðèëîæåííîé ê îáîëî÷êå âíåøíåé ñèëû (âåñà ãðóçà) ïðîõî-äèò ÷åðåç öåíòðû îáîèõ ñ�åðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ è ÷òî â ðåçóëüòàòåäåéñòâèÿ ãðóçà ñêëåðà äå�îðìèðóåòñÿ òàê, ÷òî óãîë 's, ïîä êîòî-ðûì èç öåíòðà ñêëåðû âèäíà ëèíèÿ êîíòàêòà, îñòàåòñÿ íåèçìåííûì,à ñ�åðè÷åñêèé ñåãìåíò, ìîäåëèðóþùèé ñêëåðó, îñòàåòñÿ ñ�åðè÷å-ñêèì ñåãìåíòîì, íî ñ èçìåíåííûì ðàäèóñîì � Rs. Äå�îðìàöèÿ ðî-ãîâèöû, òàê æå êàê è äå�îðìàöèÿ îáîëî÷êè â ïåðâîé ìîäåëè, îïè-ñûâàëèñü íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïîëàãàëîñü, ÷òî óìåíüøåíèåîáúåìà �V ïîä ñåãìåíòîì ACDB â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ãðóçà:�V = � Z sb0 (r20 sin'0 � r2�1 sin')ds0;êîìïåíñèðóåòñÿ ðàñòÿæåíèåì ñêëåðû:�V = �(p� p0); � = 3(1� �s)R0s2Eshs Vs:Çäåñü îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ s0 � äëèíà äóãè îáðàçóþùåé îáîëî÷-êè â íåíàãðóæåííîì ñîñòîÿíèè, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò îñè ñèììåòðèè;



92 Ñ.Ì. Áàóýðr0 = �1; r, ' � ðàññòîÿíèå äî îñè ñèììåòðèè è óãîë ìåæäó íîðìà-ëüþ ê îáîëî÷êå è îñüþ ñèììåòðèè; � � ïîäàòëèâîñòü îáîëî÷êè ïðèïîâûøåíèè äàâëåíèÿ.Íà îñíîâå ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ â [18℄ äëÿ ìíîãèõ ïàðàìåò-ðîâ, îòìå÷àåòñÿ, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ íà ïðàêòèêå ñâÿçü ìåæäó èñòèí-íûì âíóòðèãëàçíûì äàâëåíèåì è äèàìåòðîì ïëîñêîé ÷àñòè îáëàñòèäå�îðìàöèè ðîãîâèöû ãëàçà ïðè èçìåðåíèè ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâàóäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèÿìè ìîäåëüíûõ çàäà÷. Îò-ìå÷àåòñÿ, ÷òî ñâÿçü p0 = f(d) ñëàáî çàâèñèò îò óïðóãèõ ñâîéñòâîáîëî÷åê ãëàçà. Îäíàêî îòìå÷àëîñü, ÷òî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òîèçìåíåíèå äàâëåíèÿ âíóòðè îáîëî÷êè ïðè åå íàãðóæåíèè ñîâïàäàåòñ èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ â òîé æå îáîëî÷êå ïîñëå ââåäåíèÿ â íåå äî-ïîëíèòåëüíîãî îáúåìà æèäêîñòè, ðàâíîãî êîëè÷åñòâó �ñìåùåííîéæèäêîñòè�, íå ñîãëàñóåòñÿ ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè äëÿ ìîäåëüíûõçàäà÷. Îòìå÷àëîñü òàêæå, ÷òî íà èñòèííîå çíà÷åíèå Â�Ä îêàçûâà-þò âëèÿíèå ïàðàìåòðû íå òîëüêî ðîãîâèöû, íî è ñêëåðû.Èçâåñòíî, ÷òî ó ëþäåé ñ ìèîïèåé (áëèçîðóêîñòüþ) è ãèïåðìåò-ðîïèåé (äàëüíîçîðêîñòüþ) ãëàç èìååò �îðìó ýëëèïñîèäà, ïîëóîñèêîòîðîãî ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ. Ïðè÷åì ó ëþäåé ñ ìèîïè-åé äëèíà �ïåðåäíå-çàäíåé îñè� è îáúåì ãëàçà áîëüøå, ÷åì ó ëþäåé ñýììåòðîïèåé (íîðìàëüíûì çðåíèåì) è ó ëþäåé ñ ãèïåðìåòðîïèåé.Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå [19℄, ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèÿ [18℄, òàêæåîáñóæäàëàñü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçìåðåíèÿ Â�Ä ïî ìåòîäó Ìà-êëàêîâà. Ïðè ýòîì ãëàçíîå ÿáëîêî ìîäåëèðîâàëîñü ñîïðÿæåííûìèîáîëî÷êàìè. �îãîâèöà ïî-ïðåæíåìó ìîäåëèðîâàëàñü ñ�åðè÷åñêèìñåãìåíòîì, à ñêëåðà � ñåãìåíòîì áîëåå îáùåé �îðìû � ýëëèïñîè-äàëüíûì (ðèñ. 4).�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü, êàê è â [18℄, ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ,õàðàêòåðèçóþùèõ ðîãîâèöó è ñêëåðó (âàðüèðîâàëèñü ìîäóëè óïðó-ãîñòè ðîãîâèöû Er è ñêëåðû Es, òîëùèíû îáîëî÷åê è ðàäèóñ êðè-âèçíû ðîãîâèöû).Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî îáúåì ýëëèïñîèäàëüíîãî ñåãìåíòà ñ ïîëóîñÿ-ìè a è b ðàâåí îáúåìó ñ�åðè÷åñêîãî ñåãìåíòà ðàäèóñà Rs, òî ìîæíîïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü èñòèííîãî Â�Ä îò ñîîòíîøåíèÿ ïîëóîñåé ýë-ëèïñîèäàëüíîãî ñåãìåíòà.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü èñòèííîãî Â�Ä îò ñîîòíîøåíèÿïîëóîñåé � = b=a ïðè äèàìåòðå çîíû êîíòàêòà d = 4:5 ìì.
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�èñ. 4. Ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ �îðìó ñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè.Âåñ òîíîìåòðà P = 5 ã; Es = 12ÌÏà; hs = 0:5 ìì; Er = 2:4ÌÏà;hr = 0:5 ìì; Rs = 12 ìì. Ïàðàìåòð � = 1=2 ñîîòâåòñòâóåò áëèçî-ðóêèì ãëàçàì, � = 1 � ñ�åðè÷åñêîìó ñåãìåíòó ñêëåðû, à � = 2 �äàëüíîçîðêèì ãëàçàì. �àñ÷åòû, ïðîâåäåííûå ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðà-ìåòðàõ, ïîêàçàëè, ÷òî îäèíàêîâîé çîíå êîíòàêòà ãðóçà è ðîãîâèöûâ äàëüíîçîðêèõ ãëàçàõ ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî áîëüøåå Â�Ä, ÷åìâ ãëàçàõ ñ íîðìàëüíûì çðåíèåì, â áëèçîðóêèõ ãëàçàõ èñòèííîå çíà-÷åíèå Â�Ä î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî (ìåíüøå, ÷åì íà 1 ìì. ðò. ñò.), íè-æå, ÷åì â ãëàçàõ ñ íîðìàëüíûì çðåíèåì (ñì. ðèñ. 5). Îäíàêî, åñëèìû áóäåì ó÷èòûâòü, ÷òî ó ëþäåé ñ ìèîïèåé îáúåì ãëàçà áîëüøå,÷åì ó ëþäåé ñ ýììåòðîïèåé è ó ëþäåé ñ ãèïåðìåòðîïèåé, òî ìîæíîïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 6, êîòîðàÿ õîðîøîñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [19℄. Íà ðèñ. 6 ÏÇÎ �äëèíà �ïåðåäíå-çàäíåé îñè� = 2a, b = 12 ìì, âåñ òîíîìåòðà P = 10 ã.Òàêèì îáðàçîì, â çîíå ðåàëüíîãî âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (p =14�20 ìì. ðò. ñò.) ìîäåëü ñîïðÿæåííûõ îáîëî÷åê õîðîøî îïèñûâàåòçàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëåé Â�Ä, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ìàêëàêîâà, îòîáúåìà ãëàçà. �åçóëüòàòû ïîêàçàëè òàêæå, ÷òî ïîêàçàòåëè Â�Ä,ïîëó÷åííûå ïðè P = 10 ã. (ýòîò ãðóç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ



94 Ñ.Ì. Áàóýð

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü èñòèííîãî Â�Ä îò ñîîòíîøåíèÿ ïîëóîñåé.â íàøèõ ìåäèöèíñêèõ ó÷ðåæäåíèÿõ), ñëàáî çàâèñÿò îò òîëùèíûðîãîâèöû.3.2. Òîíîìåòð �îëüäìàíàÊàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè àïïëàíàöèîííîé òîíîìåòðèè èçìå-ðåíèå Â�Ä ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïî âåëè÷èíå äå�îðìàöèè ïðè çà-äàííîì ãðóçå (ïî ìåòîäó Ìàêëàêîâà) ëèáî ïî âåëè÷èíå äàâëåíèÿíà ãëàç ïðè îäíîé è òîé æå çîíå êîíòàêòà (ïî ìåòîäó �îëüäìà-íà). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè ýòî ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è ïðèîäíîé è òîé æå ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. Òî åñòü îïèñàííàÿ âûøå èïîäðîáíî ïðåäñòàâëåííàÿ â [18�19℄ ìîäåëü ñîïðÿæåííûõ îáîëî÷åêìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äëÿ îïèñàíèÿ òîíîìåòðà �îëüäìàíà.Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê ðîãîâèöà ðàññìàòðèâàëàñü êàêìÿãêàÿ îáîëî÷êà, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ïîêàçà-òåëè Â�Ä äîëæíû áûòü íå ÷óâñòâèòåëüíû ê òîëùèíå ðîãîâèöû. Íîýòî íå ñîîòâåòñòâóåò äàííûì î�òàëüìîëîãîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîìíîãèõ ðàáîòàõ [9�15℄ îáñóæäàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåéòîíîìåòðà �îëüäìàíà ê òîëùèíå ðîãîâèöû â öåíòðàëüíîé çîíå.Â ðàáîòå [20℄ íà îñíîâå àíàëèçà ãðóïïû èç 1100 ïàöèåíòîâ ïðåä-ëàãàëîñü â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ðîãîâèöû, ïîëó÷åííîé ïðè ïî-ìîùè êåðàòîïàõèìåòðèè � ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ òîëùèíû ðîãîâè-
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�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü èñòèííîãî Â�Ä îò îáúåìà ãëàçà.öû â öåíòðàëüíîé çîíå, âûäåëèòü 5 óñëîâíûõ ãðóïï: I � �óëüòðà-òîíêèå�, II � �òîíêèå�, III � �íîðìàëüíûå�, IV � �òîëñòûå�, V ��óëüòðàòîëñòûå� ðîãîâèöû.Ñ ó÷åòîì äàííûõ [20℄ â ðàáîòå [21℄ â êàæäîé óñëîâíîé ãðóï-ïå ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçàòåëåé Â�Ä, ïîëó÷åííûõíà îäíèõ è òåõ æå ãëàçàõ ðàçíûìè ìåòîäàìè. Àíàëèçó ïîäâåðã-ëàñü áîëüøàÿ ãðóïïà ïàöèåíòîâ. �åçóëüòàòû ïîêàçàëè (ðèñ. 7), ÷òîäàííûå Â�Ä, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Ìàêëàêîâà ñóùåñòâåííî ìåíåå÷óâñòâèòåëüíû ê çíà÷åíèþ òîëùèíû ðîãîâèöû, ÷åì äàííûå, ïîëó-÷åííûå òîíîìåòðîì �îëüäìàíà.Âèäíî, ÷òî ïðè èçìåðåíèè Â�Ä ïî �îëüäìàíó âëèÿíèå òîëùèíûðîãîâèöû íà ïîêàçàòåëè Â�Ä ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì ïðè èçìå-ðåíèè Â�Ä òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà.�îãîâèöà, êàê è ñêëåðà, áëèçêà ê ìÿãêîé îáîëî÷êå, íî óïðóãèìèñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ïðè èçãèáå. Ïî äàííûì [16�17℄, è ñêëåðà,è ðîãîâèöà áëèçêè ê òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì îáîëî÷êàì, ó êî-òîðûõ ìîäóëü óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè òîëùèíû îáîëî÷êè íà äâàïîðÿäêà ìåíüøå òàíãåíöèàëüíîãî ìîäóëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëî âû-
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�èñ. 7. Ïîêàçàòåëè Â�Ä, ïîëó÷åííûå òîíîìåòðîì �îëüäìàíàè òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà.ïîëíåíî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è â ïðîãðàììíîìïàêåòå ANSYS-âåðñèÿ 9.0 [21℄. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè èçìåðå-íèÿ Â�Ä ïî �îëüäìàíó ïðåäñòàâëåíû â ðÿäå ðàáîò. Óïðóãàÿ ñèñòåìàðîãîâèöà � ñêëåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîïðÿæåíèå äâóõ ñ�åðè÷å-ñêèõ îáîëî÷åê ñ ðàçíûìè äèàìåòðàìè è ðàçíûìè óïðóãèìè ñâîé-ñòâàìè. �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âîçìóùåíèå, âíîñèìîå â óïðóãóþñèñòåìó (ðîãîâèöà � ñêëåðà) òîíîìåòðîì �îëüäìàíà, ëîêàëèçîâàíîâáëèçè îáëàñòè êîíòàêòà è íà ñòûêå ðîãîâèöû ñî ñêëåðîé óæå äîñòà-òî÷íî ìàëî, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå äå�îðìèðîâàíèå ðîãîâèöû â îñíîâ-íîì çàâèñèò îò óïðóãèõ ñâîéñòâ è ãåîìåòðèè ðîãîâèöû. Ïîýòîìó áåçïîòåðè òî÷íîñòè ñèñòåìà ðîãîâèöà � ñêëåðà â ðÿäå ðàáîò çàìåíå-íà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êîé ïîñòîÿííîéòîëùèíû, èìåþùåé ðàäèóñ ðîãîâèöû. Îäíàêî ïðè ìîäåëèðîâàíèèèçìåðåíèÿ Â�Ä òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà, îñîáåííî ãðóçîì 10 ã., ò.å.â ñëó÷àå, êîãäà çîíà êîíòàêòà îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áoëüøåé,îáîëî÷êà ñêëåðû ìîæåò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïðî-öåññ äå�îðìèðîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â [21℄ êîðíåîñêëåðàëüíàÿ îáî-ëî÷êà ìîäåëèðóåòñÿ ñîïðÿæåííûìè îáîëî÷êàìè. Çàäà÷à ðåøàëàñü â



Îá àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäàõ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ 97ïðåäïîëîæåíèè îñåâîé ñèììåòðèè. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïîêà-çàëè, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ðàññìîòðåíèåì âåðõíåé ïîëî-âèíû øàðîâîãî ñëîÿ ñêëåðû è íà ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè òàêæåñòàâèòü óñëîâèÿ ñèììåòðèè. Ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàñ÷åòûïðè ðàçíûõ ïàðàìåòðàõ. Çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è ìîäóëåé ñäâèãà ìåíÿëèñü â øèðîêîì äèàïàçîíå.Íà ðèñ. 8�10 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿ-æåíèé ïðè èçìåðåíèè Â�Ä ðàçíûìè òîíîìåòðàìè äëÿ êîðíåîñêëå-ðàëüíîé îáîëî÷êè, ó êîòîðîé ìîäóëü óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè òîë-ùèíû îáîëî÷êè â 20 ðàç ìåíüøå òàíãåíöèàëüíîãî ìîäóëÿ, ìîäóëèðîãîâèöû â 3 ðàçà ìåíüøå, ÷åì ìîäóëè ñêëåðû. Èñòèííîå âíóòðåííåäàâëåíèå âî âñåõ ñëó÷àÿõ 15 ìì ðò.ñò.

�èñ. 8. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ãðóç 10 ã.�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷åì ìåíüøå çîíà êîíòàêòà ãðóçà èîáîëî÷êè (çà ñ÷åò âåëè÷èíû ãðóçà èëè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ), òåìáîëüøå äîëÿ óñèëèé, èäóùèõ íà èçãèáíûå äå�îðìàöèè (ýòî âèäíîè ïî ðèñ. 8�10). Òîëùèíà ðîãîâèöû ñóùåñòâåííî âëèÿåò èìåííî íàèçãèáíûå äå�îðìàöèè îáîëî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê ïðè èçìå-ðåíèè Â�Ä òîíîìåòðîì �îëüäìàíà äèàìåòð çîíû êîíòàêòà 3.06 ìì,à ïðè èçìåðåíèè òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà (5 è 10 ã) ïðè �ñðåäíèõ�äàâëåíèÿõ (îò 10 äî 30 ìì ðò.ñò.) äèàìåòð çîíû êîíòàêòà áîëüøå,òî ïîêàçàòåëè Â�Ä ïðè èçìåðåíèè òîíîìåòðîì �îëüäìàíà ñóùå-ñòâåííî áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ òîëùèíû ðîãîâèöû, ÷åì
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�èñ. 9. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ãðóç 5 ã.ïîêàçàòåëè Â�Ä ïðè èçìåðåíèè òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà. Áîëåå òî-ãî, ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò òàêæå, ÷òî âëèÿíèå òîëùèíû ðîãîâèöû íàïîêàçàòåëè Â�Ä ïðè èçìåðåíèè òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà âåñîì 5 ã.áîëüøå, ÷åì íà ïîêàçàòåëè Â�Ä ïðè èçìåðåíèè òîíîìåòðîì âåñîì10 ã. Ýòî ïîäòâåðäèëè è êëèíè÷åñêèå äàííûå [21℄. Àíàëèçó ïîäâåð-ãàëàñü íåáîëüøàÿ ãðóïïà ïàöèåíòîâ. Òîëùèíà ðîãîâèöû ïàöèåí-òîâ ìåíÿëàñü îò 0.456 äî 0.608 ìì. Ïðîâîäèëñÿ àíàëèç ïîêàçàòåëåéÂ�Ä, ïîëó÷åííûõ íà îäíîì è òîì æå ãëàçó òîíîìåòðàìè Ìàêëàêî-âà âåñîì 5 è 10 ãðàììîâ. Ïîêàçàòåëè Â�Ä, ïîëó÷åííûå òîíîìåòðîì10 ã., ìåíÿëèñü â äèàïàçîíå îò 18 äî 20 ìì. ðò. ñò. Ïîêàçàòåëè Â�Ä,ïîëó÷åííûå íà òåõ æå ãëàçàõ òîíîìåòðîì 5 ã., ìåíÿëèñü â äèàïàçîíåîò 12 äî 17 ìì ðò. ñò.Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçíûõ ìîäóëÿõ óïðóãî-ñòè ïîêàçàëè, ÷òî íà äå�îðìàöèè îáîëî÷åê, à çíà÷èò, è íà ïîêàçà-òåëè Â�Ä íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêàçûâàåò ìîäóëü ñäâè-ãà â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïîâåðõíîñòè, à ýòîò ìîäóëü âòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé îáîëî÷êå íå çàâèñèò îò òàíãåíöèàëüíî-ãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè. Äëÿ ðîãîâèöû, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ ñëî-
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�èñ. 10. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, òîíîìåòð �îëüäìàíà.åâ, ýòîò ìîäóëü õàðàêòåðèçóåò ñâÿçü ýòèõ ñëîåâ, è èçâåñòíî òîëüêî,÷òî ýòîò ìîäóëü èìååò ìàëîå çíà÷åíèå.4. Çàêëþ÷åíèåÑðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî äâóì ìàòåìà-òè÷åñêèì ìîäåëÿì àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ Â�Ä, ïî-äðîáíåå ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòàõ [18℄,[21℄, ñ êëèíè÷åñêèìè äàííû-ìè ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ âëèÿíèÿ òîëùèíûðîãîâèöû íà ïîêàçàòåëì Â�Ä íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü àíèçîòðîïèþðîãîâèöû è ó÷èòûâàòü åå æåñòêîñòü íà èçãèá.Ëèòåðàòóðà1. Âóðãà�ò Ì.Á., Âóðãà�ò ß.Ì. Òîíîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿâíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ è ãèäðîäèíàìèêà ãëàçà ïðè ãëàóêîìå. Êàçàíü, 1991.112 ñ.2. Êðàñíîâ Ì.Ì. Ìèêðîõèðóðãèÿ ãëàóêîì Ì.: Ìåäèöèíà, 1980. 248 ñ.3. Âîëêîâ Â.Â. �ëàóêîìà ïðè ïñåâäîíîðìàëüíîì äàâëåíèè. �óêîâîäñòâî äëÿâðà÷åé. Ì.: Ìåäèöèíà, 2001. 352 ñ.4. Ìàêëàêîâ À.Í. Î�òàëüìîòîíîìåòðèÿ // Ìåä. îáîçðåíèå. 1884. Ò. 24.Ñ.1092�1095.
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ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈßÕ ÇÀÄÀ×ÈÎ ÂÎËÍÎÂÛÕ ÄÂÈÆÅÍÈßÕ ÆÈÄÊÎÑÒÈÂ ÎÁËÀÑÒÈ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ �ËÓÁÈÍÛÀÍ. Áåñòóæåâà�àññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîå äâèæåíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè â êëèíîâèäíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ èïëîñêèì íàêëîííûì äíîì. Âîëíîâîå äâèæåíèå âûçûâàåòñÿ ðàçëè÷íîãîâèäà âîçìóùåíèÿìè. �åøåíèå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ñîáñòâåííûõ�óíêöèé â çàäà÷àõ î âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ æèäêîñòè íàä íàêëîííûìäíîì, ïðîâîäèìûõ äîêëàä÷èêîì è äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè.1. Ââåäåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîå äâèæåíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè â êëèíîâèäíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòüþ è ïëîñêèì íàêëîííûì äíîì. Âîëíîâîå äâèæåíèå âûçûâà-åòñÿ ëèáî íà÷àëüíûì âîçìóùåíèåì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ëèáîâîçìóùåíèåì, ïðèëîæåííûì ê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ëèáî èñòî÷-íèêîì, ðàñïîëîæåííûì â æèäêîñòè, ëèáî ïîäâèæêîé äíà. Èññëåäó-åòñÿ ïîâåäåíèå �óíêöèè ', îïèñûâàþùåé ïîòåíöèàë ñêîðîñòè.Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå æèäêîñòèñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â ðàìêàõ ëèíåéíîé äèñïåðñèîííîé ìî-äåëè, äàíà â ðàáîòàõ [1℄�[2℄ è ñîäåðæèò óðàâíåíèå Ëàïëàñà (â îáùåìñëó÷àå óðàâíåíèå Ïóàññîíà) äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòåé '(x; y; z; t) ñêðàåâûìè óñëîâèÿìè ñìåøàííîãî (òðåòüåãî) òèïà è óãëîì íàêëîíàäíà � = �=2n, n = 1; 2; : : :. Ñïåöè�èêà çàäà÷è ñîñòîèò âî âòîðîìãðàíè÷íîì óñëîâèè, âûïèñàííîì äëÿ ðàâíîìåðíî ïîíèæàþùåãîñÿäíà (êëèíîâèäíàÿ îáëàñòü) (ðèñ. 1).Äîêëàä íà ñåìèíàðå 13 ìàðòà 2007 ã.

 ÀÍ. Áåñòóæåâà, 2007
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�èñ. 1. Êëèíîâèäíàÿ îáëàñòü ñ óãëîì íàêëîíà �.Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ�óíêöèé çàäà÷è, à çàòåì ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèéè ðàçëîæåíèåì èñêîìîé �óíêöèè ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì íàõî-äèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèèñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò âèäà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà äíå.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàêëîííîå äíî � æåñòêîå. �àññìàòðèâàþòñÿïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè t è êîîðäèíàòå z êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòèæèäêîñòè.Ïðè ïîïûòêå ãðà�è÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõçàäà÷, ïîëó÷åííûõ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå (êàê ïðàâèëî, â ðåøåíèèâîçíèêàþò òðåõêðàòíûå è ÷åòûðåõêðàòíûå èíòåãðàëû), íå òîëüêîâîçíèêëè òðóäíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà, íî è ïîÿâèëèñüñîìíåíèÿ ïî ïîâîäó ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñàìèõ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé.



104 ÀÍ. Áåñòóæåâà2. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷èÄëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïðîñòðàíñòâåííîé çà-äà÷è [3℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, êîòîðàÿ áûëàñ�îðìóëèðîâàíà äëÿ �óíêöèè �(r; �): ' = expfi(pz+psgt)g�(r; �),ãäå p; s � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû:1r (r�r)r + 1r2��� � p2� = 0; 0 < r <1; �� < � < 0;1r�� � s� = 0; � = 0;�� = 0; � = ��;�! 0 ïðè r !1; � <1 ïðè r ! 0:Óðàâíåíèå è êðàåâûå óñëîâèÿ çàïèñàíû â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò r, �; z. Çäåñü t � âðåìÿ, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãîïàäåíèÿ.Â [2℄ áûëà ðàññìîòðåíà ïîäîáíàÿ çàäà÷à äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿs=p > 1. Ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé áûëà íàéäåíà â[3℄ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ s=p. Áûëî óñòàíîâëå-íî, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñîäåðæèò êàê íåïðåðûâíûéñïåêòð ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, òàê è äèñêðåòíûé ñïåêòð. Òàì æåáûëà äîêàçàíà òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé àáñîëþò-íî èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé ïî ñèñòåìåíåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðîâ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.Âïåðâûå ïîëó÷åíèå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïðè ðàññìîòðåíèè çà-äà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè íåóñòàíîâèâøèõñÿ âîëí íàä íàêëîííûìäíîì â ðàìêàõ ëèíåéíîé äèñïåðñèîííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàëîñüâ [4℄. Â ýòîé ðàáîòå áûëà èññëåäîâàíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷àÊîøè�Ïóàññîíà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óãëà íàêëîíà ïëîñêîñòè äíàê íåâîçìóùåííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè � = �=4 è ïðèâåäåíà �îð-ìóëà ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè â èíòåãðàë, ÿäðîì êîòîðî-ãî ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ (íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè) ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè ïîòåíöèàëà äëÿ êëèíî-âèäíîé îáëàñòè ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè òðåòüåãî ðîäà íà ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè è óñëîâèè íåïðîíèöàåìîñòè íà äíå. Ôîðìóëà ðàçëî-æåíèÿ, ïðåäëîæåííàÿ Ì.Â. Êåëäûøåì, ñîäåðæèò èíòåãðàëüíîå èñóììàòîðíîå ñëàãàåìûå, ïåðâîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íåïðå-ðûâíîé ÷àñòè ñïåêòðà, âòîðîå � äèñêðåòíîé ÷àñòè ñïåêòðà ñîá-



Ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷è î âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ æèäêîñòè 105ñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðè åå ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàëèñü ïîòåíöèàëûñòîÿ÷èõ âîëí Ëàìáà è Ñòîêñà. Ïëîñêàÿ çàäà÷à Êîøè�Ïóàññîíà äëÿñëó÷àÿ � = �=4 ðàññìàòðèâàëàñü â [5℄, ãäå ïîëó÷åíà �îðìóëà ðàçëî-æåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ ëèøü èíòåãðàëüíóþ ÷àñòü è ïðåäñòàâëÿþùàÿñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé �îðìóëû [4℄, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëîñü âûðà-æåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ñòîÿ÷èõ âîëí, ïðåäëîæåííîå Ñòîêåðîì [1℄.Òàì æå âûïîëíåí ÷èñëåííûé àíàëèç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿðåøåíèÿ, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Â [6℄ àíàëîãè÷-íûì ìåòîäîì ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñëó÷àåâ � = �=2� , ãäå� = 3; 4; 5; 6.Íàèáîëåå îáùèé âèä �îðìóëû ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé �óíê-öèè â èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîò[1℄,[5℄�[6℄, ïîëó÷åí â [7℄, ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ ñòàöèîíàðíûõçàäà÷ òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè.Òàêæå â [5℄ èññëåäîâàëàñü ïëîñêàÿ çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèç-âîëüíîãî íàòóðàëüíîãî � ïóòåì ñâåäåíèÿ åå ê èíòåãðàëüíîìó óðàâ-íåíèþ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ ÿäðîì, çàâèñÿùèì îò ïðîèçâå-äåíèÿ àðãóìåíòîâ, èçìåíÿþùèõñÿ â ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå.Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàëîñü ïóòåì ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëü-íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü àñèìïòî-òè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïåðâîíà÷àëüíîåâîçìóùåíèå ñîñðåäîòî÷åíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äíà èñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.3. Çàäà÷à Êîøè�ÏóàññîíàÂ [3℄ áûë óñòàíîâëåí ñìåøàííûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ �óíêöèéçàäà÷è î âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ æèäêîñòè íàä íàêëîííûì äíîì,íàéäåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõíåïðåðûâíîìó è äèñêðåòíîìó ñïåêòðó, è ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèåçàäà÷è Êîøè�Ïóàññîíà. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àâòîðà ïîäðóêîâîäñòâîì À.À. Äîð�ìàíà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè�Ïóàññîíà. �å-øåíèå çàïèñàíî â �îðìå, ïðèãîäíîé äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà èãðà�è÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ.Ôîðìà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè � = � 1g�t(� = 0) ðàññ÷èòûâàåòñÿïî �îðìóëå � = �
 + �d, ãäå �
 è �d � íåïðåðûâíàÿ è äèñêðåò-



106 ÀÍ. Áåñòóæåâàíàÿ ÷àñòè ðåøåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíè-ÿìè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðîâñîîòâåòñòâåííî:�
 = 2� 1Z0 1Z0 �0(�; �)N
(r; �; z; �; t)d�d�; (1)�d = 2� n�1Xl=1 "l 1Z0 1Z0 �0(�; �)Ndl (r; �; z; �; t)d�d�; (2)ãäåN
 = 1Z0 1Z0 
os pz 
os p� 
osqgpp2 + q2tQ(q; p; r)Q(q; p; �)dpdq;Ndl = 1Z0 
os pz 
os p� 
ospgp 
os l�tQl(pr)Ql(p�)pdp;"l = (�1)n�12 h2(1+
os l�)2(n�1) sin l� n�1Y�=1;� 6=l sin(�+l)� sin(��l)�i�1:�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåïðåðûâíîãî è äèñ-êðåòíîãî ñïåêòðîâ ïîëó÷åíû â [3℄.�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåê-òðà: Q = 12p2� 1Xj;�=0 nXk=1B(�)k expA(�)kj ; (3)ãäåB(�)k = (�1)n�k(p+pp2 + q2)n�1 n�1Y�=1(p2 sin2 �� + q2)�1=2�n�1Y�=n�k+1(p2 sin2 �� + q2) n�kY�=1 
ot�� �12p2 sin 2�� + (�1)�iqpp2 + q2� ;A(�)kj = �rpp2 + q2 sin 2(k � j)�++(�1)�i h�rq 
os 2(k � j)� + �4 (n� 1)i :



Ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷è î âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ æèäêîñòè 107�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà:Q2s = 1p2 m�sXk=1 (Bm�s�k+2;2s +Bm�s�k+1;2s)exp(�rp 
os(2k � 1)�) +B1;2s exp(�rp 
os(2(m� s) + 1)�)!; (4)Q2s�1 = 0 s = 1; : : : ;m; (5)ãäå Bkl = (�1)n�k n�1Y�=n�k+1 sin(� � l)� sin(� + 1)��� n�kY�=1 
ot�� sin(� + l)� 
os(� � l)�:Àìïëèòóäíûé ìíîæèòåëü "l èãðàåò ðîëü âåñîâîé �óíêöèè äëÿñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé �óíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðèâêëàäå ýòîé �óíêöèè â ðåøåíèå çàäà÷è.Íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ è õàðàêòåðà�óíêöèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà [8℄ áûëî ïîêàçàíî(èç òåîðåìû ðàç-ëîæåíèÿ), ÷òî ñèñòåìà âêëþ÷àåò êîíå÷íîå ÷èñëî �óíêöèé äèñ-êðåòíîãî ñïåêòðà, îïèñûâàþùèõ áåðåãîâûå âîëíû, êîòîðûå ñîîò-âåòñòâóþò êðàåâîìó ý��åêòó. Ïðè óãëå íàêëîíà äíà � = �=2n,n = 2m + 1; m = 0; 1; : : : â ñïåêòðå ðîâíî m ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé. Èìåííî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñ íîìåðîìm (ïîñëåäíÿÿ â ñïåêòðå) èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê âîëíà Ñòîêñà.Ïðè m = 1 (óãîë íàêëîíà � = �=6) â ñïåêòðå áóäåò òîëüêî îäíàýòà âîëíà. Ïðè óìåíüøåíèè óãëà íàêëîíà äíà ÷èñëî ñîáñòâåííûõ�óíêöèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (áåðåãîâûõ âîëí) óâåëè÷èâàåòñÿ.Òåîðåòè÷åñêè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðè r ! 0 (áåðåãîâàÿ çîíà)ñðåäè âñåõ êðàåâûõ (áåðåãîâûõ) âîëí îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåòâîëíà Ñòîêñà. Íî ãðà�è÷åñêîå ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ �óíêöèéäèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïðîâåðãëî ýòî óòâåðæäåíèå, è âïîñëåäñòâèèáûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà îòíîøåíèÿ âîëíû Ñòîêñàè ïîñëåäóþùåé çà íåé áåðåãîâîé âîëíû:Qn�1Qn�3 � �3�22n2 e� ïðè r ! 0:



108 ÀÍ. ÁåñòóæåâàÏðè m = 9 ïîñëåäóþùàÿ âîëíà çà âîëíîé Ñòîêñà â áåðåãîâîé çîíåíà÷èíàåò çàíèìàòü ëèäèðóþùåå ïîëîæåíèå (ïðè ãðà�è÷åñêîì ïî-ñòðîåíèè ýòî óæå ïðîèñõîäèò ïðè m = 6) (ïî ìîäóëþ). Ýòî îçíà÷à-åò, ÷òî âû÷èñëÿòü âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðèõîäèòñÿñ ó÷åòîì âñåõ äèñêðåòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òà-êîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïîëîæè-ëî ïåðâîå ñîìíåíèå â ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñàìèõ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé.4. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèçÂ ñâÿçè ñ ïîÿâèâøèìèñÿ ñîìíåíèÿìè áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèåâûøåèçëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äðó-ãèìè àâòîðàìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè âðàáîòàõ [1℄�[2℄, [4℄�[5℄. Â ðåøåíèè (1), (2) ñòîÿò òðåõêðàòíûå è ÷åòû-ðåõêðàòíûå èíòåãðàëû. Ïîíèçèòü êðàòíîñòü èíòåãðàëîâ ìîæíî çàñ÷åò âèäà �óíêöèè �0 � �îðìû íà÷àëüíîãî âîçâûøåíèå ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äåëüòîâèäíîé �îðìû íà÷àëüíîãî âîçâûøåíèÿñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè �0 = �0Æ(r � r0; z) ðåøåíèå çàäà÷è ïðèìåòñëåäóþùèé âèä:�
 = �0� N
(r; r0; z; 0; t); �d = �0� n�1Xl=1 "lNdl (r; r0; z; 0; t):�åçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèè Ndl ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåçñïåöèàëüíóþ �óíêöèþ w(z):Ndl (r; r0; z; 0; t) = 116 1Xj;j0=0 n�lXk;k0=1BklBkl0 1�4�2 
os 4
 � 3
lt� (u 
os 5
��v sin 5
)� 12 �
lt� �2 
os 6
 + 12 �
lt� �3 (u 
os 7
 � v sin 7
)�;w(z) = e�z2 1Z0 ex2dx;
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lt� ; 
� ; 
l =pgp 
os l�;� = �(r sin(2(k � j) + l)� + r0 sin(2(k0 � j0) + l)�)2 + z2�1=4 ;
 = 12 ar
tan zr sin(2(k � j) + l)� + r0 sin(2(k0 � j0) + l)� :Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü âîëíàìè íåïðåðûâíîãî è äèñ-êðåòíîãî ñïåêòðîâ âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, îáóñëîâëåí-íîå ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåïðåðûâíîãîè äèñêðåòíîãî ñïåêòðîâ ñîîòâåòñòâåííî. �ðà�è÷åñêîå ïîñòðîåíèåðåøåíèÿ (âîçâûøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè) â áåðåãîâîé çîíå íåîïðîâåðãàåò êà÷åñòâåííî ïðåäïîëàãàåìûõ òåîðåòè÷åñêèõ óòâåðæäå-íèé. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå âîëí äèñêðåòíîãîñïåêòðà â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ïî íîðìàëè ê áåðåãó íà ðàññòîÿíèÿõr = 0; 10; 50 óñëîâíûõ åäèíèö ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:óãîë íàêëîíà � = �=6, íà÷àëüíîå âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-ñòè âûñîòîé �0 = 10 óñëîâíûõ åäèíèö ðàñïîëîæåíî íà ðàññòîÿíèèr0 = 100 óñëîâíûõ åäèíèö îò ëèíèè áåðåãà.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû âîëí äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îò âðå-ìåíè â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ðàñïîëîæåííûõíà íîðìàëè ê áåðåãó.Íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ � ïî ëèíèè áåðåãà (r = 0) ìîãóò èíòåð-ïðåòèðîâàòüñÿ êàê ëèáî íàêàò âîëí íà áåðåã, ëèáî îòêàò âîëí ñ



110 ÀÍ. Áåñòóæåâàáåðåãà. Ïðè ÷èñëåííîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ â ðåøåíèè ìîæíîíàáëþäàòü èõ ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü, íà ÷òî óêàçûâàëè åùå â ñâîèõðàáîòàõ Ä.Ä. Ñòîêåð è Á.Í. �óìÿíöåâ.Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âîëí íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Àíàëè-òè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòèõ âîëí äëÿ �0 = �0Æ(r � r0; z) òàêîâî:�
 = �0� 1Z0 1Z0 
os pz 
osqgpp2 + q2tQ(q; p; r)Q(q; p; r0)dpdq:Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðè óãëå íàêëîíà � = �=6 è ïî íîðìàëèê áåðåãó (z = 0) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:2� q2(p2 + q2) 
osqgpp2 + q2t(p2 + 4q2)(3p2 + 4q2)(p+pp2 + q2)4F (r)F (r0);ãäåF (x) = �p3p2 
os qx� 4qpp2 + q2 sin qx++2e�p32 pp2+q2x �p3(p2 + 2q2) 
os qx2 � 2qpp2 + q2 sin qx2 � :Åå ïîâåäåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3 ïðè ñëåäóþùèõ äàííûõ:g = 9:81, t = 20, r = 100, r0 = 10 (óñëîâíûõ åäèíèö).×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ýòîé �óíêöèè ïðåäñòàâëÿåò îïðåäå-ëåííûå òðóäíîñòè â ñèñòåìå Mathemati
a. Ïîÿâëÿåòñÿ ïðåäóïðå-æäåíèå, ÷òî �óíêöèÿ îñöèëëèðóþùàÿ, ñèñòåìà ñîâåòóåò ïðèìåíèòüîïöèþ Method -> Os
illatory â �óíêöèè NIntegrate. Åå ïðèìåíåíèåïðèâîäèò ê îòêàçó ñèñòåìû ñ÷èòàòü, òàê êàê ýòà îïöèÿ èñïîëüçó-åòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè îäíîìåðíûõèíòåãðàëîâ. Åñëè ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå ýòîé �óíêöèè íà ïëîñêî-ñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, òî âèäíî, ÷òî çàâè-ñèìîñòü ïî q îñöèëëèðóþùàÿ (ðèñ. 4, 5).Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ À.À. Äîð�ìà-íîì, è äðóãèõ àâòîðîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü Ä.Ä. Ñòîêåðà, Ì.Â. Êåë-äûøà, Ë.Í. Ñðåòåíñêîãî è Á.Í. �óìÿíöåâà.Èç òåîðåìû ðàçëîæåíèÿ [3℄ ñëåäóåò, ÷òî ïðè p = 0 ñîáñòâåííûå�óíêöèè íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðîâ ïðîñòðàíñòâåííîé
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�èñ. 3. Ïîâåäåíèå �óíêöèè F (x) â çàâèñèìîñòè îòïàðàìåòðîâ p è q.çàäà÷è âûðîæäàþòñÿ â ñîáñòâåííûå �óíêöèè ïëîñêîé çàäà÷è (îñòà-åòñÿ ëèøü íåïðåðûâíûé ñïåêòð). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïëîñêàÿ çà-äà÷à äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå �óíêöèèñîäåðæàò òîëüêî íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Ýòè �óíêöèè ïðèâåäåíû âðàáîòàõ [1℄�[2℄. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è îáîçíà÷åíèÿõ [3℄îíè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:Ë.Í. Ñðåòåíñêèé:'(x; y; t) = C 
os�tRe n�1Xk=0 e 14�i(2k�n+1) 
ot� 
ot 2� : : : 
ot k�e�k(x+iy);�k = �i�2g e�2�ki; x+ iy = r(
os � + i sin �);Ä.Ä. Ñòîêåð:' = C n�1Xk=0 kY�=1 
ot��e�qr sin(2k���)�� 
os�qr 
os(2k� � �)� �4 (2k � n+ 1)� :Åñëè â âûðàæåíèè äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ �óíêöèéïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [3℄, ïîëîæèòü p = 0,
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�èñ. 4. Ïîâåäåíèå �óíêöèè F (x) ïðè q = 500.òî ïðèäåì ê ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ïëîñêîé çàäà÷è, ñîäåðæàùèìòîëüêî íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Òàê êàê �îðìóëû â îáùåì âèäå èìåþòî÷åíü ãðîìîçäêèé âèä, òî ñðàâíåíèå ïðèâåäåì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿóãëà íàêëîíà 45Æ, òåì áîëåå, ÷òî è â ðàáîòàõ [2℄, [4℄�[5℄ ïðèåìëåìûåðåøåíèÿ âûïèñàíû òîëüêî äëÿ òàêîãî óãëà:QK(q; r) = 1p� (e�qr + 
os qr � sin qr) (Ì.Â. Êåëäûø);QP (q; r) =r 2� (e�qr + 
os qr � sin qr) (Á.Í. �óìÿíöåâ);QD(q; r) = 1p� (e�qr + 
os qr � sin qr) (À.À. Äîð�ìàí):Â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå äëÿ ñðàâíåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé,ïîëó÷åííûõ À.À. Äîð�ìàíîì, èìååòñÿ �îðìóëà ðàçëîæåíèÿ, ïðè-âåäåííàÿ Ì.Â. Êåëäûøåì. Íèæå äàíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿýòèõ �óíêöèé, àñèìïòîòèêè ýòèõ �óíêöèé ñîâïàäàþò:QK =r 2� 1pp2 + 2q2 �qe�pp2+q2r + q 
os qr �pp2 + q2 sin qr� ;
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�èñ. 5. Ïîâåäåíèå �óíêöèè F (x) ïðè p = 1.QD = 1p2� q +pp2 + q2p+pp2 + q2 1pp2 + 2q2��(qe�pp2+q2r + q 
os qr �pp2 + q2 sin qr):Íà ðèñ. 6 è 7 ïðåäñòàâëåíî ãðà�è÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ�óíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïðè óãëå íàêëîíà äíà � = �=6, ïî-ëó÷åííûõ â [3℄, è ïðè óãëå íàêëîíà äíà � = �=4, ïîëó÷åííûõ â [4℄,êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò ñîâïàäåíèå ñ òåîðåòè÷åñêèìè âûâîäàìè,÷òî ïðè q = 0 ñîáñòâåííûå �óíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà èñ÷åçà-þò.Òàê êàê íàáëþäàåòñÿ ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ, íåîáõîäèìî âåð-íóòüñÿ ê ïîëó÷åíèþ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ïðîâåðèòü âûâîä �îð-ìóë ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿìñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðîâ, ñäå-ëàííûõ â [3℄ è [4℄.Ñîáñòâåííûå �óíêöèè (3), (4), (5) áûëè ïîëó÷åíû ìåòîäîì, ðàç-ðàáîòàííûì â òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè [9℄�[10℄. Îí çàêëþ÷àåòñÿâ ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Êîíòîðîâè÷à�Ëåáåäåâà è ñâåäåíèè ê �óíêöèîíàëüíîìóóðàâíåíèþ. Ïðèìåíèâ ê ðåøåíèþ ýòîãî �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíå-
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�èñ. 6. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ïîëó÷åííûåÀ.À.Äîð�ìàíîì, ïðè óãëå íàêëîíà � = �=2.íèÿ �îðìóëó îáðàùåíèÿ Êîíòîðîâè÷à�Ëåáåäåâà, áûëî íàéäåíî âû-ðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé:� = � 12� 1Xj;�=0 nXk=1C(�)b�k exp(�r[pp2 � �2 sin akj + (�1)�� 
osakj ℄);b�k = (�1)n�k n�kY�=1 
ot�� 0:5p2 sin 2�� + (�1)��pp2 � �2p2 sin2 �� � �2 ;akj = (�1)j� + 2(k � j)�; Q = �(� = 0):Ïðè çíà÷åíèÿõ � = iq êîíñòàíòû C(�) îïðåäåëÿëèñü èç óñëîâèÿ ñî-ãëàñîâàíèÿ ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñîîòâåòñòâó-þùåé ïëîñêîé çàäà÷è:C(�) = �r�2 exp h(�1)�i�4 (n� 1)i n�1Y�=1(p2 sin2 �� + q2)1=2��[(p+pp2 + q2)n�1℄�1:
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�èñ. 7. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ïîëó÷åííûåÌ.Â. Êåëäûøåì, ïðè óãëå íàêëîíà � = �=2.Âîò çäåñü è êðîåòñÿ ïðè÷èíà íåñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ À.À. Äîð�-ìàíà ñ ðåçóëüòàòàìè Ì.Â. Êåëäûøà.Áûëè ïîïûòêè èñïðàâèòü ýòîò êîý��èöèåíò òàê, ÷òîáû ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè ñîâïàäàëè, íî òîãäà â òåîðåìå ðàçëîæåíèÿ âåñî-âîé êîý��èöèåíò â îáùåì ñëó÷àå îêàçûâàëñÿ êîìïëåêñíûì, õîòÿïðè óãëå íàêëîíà 45Æ áûëî ïîëíîå ñîâïàäåíèå ñ �îðìóëîé ðàçëî-æåíèÿ [4℄.5. Î äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ðàçëîæåíèÿÒåîðåìà ðàçëîæåíèÿ [3℄ â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå îïèðàëàñü íàóæå íàéäåííûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè. Äàëåå, ïðè äîêàçàòåëüñòâåïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè îáëàäàþò ðàâíîìåðíîéàñèìïòîòèêîé ïî �. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäóåò óòî÷íèòü. Ïðè äî-êàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçîâàëîñü âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòèêèQ(q !1; p; x) = Q1(qx) =r 2� 
os�qx+ n� 14 �� :



116 ÀÍ. ÁåñòóæåâàÂ ïëîñêîñòè � (ðèñ. 8), ãäå � =pp2 + q2 exp(iÆ), Æ 2 [+�=2;��=2℄,âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòèêè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:Q(pp2 + q2 !1; x) =r 2� 
os(pp2 + q2x sin Æ + �(Æ));�(Æ) = ar
sin 1p1+sin2 Æ , êîòîðàÿ óæå íå áóäåò ðàâíîìåðíîé ïî �.

�èñ. 8. Ïëîñêîñòü �.Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïî q ýòîé íåðàâíîìåðíîé àñèìïòîòèêèïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó, îòëè÷àþùåìóñÿ îò ïðèâåäåííîãî â [3℄ ñëà-ãàåìûìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ:� 12i limT!1 Z(L) Q1(�x)Q1(��)d� = 1� limT!1 sinT (x� �)x� � ++1� limT!1 sinT (x+ �)x+ � � 2� limT!1T 1Z0 
osTu(x+ �)1 + u2 du��2i� limT!1 T 1Z0 u2 sinTu(x+ �)(1 + u2)p1� u2 du = Æ(x� �);T =pp2 + q2; u = sin Æ:Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ â ñèëó òåîðåìû �èìàíàîá àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèÿõ.



Ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷è î âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ æèäêîñòè 1176. Î �îðìóëå ðàçëîæåíèÿ Ì.Â.ÊåëäûøàÏåðåõîäèì ê ðåçóëüòàòàì Ì.Â. Êåëäûøà. Â [4℄ áûëà ïðèâåäåíà�îðìóëà ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé çà-äàííûì óñëîâèÿì, ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì ñîáñòâåííûõ �óíêöèéíåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðè óãëå íàêëîíà 45Æ.Ïóñòü f(x; y) � �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè x > 0 è óäîâëåòâî-ðÿþùàÿ óñëîâèþ 1R0 dx 1R�1 jf(x; y)jdy < 1 è óñëîâèþ ïðåäñòàâèìî-ñòè îáû÷íûì èíòåãðàëîì Ôóðüå. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååòìåñòî òîæäåñòâîf(x; y) = 2�2 1Z0 1Z0 dpdqp+2q2 1Z�1 
os p(y � �)d� 1Z0 f(�; �)�(qe�pp2+q2x++q 
os qx�pp2 + q2 sin qx)(qe�pp2+q2�+ q 
os q��pp2 + q2 sin q�)++2p2e� pp2 (x+�)�d�:Äîêàçàòåëüñòâà â ñòàòüå íåò, õîòÿ î íåì íåìíîãî ñêàçàíî: �Äîêà-çàòåëüñòâî ïðèâåäåííîé �îðìóëû ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì ïóòåì.�àññìàòðèâàåòñÿ âíåøíèé äâîéíîé èíòåãðàë ïî îáëàñòè 0 < p <n; 0 < q < m, è ÿäðî èíòåãðàëà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê, ÷òîáû èíòåãðàëîòëè÷àëñÿ îò îáû÷íîãî èíòåãðàëà Äèðèõëå ÷ëåíàìè, ñòðåìÿùèìè-ñÿ ê íóëþ ïðè m è n, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè�. Ïîïûòêè ïî-âòîðèòü ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåëè ê ñëåäóþùåìó. Áûë âûäåëåíèíòåãðàë Äèðèõëå:f(x; y) = 1�2 limm!1 limn!1 mZ0 nZ0 dpdq 1Z�1 
os p(y � �) 1Z0 f(�; �)�� 
os q(x� �)d�d� + 2�2 limm!1 limn!1 mZ0 nZ0 K(p; q; x; y)dpdq;K(p; q; x; y) = 1Z�1 
os p(y � �) 1Z0 f(�; �)F (p; q; x; �)d�d�;



118 ÀÍ. ÁåñòóæåâàF (p; q; x; �) = 12 
os q(x� �) + 1p2+2q2 (q2(e�pp2+q2(x+�)++
os q�e�pp2+q2x ++
os qx)e�pp2+q2�)� qpp2 + q2��(sin q�e�pp2+q2x + sin qxe�pp2+q2� + sin q(x+ �))�� 12p2 
os q(x+ �) + 2p2e� pp2 (x+�)):Âòîðîå ñëàãàåìîå äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè m è n, ñòðåìÿ-ùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíî ïîâåäåíèå �óíêöèèF (p; q; x; �) ïðè x = 1; � = 2.

�èñ. 9. Ïîâåäåíèå �óíêöèè F (p; q; x; �) ïðè x = 1; � = 2.Îáíàäåæèâàåò îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð �óíêöèè F (p; q; x; �)ïî ïåðåìåííîé q (ðèñ. 10), òàê êàê �óíêöèÿ f(�; �) â èíòåãðà-ëå K(p; q; x; y) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþïðåäñòàâèìîñòè îáû÷íûì èíòåãðàëîì Ôóðüå.7. Çàêëþ÷åíèå�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, îáñóæäàëèñü íà ãîðîäñêîìàêóñòè÷åñêîì ñåìèíàðå, ãäå áûëè âûñêàçàíû êîíñòðóêòèâíûå çàìå-÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ î ïîñòðîåíèè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñìåøàí-íîãî ñïåêòðà â çàäà÷àõ î âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ æèäêîñòè â îáëà-ñòè íàêëîííîãî äíà. Â ÷àñòíîñòè, î íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðêè îðòî-íîðìèðîâàííîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è àíàëèçà ïîòîêà ýíåðãèè
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�èñ. 10. Ïîâåäåíèå �óíêöèè F (p; q; x; �) ïðè p = 10; x = 1; � = 2.äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòüÄ.Ï. Êîóçîâó çà âûñêàçàííûå çàìå÷àíèÿ è íàäååòñÿ íà ðàçðåøåíèåâûøåîïèñàííûõ òðóäíîñòåé.Ëèòåðàòóðà1. Ñòîêåð Ä.Ä. Âîëíû íà âîäå. Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò., 1959.2. Ñðåòåíñêèé Ë.Í. Òåîðèÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé æèäêîñòè. Ì.: Íàóêà, 1973.3. Äîð�ìàí À.À. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à î íåóñòàíîâèâøèõñÿ âîëíîâûõäâèæåíèÿõ æèäêîñòè â îáëàñòè ïåðåìåííîé ãëóáèíû // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�.1986. � 2. Ñ. 104-112.4. Êåëäûø Ì.Â. Ê çàäà÷å îá îòðàæåíèè âîëí íà ïîâåðõíîñòè òÿæåëîé æèä-êîñòè // Òðóäû êîí�. ïî òåîðèè âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ì.: Èçä-âî ÖÀ�È.1937. Ñ. 140-142.5. �óìÿíöåâ Á.Í. Ê òåîðèè âîëí Êîøè-Ïóàññîíà ó íàêëîííîãî áåðåãà //Äî-êë. ÀÍ ÑÑÑ�. Ò. 135. 1960. � 2. Ñ. 287-289.6. ×àóäõóðè Ê. Íåóñòàíîâèâøèåñÿ âîëíû íà îòëîãîì áåðåãó //Òð. Àìåð.Î-âà èíæ.-ìåõ. Ïðèêë.ìåõàíèêà. Ñåðèÿ Å. Ò. 8. 1971. � 3. Ñ. 118-120.7. Âàñèëüåâ Á.À. �åøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòèäëÿ êëèíîâèäíûõ òåë ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè 3-ãî ðîäà //Äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ. Ò. 6. 1970. � 3. Ñ. 531-537.8. Áåñòóæåâà À.Í. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè â êëèíîâèäíîé îáëàñòè äëÿ âîë-íîâûõ äâèæåíèé æèäêîñòè //Òðåòüè Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ: Èçáðàííûå òðó-äû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ïî ìåõàíèêå. ÑÏá.: Èçä-âî ÍÈÈÕÑÏá�Ó. 2003. C. 185-190.9. Ëåáåäåâ Í.Í., Ñêàëüñêàÿ È.Ï. Íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äè�ðàêöèèýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà êëèíå êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè. //ÆÒÔ. 1962. Ò. 32.Âûï. 10. Ñ. 1174-1183.10. Ëåáåäåâ Í.Í., Ñêàëüñêàÿ È.Ï. Íåêîòîðûå çàäà÷è òåîðèè òåïëîïðîâîä-íîñòè äëÿ êëèíîâèäíûõ òåë // ÆÒÔ, 1964. Ò. 34. Âûï. 9, Ñ. 1556�1565.



ÊÎËÅÁÀÍÈß Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ,À�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÏÎÂÒÎ�ßÞÙÈÌÈÑß ÂÎËÎÊÍÀÌÈÍ.Â. Íàóìîâà, Ä.Í. ÈâàíîâÏîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñðåäû, ëîêàëüíûå ñâîéñòâà êî-òîðîé ðåçêî ìåíÿþòñÿ, è ââåäåíû óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè òàêîéñðåäû. Èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû, ñîñòîÿùåé èçïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùåéñÿ ñòðóêòóðû (ÿ÷åéêè). ß÷åéêà ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåä, â öåíòðå êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ öèëèíäðè÷å-ñêîå âîëîêíî. �àññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà âîëîêîíè èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà ÷àñòîòû è �îðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äàííîéïëàñòèíû. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷àñòîò è �îðì ñîáñòâåííûõ êîëåáà-íèé ìíîãîâîëîêíèñòîé ïëàñòèíû, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà.1. Îñíîâíûå öåëè è çàäà÷è ðàáîòûÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ îáëàñòÿõ òåõíèêè ïðè-ìåíÿþòñÿ êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû, ñîñòîÿùèå èç ÷åðåäóþùèõñÿîáúåìîâ âåùåñòâ, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Â äàííîéðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñðåäû, ëîêàëüíûå ñâîé-ñòâà êîòîðîé ðåçêî ìåíÿþòñÿ, è ââåäåíû óñðåäíåííûå õàðàêòå-ðèñòèêè òàêîé ñðåäû. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàòüêîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû â ñðåäàõ ñ ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùåé-ñÿ ñòðóêòóðîé. Òàêèå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìèóðàâíåíèÿìè ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîý��èöèåíòàìè. Áóäåòïðèìåíåíà ìåòîäèêà àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ïî îñðåäíåíèþ âîç-íèêàþùèõ óðàâíåíèé è ïîñòðîåíà ìîäåëü ñðåäû, îïèñûâàåìàÿ óæåáîëåå ïðîñòûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå íàçû-âàþòñÿ óñðåäíåííûìè. Ñîãëàñíî ïðèìåíÿåìîé òåîðèè àñèìïòîòè-÷åñêèõ ìåòîäîâ, óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ áîëüøîé òî÷-�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �07-01-00250.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 27 ìàðòà 2007 ã.
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Êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû 121íîñòüþ îïðåäåëèòü ý��åêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðâîíà÷àëüíîéñðåäû. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ îñíîâíûì òðåáîâàíèåì, êîòîðî-ìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ, � áëèçîñòü ðå-øåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èñõîäíûõ è óñðåäíåí-íûõ óðàâíåíèé. Íà ýòîì ýòàïå ïëàíèðóåòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñèñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà ANSYS.Ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî âàæíûì ïðîâåäåíèå ïðî-åêòèðîâî÷íûõ ðàñ÷åòîâ ðàçëè÷íûõ èçäåëèé (ìàøèí, ìåõàíèçìîâ,ñòðîåíèé) àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, öåííîñòü êîòîðûõ ñîñòîèò âòîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿêðàåâûõ çàäà÷, ò. å. ðåøåíèÿ â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ �îðìóë, êîòî-ðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìåþò ïîãðåøíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåä-ïî÷òåíèå îòäàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì àíàëèòè÷åñêèì, â ÷àñòíîñòèàñèìïòîòè÷åñêèì, ìåòîäàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäî-åìêèìè, à òàêæå ïðîâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ðàññìàòðèâàåìîéêîíñòðóêöèè.Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû áóäåò ñîçäàíà íîâàÿìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîéïëàñòèíû, à òàêæå ðàçðàáîòàí ïàêåò àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì, íàîñíîâå êîòîðûõ ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿò äåòàëüíî èçó-÷èòü ñâîéñòâà êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. �åçóëüòàòû ðàáîòû ìî-ãóò áûòü òàêæå â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíû:� ïðè êîíñòðóèðîâàíèè êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàí-íûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå ïðè îïòèìèçàöèè ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâïî êàêèì-ëèáî õàðàêòåðèñòèêàì;� ïðè âûáîðå ìàòåðèàëîâ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ îáî-ëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé, ÷òî ïîçâîëèò ñîêðàòèòü äîðîãîñòîÿùèå ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ.2. Îáùàÿ òåîðèÿ òîíêèõ ïëàñòèí ïðè êîíå÷íûõïðîãèáàõ�àññìîòðèì êâàäðàòíóþ ïëàñòèíó äëèíû L è òîëùèíû h. Òîë-ùèíà ïëàñòèíû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åå ðàçìåðàìè â ïëîñêîñòè



122 Í.Â. Íàóìîâà, Ä.Í. Èâàíîâ� hL < 0:1�. Ïðèíèìàÿ çà èñõîäíóþ ñðåäèííóþ ïîâåðõíîñòü ïëàñòè-íû, ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z, êàê ïîêàçàíî íàðèñ. 1.
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�èñ. 1. Ôðàãìåíò ïëàñòèíû, àðìèðîâàííîé ïåðèîäè÷åñêèïîâòîðÿþùèìèñÿ âîëîêíàìè.Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìîé ïëà-ñòèíû ïðèíèìàþòñÿ äâå îñíîâíûå ãèïîòåçû [3℄. Ïåðâàÿ ãèïîòåçà,ïðèíàäëåæàùàÿ Êèðõãî�ó, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íîðìàëü ê ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû îñòàåòñÿ íîðìàëüþ ê íåé ïîñëå äå�îðìàöèè.Âòîðàÿ ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â òî÷êàõïëàñòèíû ÿâëÿåòñÿ äâóîñíûì, ò.å. íîðìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìèíàïðÿæåíèÿìè â ïëîùàäêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè z, ìîæíî ïðå-íåáðå÷ü. Âûïèøåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà ïëàñòèíû:dQydx+ dQxdy = �� h dx dy �2w�t2 : (1)Çäåñü ïåðåðåçûâàþùèå óñèëèÿ Qx è Qy âçÿòû ñ ïðîòèâîïîëîæ-íûì çíàêîì. �àçäåëèì (1) íà dx dy è îáîçíà÷èì èíåðöèîííóþ ñèëó�� h �2w�t2 çà q, òîãäà óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ñèë ïî îñè z ïðèìåò âèä�Qx�x + �Qy�y = q: (2)



Êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû 123Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ïðèâîäèò ê äâóì óðàâíåíèÿì:�Mx�x + �Mxy�y +Qx = 0; (3)�Mxy�x + �My�y +Qy = 0: (4)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) � (3) îïèñûâàåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ýëå-ìåíòà ïëàñòèíû. Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ óäåëü-íûõ (íà åäèíèöó äëèíû) èçãèáàþùèõ Mx, My è êðóòÿùèõ Mxy ìî-ìåíòîâ:Mx = D(wxx+�wyy); My = D(wyy+�wxx); Mxy = D(1��)wxy: (5)Âåëè÷èíà D íàçûâàåòñÿ æåñòêîñòüþ åäèíèöû äëèíû ïëàñòèíû:D = Eh312(1� �2) ;ãäå E � ìîäóëü Þíãà, � � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà.3. Èññëåäîâàíèå ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèéðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû�åøåíèå ñèñòåìû (1) � (3) èùåòñÿ â âèäåQx = bQx(x; y) � sin!t;Qy = bQy(x; y) � sin!t;w = bw(x; y) � sin!t:Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ex; ey; ew; eQx; eQy; fMx; fMxy; fMy :w(x; y) = h ew (Lex; Ley) ; Qx = DhL3 eQx; Qy = DhL3 eQy;Mx = DhL2 fMx; My = DhL2 fMy; Mxy = DhL2 fMxy:



124 Í.Â. Íàóìîâà, Ä.Í. ÈâàíîâÄàëåå ââåäåííûé äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ çíàê " � " îïóñ-êàåòñÿ. Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèéêîîðäèíàòû (x; y) çàìåíèì íà (x1; x2) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå ïåðå-õîäà ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì óðàâíåíèÿ (1) � (3) ïðèìóò âèä�Qx1�x1 + �Qx2�x2 + �w = 0; (6)�Mx1�x1 + �Mx1x2�x2 +Qx1 = 0; (7)�Mx1x2�x1 + �Mx2�x2 +Qx2 = 0; (8)ãäå Mx1 = wx1x1 + �wx2x2 ; Mx2 = wx2x2 + �wx1x1 ;Mx1x2 = (1� �)wx1x2 ; Qx1 = � ��x1 (wx1x1 + wx2x2) ;Qx2 = � ��x2 (wx1x1 + wx2x2) ; � = �!2L4Eh2 :Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ýëåìåíò ïëàñòèíû, ïðèëåæàùèé ê ãðàíèöå âêëþ-÷åíèÿ �: Ýëåìåíò äëèíû êðèâîé � îáîçíà÷åí ds; ~
 è ~t� íîðìàëüíûéè êàñàòåëüíûé âåêòîðà ê ds.
�èñ. 2. Ýëåìåíò ïëàñòèíû, ïðèëåæàùèé ê ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ �:Âûïèøåì ïðîåêöèè ðàâíîäåéñòâóþùåé ïåðåðåçûâàþùåé ñèëûíà íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïëàñòèíû Qb è ñóììàðíîãî



Êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû 125óäåëüíûõ èçãèáàþùèõ è êðóòÿùèõ ìîìåíòîâ Msds, äåéñòâóþùèõâ ïëîñêîñòè ïëàñòèíû. Íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ Qx, Qy, Mx, My,Mxy ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.Qydx+Qxdy = Qbds; fMydx+fMxdy =Msds:Çäåñü fMy îáîçíà÷åí âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (Mxy; My) ; a fMx =(Mx; Mxy) : �àññìàòðèâàåìàÿ íàìè ïëàñòèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñðåäó ñ ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùåéñÿ ñòðóêòóðîé (ýëåìåíò âîëîêíàöèëèíäðè÷åñêîé �îðìû, ïîìåùåííûé â ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðàçìåðà-ìè "�"�h). Íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû äîëæíûâûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:[w℄� = 0; ��w�~
 �� = 0; [DMt℄� = 0; [DQb℄� = 0; (9)ãäå Mt � ïðîåêöèÿ âåêòîðàMs íà íàïðàâëåíèå ~t:Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [1℄. Íàðÿäó ñ ïå-ðåìåííûìè x1; x2 ââîäÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå áûñòðûå ïåðåìåííûå�1; �2 ��1 = x1" ; �2 = x2" � : Ïðè ýòîì ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà, ïàðàëëå-ëåïèïåä ñ ðàçìåðàìè (0; ")� (0; ")� (0; h)) ïåðåéäåò â ïàðàëëåëåïè-ïåä (0; 1)� (0; 1)� (0; h) â ïåðåìåííûõ �1; �2; è êàæäàÿ èç íåèçâåñò-íûõ �óíêöèé, çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ x1; x2, �îðìàëüíî ñòàíåòçàâèñÿùåé è îò ïåðåìåííûõ �1; �2:f(x1; x2) = ef(x1; x2; �1; �2):Ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèèd efdx1 = � ef�x1 + 1" � ef��1 ; d2 efdx21 = � ��x1 + 1" ���1�2 ef;âûïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ eQx1 ; fMx1x1 ; fMx1x2 :eQx1 = �px1 h�px1 + "�1p�1�2 + �px2 + "�1p�2�2i ew�� "�1p�1 h�px1 + "�1p�1�2 + �px2 + "�1p�2�2i ew; (10)



126 Í.Â. Íàóìîâà, Ä.Í. ÈâàíîâfMx1x1 = h�px1 + "�1p�1�2 + � �px2 + "�1p�2�2i ew; (11)fMx1x2 = (1� �) �px1 + "�1p�1� �px2 + "�1p�2� ew: (12)Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè çäåñü áûëè ââeäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:px1 = ��x1 ; px2 = ��x2 ; p�1 = ���1 ; p�2 = ���2 :Âûðàæåíèÿ äëÿ eQx2 ; fMx2x2 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (10) � (12)çàìåíîé x1, �1 íà x2, �2 ñîîòâåòñòâåííî.Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ �óíêöèè ew ïðåäñòàâèì â âèäåðÿäàew = ew0(x1; x2; �1; �2) + " ew1(x1; x2; �1; �2)++ e2 ew2(x1; x2; �1; �2) + "3 ew3(x1; x2; �1; �2) + � � � : (13)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (13) â (10) � (12), à çàòåì â ñèñòåìó(6) � (8) è ïðèðàâíèâàÿ â ëåâûõ ÷àñòÿõ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé êíóëþ êîý��èöèåíòû ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ",ïîëó÷àåì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéL0 ew0 = 0;L1 ew0 + L0 ew1 = 0;L2 ew0 + L1 ew1 + L0 ew2 = 0;L3 ew0 + L2 ew1 + L1 ew2 + L0 ew3 = 0;(L4 + �0) ew0 + L3 ew1 + L2 ew2 + L1 ew3 + L0 ew4 = 0: (14)Äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû L0; L1; L2; L3, L4 â ñèñòåìå (14)èìåþò âèäL0 = �2� ; L1 = 4 [��px1p�1 +��px2p�2 ℄ ;L2 = p2x1 h6p2�1 + 2p2�2i+ p2x2 h6p2�2 + 2p2�1i+ 2px1px2p�1p�2 ;L3 = 4 [�xpx1p�1 +�xpx2p�2 ℄ ;L4 = �2x = � �2�x12 + �2�x22�2 : (15)



Êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû 127Ñ÷èòàÿ �îðìàëüíî x1; x2 è �1; �2 íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ñî-îòíîøåíèÿ (14) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåêóððåíòíóþ öåïî÷êóäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî ïåðåìåííûì �1 è �2 ñ íåèçâåñò-íîé �óíêöèåé wi(x1; x2; �1; �2) è ïàðàìåòðàìè x1; x2: Êàæäóþ èçíåèçâåñòíûõ �óíêöèé w0; w1; w2; w3; ñîãëàñíî [2℄, áóäåì èñêàòü ââèäå (16).ew0 = v0(x1; x2); ew1 = N1px1v0(x1; x2) +N2px2v0(x1; x2);ew2 =M1p2x1v0(x1; x2) +M2px1px2v0(x1; x2) +M3p2x2v0(x1; x2);ew3 = F1p3x1v0 + F2p2x1px2v0 + F3px1p2x2v0 + F4p3x2v0; (16)ãäå N1; N2; M1; M2; M3; F1; F2; F3; F4 � �óíêöèè, çàâèñÿùèåòîëüêî îò ïåðåìåííûõ �1 è �2: Ïîäñòàâëÿÿ (16) â (14), ïðèõîäèìê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ ïî ïåðåìåííûì �1; �2 óðàâíåíèé îò-íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ äåâÿòè �óíêöèé. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿñèñòåìû (17) ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè (13) ñ ó÷åòîì (16) âèñõîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (9). Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî èíòåãðè-ðîâàíèÿ ñèñòåìû (17) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé îïðåäåëÿþòñÿâñå çàâèñÿùèå îò �1 è �2 íåçâåñòíûå �óíêöèè. Çàòåì èõ íóæíî áóäåòïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâèòü â (16) è (13).Ïîëíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîíåèçâåñòíûõ �óíêöèé N1; N2; M1; M2; M3; F1; F2; F3; F4 èìååòâèä�2�N1 = 0; �2�N2 = 0; �2�M1 + 4��p�1N1 = 0;�2�M2 + 4�� (p�1N2 + p�2N1) = 0; �2�M3 + 4��p�2N2 = 0;�2�F1 +��p�1M1 + �6p2�1 + 2p2�2�N1 = 0;�2�F2 +�� (p�1M2 + p�2M1) + 2p�1p�2N1 + �6p2�1 + 2p2�2�N2 = 0;�2�F3 +�� (p�1M3 + p�2M2) + 2p�1p�2N2 + �6p2�1 + 2p2�2�N1 = 0;�2�F4 +��p�2M3 + �6p2�1 + 2p2�2�N2 = 0: (17)



128 Í.Â. Íàóìîâà, Ä.Í. ÈâàíîâÇäåñü è äàëåå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:�� = � �2��12 + �2��22� ; �2� = � �2��12 + �2��22�2 ;p�1 = ���1 ; p�2 = ���2 ; p2�1 = �2��12 ; p2�2 = �2��22 :� � ãðàíèöà îáëàñòè âêëþ÷åíèé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéîêðóæíîñòü, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì �12 + �22 � R2 = 0; n1 è n2 �êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê êðèâîé �; m1 = n21; m2 = n1 �n2;m3 = n22: Â äàííîì ñëó÷àån1 (�1; �2) = ��2p�12 + �22 = �2p�12 + �22 ;n2 (�1; �2) = � ��1p�12 + �22 = � �1p�12 + �22 :4. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿÊàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíê-öèé N1; N2; M1; M2; M3; F1; F2; F3; F4 èç ñèñòåìû äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé (17) íåîáõîäèìî çàäàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íàãðàíèöå �:íåïðåðûâíîñòü ñìåùåíèé w:[N1℄� = [N2℄� = 0; [M1℄� = [M2℄� = [M3℄� = 0;[F1℄� = [F2℄� = [F3℄� = [F4℄� = 0;ðàâåíñòâî óãëîâ ïîâîðîòà:[(�n2p�1 + n1p�2)N1℄� = 0; [(�n2p�1 + n1p�2)N2℄� = 0;[�n2N1 + (�n2p�1 + n1p�2)M1℄� = 0;[�n2N2 + n1N1 + (�n2p�1 + n1p�2)M2℄� = 0;[n1N2 + (�n2p�1 + n1p�2)M3℄� = 0;



Êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû 129[�n2M1 + (�n2p�1 + n1p�2)F1℄� = 0;[n1M1 � n2M2 (�n2p�1 + n1p�2)F2℄� = 0;[�n2M3 + n1M2 + (�n2p�1 + n1p�2)F3℄� = 0;[n1M3 + (�n2p�1 + n1p�2)F4℄� = 0;ðàâåíñòâî ìîìåíòîâ:��(m1 + �m2) p2�1 + (m2 + �m1) p2�2 +m3(1� �)p�1p�2�DN1�� = 0;(18)��(m1 + �m2) p2�1 + (m2 + �m1) p2�2 +m3(1� �)p�1p�2�DN2�� = 0;(19)D (m1 + �m2) + Z11N1 + �m1D �p2�1 + �p2�2��M1++�m2D �p2�2 + �p2�1�+m3D (1� �) p�1p�2�M1j� = 0;D (�m1 +m2) + Z12N2 + �m1D �p2�1 + �p2�2��M3++�m2D �p2�2 + �p2�1�+m3D (1� �) p�1p�2�M3j� = 0;[Z01N1 + Z11M1 + LM0 F1℄� = 0;[Z01N2 + Z02N1 + Z11M2 + Z12M1 + LM0 F2℄� = 0;[Z02N2 + Z03N1 + Z11M3 + Z12M2 + LM0 F3℄� = 0;[Z03N2 + Z12M1 + LM0 F4℄� = 0;pàâåíñòâî óñèëèé: [D (n2p�1 + n1p�2)��N1℄� = 0;[D (n2p�1 + n1p�2)��N2℄� = 0;hD �B1N1 + LQ0 M1�i� = 0;hD (B1N2 +B2N1) + LQ0 M2i� = 0;hD �B2N2 + LQ0 M3�i� = 0;



130 Í.Â. Íàóìîâà, Ä.Í. ÈâàíîâhD �n2 + C1N1 +G1M1 + LQ0 F1�i� = 0;hD �n1 + (C2N1 + C1N2) + (G1M2 +G2M1) + LQ0 F2�i� = 0;hD �n2 + (C2N2 + C3N1) + (G2M2 +G1M3) + LQ0 F3�i� = 0;hD �n1 + C3N2 +G2M3 + LQ0 F4�i� = 0:Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé N1; N2; M1; M2; M3; F1;F2; F3; F4 ìîæíî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ îñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ êî-ëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû:1Z0 1Z0 D "� eQ3x1�x1 + � eQ3x2�x2 � �0w0# d�1d�2 = 0: (20)Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20) ïîêà íå ìîæåò áûòüâûïèñàíî â ÿâíîì âèäå.5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû è âûâîäûÄëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ÷àñòîò è �îðì êîëå-áàíèé ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âïàêåòå ANSYS íåîáõîäèìî çàäàòü ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâëÿþ-ùèõ ïëàñòèíó. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà, êîý�-�èöèåíòà Ïóàññîíà è ïëîòíîñòè ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå áûëè âçÿòûäëÿ èññëåäîâàíèÿ.Òàáëèöà 1. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïëàñòèíóÍàçâàíèå Ìîäóëü Þíãà, Ïëîòíîñòü, Êîý��èöèåíòìàòåðèàëà E, 1011 H/ì2 �, êã/ì3 Ïóàññîíà, �Ñòàëü 2.09 7850 0.29Òèòàí 1.00 4650 0.36�åçèíà 0.03 1150 0.499Íèêåëü 1.08 8490 0.31Àëþìèíèé 0.76 2720 0.34



Êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû 131Â ïåðâîì ðàñ÷åòå ðàññìàòðèâàëàñü êâàäðàòíàÿ ïëàñòèíà ðàçìå-ðàìè (L) 1 ì � 1 ì, òîëùèíîé (h) 1 ñì è ðàäèóñîì âîëîêíà (r) 5ñì. Âîëîêíà ðàñïîëàãàëèñü ðàâíîìåðíî ïî òîëùèíå ïëàñòèíû, è èõêîëè÷åñòâî ñîñòàâëÿëî 5 ïî äëèíå (m) è 5 ïî øèðèíå (n) ïëàñòè-íû. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáë. 2, 3, 4, ìîæíîñäåëàòü âûâîä, ÷òî íàëè÷èå âîëîêîí èç ìàòåðèàëà ìåíüøåé æåñò-êîñòè, ÷åì ìàòåðèàë îñíîâíîé ïëàñòèíû (ìàòðèöû), íå îêàçûâàåòñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïåðâûõ äâóõ ÷àñòîò êîëåáàíèé.Òàáëèöà 2. ×àñòîòû êîëåáàíèé ïëàñòèí, àðìèðîâàííûõâîëîêíàìè L = 1; h = 0:01; r = 0:05; n = 5; m = 5Ìàòðèöà Âîëîêíî Ïåðâàÿ Âòîðàÿ÷àñòîòà, �ö ÷àñòîòà, �öÑòàëü Òèòàí 85.227 174.21Ñòàëü �åçèíà 84.951 173.85Ñòàëü Íèêåëü 85.369 174.17Ñòàëü Àëþìèíèé 85.182 174.22Òèòàí Ñòàëü 77.040 156.74Òèòàí Íèêåëü 76.958 156.49Òàáëèöà 3. ×àñòîòû êîëåáàíèé ïëàñòèíû ñ îòâåðñòèÿìèL = 1; h = 0:01; r = 0:05; n = 5; m = 5Ìàòðèöà Âîëîêíî Ïåðâàÿ Âòîðàÿ÷àñòîòà, �ö ÷àñòîòà, �öÑòàëü Îòâåðñòèå 85.750 175.06Òèòàí Îòâåðñòèå 78.344 160.08Òàáëèöà 4. ×àñòîòû êîëåáàíèé ñïëîøíîéïëàñòèíû L = 1; h = 0:01Ìàòðèöà Âîëîêíî Ïåðâàÿ Âòîðàÿ÷àñòîòà, �ö ÷àñòîòà, �öÑòàëü Ñòàëü 89.542 182.65Òèòàí Òèòàí 82.929 169.15Òàê, íàïðèìåð, ñïëîøíàÿ ñòàëüíàÿ ïëàñòèíà (ñì. òàáë. 4) èìååò÷àñòîòó 89.542 �ö, ñòàëüíàÿ ñ òèòàíîâûìè âîëîêíàìè (ñì. òàáë. 2)



132 Í.Â. Íàóìîâà, Ä.Í. Èâàíîâ� 85.227 �ö, ñòàëüíàÿ ñ îòâåðñòèåì (ñì. òàáë. 3) � 85.750 �ö. Ôîð-ìû êîëåáàíèé âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íû �îðìåêîëåáàíèé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3.
�èñ. 3. Ïåðâàÿ �îðìà êîëåáàíèé ïëàñòèíû ñ îòâåðñòèÿìè.Åñëè æå, íàîáîðîò, îñíîâíîé ìàòåðèàë ìåíåå æåñòêèé ïî ñðàâíå-íèþ ñ ìàòåðèàëîì âîëîêîí (íàïðèìåð, ìàòðèöà èç òèòàíà, à âîëîê-íà èç ñòàëè (òàáë. 2)), òî ÷àñòîòû êîëåáàíèé óìåíüøàþòñÿ. Ôîðìûæå êîëåáàíèé îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà âîëî-êîí (òàáë. 5) èëè óâåëè÷åíèå ðàäèóñà âîëîêîí (òàáë. 6) íå îêàçû-âàþò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ÷àñòîòû è �îðìû êîëåáàíèé.Òàáëèöà 5. ×àñòîòû êîëåáàíèé ïëàñòèí, àðìèðîâàííûõâîëîêíàìè L = 1; h = 0:01; r = 0:05; n = 3; m = 3Ìàòðèöà Âîëîêíî Ïåðâàÿ Âòîðàÿ÷àñòîòà, �ö ÷àñòîòà, �öÑòàëü Òèòàí 85.531 173.99Ñòàëü �åçèíà 85.484 173.50Ñòàëü Íèêåëü 85.399 174.12Òàáëèöà 6. ×àñòîòû êîëåáàíèé ïëàñòèíû, àðìèðîâàííîéâîëîêíàìè L = 1; h = 0:01; r = 0:1; n = 3; m = 3Ìàòðèöà Âîëîêíî Ïåðâàÿ Âòîðàÿ÷àñòîòà, �ö ÷àñòîòà, �öÑòàëü Íèêåëü 84.973 173.01



Êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû 133Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À.Ë. Ñìèðíîâó è Ñ.Á. Ôèëèï-ïîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ, âûñêàçàííûå â ïðîöåññåðàáîòû íàä äàííîé ñòàòüåé.Ëèòåðàòóðà1. Àðãàòîâ È.È. Àñèìïòîòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ìåõàíèêå. ÑÏá., 2004.270 ñ.2. Áàõâàëîâ Í.Ñ., Ïàíàñåíêî �.Ï. Îñðåäíåíèå ïðîöåññîâ â ïåðèîäè÷åñêèõñðåäàõ. Ì., 1984. 512 ñ.3. Áèðãåð È.À., Ìàâëþòîâ �.�. Ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ. Ì., 1994. 352 ñ.



ÄÂÓÕÔÀÇÍÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß Â Ï�ÎÒÎ×ÍÛÕÒ�ÀÊÒÀÕ ÝÍÅ��ÎÓÑÒÀÍÎÂÎÊÈ.Â. ßêèìîâàÏðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå âíóòðåííèõ äâóõ�àçíûõ òå÷åíèé â îêîëî-ñîïëîâîì ïðîñòðàíñòâå. �àññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñîïëîâûå îáúåìû ñ óòîï-ëåííûì âî âíóòðåííþþ ïîëîñòü âõîäîì â ñîïëî. Èñïîëüçóþòñÿ êðèâî-ëèíåéíûå ñîãëàñîâàííûå ñ ãðàíèöàìè îáëàñòè ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïî-ðîæäåííûå èìè êðèâîëèíåéíûå ðàçíîñòíûå ñåòêè. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åð-òîé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ äåòàëüíîå îïèñàíèå âñåõ îñîáåííîñòåé ãåî-ìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ó÷åò ðåàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïîðàçìåðàì è èõ ïðåäñòàâèòåëüñòâà â ïîòîêå, ó÷åò òóðáóëåíòíîñòè âíóò-ðåííåãî òå÷åíèÿ, à òàêæå ðåàëüíûå ñõåìû ïîäâîäà ãàçà â ñèñòåìó îòìàññîïîäâîäÿùèõ ïîâåðõíîñòåé, ìîäåëèðóþùèõ ãîðåíèå. Ñîçäàíû ý�-�åêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû äëÿ ìàññîâûõ òðàåêòîðíûõ ðàñ÷åòîâ÷àñòèö â ïîñòðîåííîì ãàçîâîì ïîëå.1. ÂâåäåíèåÎñîáåííîñòüþ âíóòðåííèõ äâóõ�àçíûõ òå÷åíèé â ïðîòî÷íûõòðàêòàõ ýíåðãîóñòàíîâîê ÿâëÿþòñÿ ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà ïîòîêà è íà-ëè÷èå íåæåëàòåëüíîãî âûáðîñà ÷àñòèö êîíäåíñèðîâàííîé �àçû íàîãðàíè÷èâàþùèå ïîâåðõíîñòè. Ïîñòðîåíèå ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ òå÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ çàäà÷ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òà-êèõ êîíñòðóêöèé [1℄.Îñîáåííîñòüþ ðàçâèâàåìîé çäåñü ñèñòåìû ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿ-åòñÿ ñòðåìëåíèå ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ýêîíîìè÷íóþ ñ òî÷êè çðåíèÿîáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû ìîäåëü ïðîöåññîâ, â òî æå âðåìÿäîñòàòî÷íî õîðîøî îòðàæàþùóþ îñíîâíûå îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ èïîçâîëÿþùóþ îòðàçèòü êîíêðåòíîå âëèÿíèå òàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ, êàê ðàäèóñû ñêðóãëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõýëåìåíòîâ, èõ óäëèíåíèÿ è çàçîðû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òðàêòîâ.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 10 àïðåëÿ 2007 ã.

 È.Â. ßêèìîâà, 2007



Äâóõ�àçíûå òå÷åíèÿ â ïðîòî÷íûõ òðàêòàõ ýíåðãîóñòàíîâîê 135Ïðîöåññû â îêîëîñîïëîâîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ ïîçèöèèâîçìîæíîñòè èõ îïèñàíèÿ â ðàìêàõ êâàçèñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêè[2℄. Èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òåìè ñõåìíûìè ðåøåíèÿìè è âàðè-àíòàìè î�îðìëåíèÿ ïðîòî÷íîé ÷àñòè, êîòîðûå ïðèñóùè ñîâðåìåí-íûì äâèãàòåëÿì. �àññìàòðèâàþòñÿ äâèæåíèå è ýâîëþöèÿ ÷àñòèö âãàçîâîì ïîëå, ïîëó÷åííîì áåç ó÷åòà îáðàòíîãî âëèÿíèÿ ÷àñòèö.2. Ñîîòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèÍà îñíîâå îöåíîê, ðåøåíèé ìîäåëüíûõ çàäà÷, à òàêæå àíàëè-çà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âî ìíîãèõñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî õîðîøåå îïèñàíèå ïîòîêîâ ñëîæíîé ñòðóêòóðûäàåò ìîäåëü, â êîòîðîé ïðåíåáðåãàþò ý��åêòàìè âÿçêîñòè. Âåñü-ìà âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, îïðåäåëÿþùèì àäåêâàòíîñòü ðåøå-íèé ðåàëüíûì òå÷åíèÿì, ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî äëÿ ãðàíèö ñ ìàñ-ñîïîäâîäîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè èìåþò òóæå �îðìó, ÷òî è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè.Èç-çà ìàëûõ ñêîðîñòåé â ïðîòîêàõ è ïðåäñîïëîâîì îáúåìå ðà-êåòíîãî äâèãàòåëÿ íà òâåðäîì òîïëèâå (�ÄÒÒ) òå÷åíèå íà ýòèõó÷àñòêàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåñæèìàåìîå. Ñæèìàåìîñòüñðåäû îêàçûâàåò âëèÿíèå òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè ñîïëà � îáðàçó-åòñÿ ïðèãðàíè÷íûé ñëîé, êîòîðûé ìîæíî ðàññ÷èòàòü îòäåëüíî.Óñëîâèÿ íîðìàëüíîñòè âäóâà ïîðîæäàþò âèõðü ñêîðîñòè, êîòî-ðûé êîíâåêòèâíî ñíîñèòñÿ âíóòðü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è �îðìèðóåòâèõðåâûå ïðî�èëè ñêîðîñòè. Óñëîâèÿ â ïðîòîêàõ �ÄÒÒ, â êîòîðûõòå÷åíèå �îðìèðóåòñÿ âäóâîì îò ñòåíîê, âåñüìà õîðîøî âïèñûâàþò-ñÿ â òàêóþ ìîäåëü, ÷òî è îïðåäåëÿåò óñïåøíîå ïðèìåíåíèå ìîäåëèâèõðåâîãî òå÷åíèÿ íåâÿçêîé æèäêîñòè äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé ñëîæ-íîé ñòðóêòóðû.Óðàâíåíèå ïåðåíîñà âèõðÿ, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò âÿçêèå ÷ëå-íû, äîïóñêàåò ïðîñòîé èíòåãðàë, â ñèëó êîòîðîãî çíà÷åíèå âèõðÿâî âíóòðåííåé òî÷êå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ÷åðåç åãî çíà÷åíèåíà ãðàíèöå îáëàñòè â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé òîé æå ëèíèè òî-êà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñëóæèëî îñíîâîé ñîçäàíèÿ ý��åêòèâíûõâû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì, â êîòîðûõ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ íàîñíîâå ìîäåëè ý��åêòèâíî íåâÿçêîé æèäêîñòè, ïðåäñòàâëåííîé â



136 È.Â. ßêèìîâàïåðåìåííûõ �óíêöèÿ òîêà�âèõðü ñêîðîñòè ( �!):�2 �x2 + �2 �r2 � 1r � �r = �!r; !r = �!( )r �w ;� �r = �ur; � �x = ��vr; ! = �v�x � �u�r : (1)Çäåñü � � ïëîòíîñòü íåñóùåé ñðåäû, u è v � ïðîåêöèè âåêòî-ðà ñêîðîñòè íåñóùåé ñðåäû íà îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò(x; r). Âòîðîå óðàâíåíèå â (1) îòðàæàåò óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ èíòåí-ñèâíîñòè âèõðåâûõ òðóáîê â îñåñèììåòðè÷íîì òå÷åíèè èäåàëüíîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Òàêàÿ ìîäåëü ñîñòàâëÿåò ïåðâûé ýòàï ðå-øåíèÿ çàäà÷è. Ïîëó÷åííîå â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ðåøåíèå â äàëü-íåéøåì óòî÷íÿåòñÿ, ó÷èòûâàþòñÿ ñæèìàåìîñòü ñðåäû è âÿçêèå ý�-�åêòû â ïîëå òå÷åíèÿ.Äðóãèì îáñòîÿòåëüñòâîì, îïðåäåëÿþùèì ïðèâëåêàòåëüíîñòüýòîé ìîäåëè, ÿâèëîñü òî, ÷òî â ðàñ÷åòíîé ìîäåëè ñ áîëüøîé ïî-äðîáíîñòüþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ ðàñ÷åòíîé îá-ëàñòè, õàðàêòåðíóþ äëÿ ñîâðåìåííûõ �ÄÒÒ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèèîáëàñòè ñëîæíîé ãåîìåòðèè ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñ-ïîëüçîâàíèè êðèâîëèíåéíûõ, ñîãëàñîâàííûõ ñ ãðàíèöàìè îáëàñòèñèñòåì êîîðäèíàò è ïîðîæäåííûõ èìè êðèâîëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõñåòîê. Òàêèå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû ñîçäàþòñÿ íàîñíîâå ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, îïðåäåëÿ-þùèõ êîîðäèíàòíûå ëèíèè. Èñïîëüçîâàíèå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-ðîâ è áëî÷íîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êðèâîëèíåéíûå ñåò-êè ñ ïðèåìëåìûìè äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è õàðàêòåðèñòèêàìè (îòñóò-ñòâèå ñèëüíî ñêîøåííûõ è âûòÿíóòûõ ÿ÷ååê, óäîâëåòâîðèòåëüíûåñâîéñòâà ÿêîáèàíà è ìåòðè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ, îðòîãîíàëèçà-öèÿ ëèíèé ñåòêè â âûäåëåííûõ îáëàñòÿõ è ò.ä.).Óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè òîêà è äëÿ âèõðÿ ñêîðîñòè â êðèâîëè-



Äâóõ�àçíûå òå÷åíèÿ â ïðîòî÷íûõ òðàêòàõ ýíåðãîóñòàíîâîê 137íåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:g22�2 ��2 � 2g12 �2 ���� + g11 �2 ��2 + Jr �� �� �x�� � � �� �x��� = �J2r!;�!�t + U �!�� + V �!�� = vJ2 �g22 �2!��2 � 2g12 �2!���� + g11 �2!��2 ��� vJ2 �Jr ��!�� �x�� � �!�� �x���+ J2!r2 �+ v!r :Çäåñü äëÿ âèõðÿ ñêîðîñòè çàïèñàíî óðàâíåíèå, ó÷èòûâàþùåå åãîâÿçêóþ äèññèïàöèþ è ïðèìåíÿþùååñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîëÿ âèõðåéâî âíóòðåííåì òå÷åíèè. Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ äëÿðåàëèçàöèè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ, J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êî-îðäèíàò, gij � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, à U è V � êîí-òðàâàðèàíòíûå ïðîåêöèè ñêîðîñòè:U = 1Jr � �� ; V = � 1Jr � �� :Ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäè-íàò âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ òîêà ñëåäóþùèì îáðàçîì:u = 1Jr ��x� � �� + x� � �� � ; v = 1Jr ��r� � �� + r� � �� � :�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ �óíêöèè òîêà íà ìàññîïîäàþùèõ ïî-âåðõíîñòÿõ ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé äëÿóñëîâèé âäóâà, ÷òî ïðèâîäèò â ïîñòàíîâêå íà ýòèõ ó÷àñòêàõ ãðàíè-öû óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà. Íà ãðàíèöàõ, ãäå ïðîèñõîäèò âûòåêàíèåæèäêîñòè èç ðàññìàòðèâàåìîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ñòàâèëèñü ðàç-ëè÷íûå âàðèàíòû (äè��åðåíöèàëüíûå è àëãåáðàè÷åñêèå) óñëîâèéãëàäêîãî âûòåêàíèÿ.Òðóäíîñòü âûñòàâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé äëÿ âèõðÿ ñêîðî-ñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî �èçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äàåò ÿñíûå�îðìóëèðîâêè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè, àâèõðü, ÿâëÿþùèéñÿ äè��åðåíöèàëüíîé êèíåìàòè÷åñêîé õàðàêòå-ðèñòèêîé ïîëÿ ñêîðîñòè, èç ýòèõ óñëîâèé îïðåäåëåí áûòü íå ìîæåò.Îáû÷íî äëÿ âûñòàâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé âèõðÿ èñïîëüçóþòñÿ



138 È.Â. ßêèìîâàëîêàëèçîâàííûå óñëîâèÿ, âûðàæàþùèå â äè��åðåíöèàëüíîì âèäåóñëîâèå ñîâìåñòíîñòè â ïðèñòåííîé îáëàñòè ïîëåé âèõðÿ è �óíê-öèè òîêà. Òàêèå óñëîâèÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå óñëîæíÿþòñÿ ïðèèñïîëüçîâàíèè íåîðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò.Ïîýòîìó äëÿ �îðìóëèðîâêè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ âèõðÿ ñêîðî-ñòè íà ïîâåðõíîñòè âäóâà çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûéíà ïðèâëå÷åíèè òåîðåìû Ñòîêñà î öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè:ZS n �
 dS = IL v � dl:Çäåñü 
 � âèõðü ñêîðîñòè; L � çàìêíóòûé æèäêèé êîíòóð; S �ïîâåðõíîñòü, íàòÿíóòàÿ íà æèäêèé êîíòóð; dl è dS � ýëåìåíòûæèäêîãî êîíòóðà è ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâåííî; n � âíåøíÿÿ íîð-ìàëü ê ïîâåðõíîñòè S.3. Âû÷èñëèòåëüíîå ìîäåëèðîâàíèå�àñ÷åò ïîëÿ òå÷åíèÿ â îêîëîñîïëîâîé îáëàñòè �ÄÒÒ ðàññìàò-ðèâàåìîãî êëàññà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëå-äóþùèõ ýòàïîâ:� ïîñòðîåíèå äëÿ âûáðàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè ãåîìåòðèè ãðà-íèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ãåíåðàöèÿ êðèâîëèíåéíîé, ñîãëàñîâàííîéñ ãðàíèöàìè, ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âûäåëåíèå â ýòîé êîîðäèíàòíîéñèñòåìå îáëàñòè, ïðèëåæàùåé ê ïîâåðõíîñòè ñîïëà, è ëîêàëèçîâàí-íîå èçìåëü÷åíèå â íåé ñåòêè;� ðåøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î òå÷åíèè ý��åêòèâíîíåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ýòîé îáëàñòè. Äëÿ ðàñ÷åòà âèõ-ðÿ èñïîëüçóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, âûðàæàþùåå èíòå-ãðàë óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âèõðåé. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âèõðÿ íàïîâåðõíîñòÿõ ãîðåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ëîêàëèçîâàííîãî ïðèìå-íåíèÿ òåîðåìû Ñòîêñà;� óòî÷íåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ñîñòîèò â ó÷åòå ñæè-ìàåìîñòè è âÿçêîñòè íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé äëÿ âÿç-êîãî ñæèìàåìîãî òå÷åíèÿ è ïðèìåíåíèÿ â âû÷èñëåíèÿõ àëãîðèòìà ñèòåðàöèÿìè ïî íåëèíåéíîñòÿì. Êàê ïðàâèëî, òàêîå óòî÷íåíèå èìå-åò ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò ðåøåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Êàðòèíà



Äâóõ�àçíûå òå÷åíèÿ â ïðîòî÷íûõ òðàêòàõ ýíåðãîóñòàíîâîê 139ëèíèé òîêà è ïðèìåð ñåòêè ñ áëîêîì ñãóùåíèÿ ó ïîâåðõíîñòè ñîïëàïðèâîäÿòñÿ íà ðèñ. 1 è 2.
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�èñ. 1. Ëèíèè òîêà â îêîëîñîïëîâîé îáëàñòè.Äàëåå ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå ïîëÿ òå÷åíèÿ â îáëàñòè ñîïëîâîéïîâåðõíîñòè, ñòîèòñÿ ìåñòíûé ñåòî÷íûé áëîê ñ áîëåå ïîäðîáíîéñòðóêòóðîé è ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåñ÷åò ïîëÿ òå÷åíèÿ â ýòîé îáëàñòè.Íàãëÿäíî ñåòî÷íûé áëîê ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.Õàðàêòåðèñòèêè ãàçîâîãî ïîëÿ, êîîðäèíàòû óçëîâ ñåòêè, ìåò-ðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû è ÿêîáèàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòïðèïèñûâàþòñÿ óçëàì ñåòêè. Èíòåðïîëÿöèÿ ïàðàìåòðîâ íà ëþáóþâíóòðåííþþ òî÷êó ÿ÷åéêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ áèëèíåéíîéèíòåðïîëÿöèè ïî ïëîùàäÿì. Àðãóìåíòîì äëÿ òàêîé èíòåðïîëÿöèèÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè â âû÷èñëèòåëüíîì ïðî-ñòðàíñòâå.Â îñíîâå ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ ñðåäû ñ êîíäåíñèðîâàííûìè âêëþ-÷åíèÿìè â äàííîé ðàáîòå ïîëîæåí ëàãðàíæåâ ïîäõîä [3℄. Ïîëàãàåò-ñÿ, ÷òî îòñóòñòâóåò îáðàòíîå âëèÿíèå ÷àñòèö íà ãàçîâîå ïîëå. Òðà-åêòîðèÿ äâèæåíèÿ êàæäîé ÷àñòèöû íàõîäèòñÿ èç èíòåãðèðîâàíèÿ
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�èñ. 2. Ñåòêà ñ ìåñòíûì ñåòî÷íûì áëîêîì.åå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Èç ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöó, ó÷èòû-âàþòñÿ ëèøü ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðèíèìàåìàÿ êàê ñîïðîòèâëåíèåñ�åðè÷åñêîé ÷àñòèöû, è ìàññîâàÿ ñèëà, îïðåäåëÿåìàÿ äåéñòâèåìãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ñëåäñòâèåì óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ èçäå-ëèÿ. Òðàåêòîðèÿ êàæäîé ÷àñòèöû îòñëåæèâàåòñÿ îäíîâðåìåííî êàêâ �èçè÷åñêîé, òàê è â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòÿõ. Êàæäàÿ èç ýòèõîáëàñòåé âûïîëíÿåò ñâîþ �óíêöèþ â îðãàíèçàöèè ý��åêòèâíîãîâû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Â �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè èíòåãðèðóåò-ñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è îïðåäåëÿþòñÿ �èçè÷åñêèå êîìïîíåíòûâåêòîðà ñêîðîñòè èíäèâèäóàëüíîé ÷àñòèöû, à â âû÷èñëèòåëüíîéîáëàñòè íàõîäèòñÿ ïîëîæåíèå ÷àñòèöû, îïðåäåëÿåìîå åå âû÷èñëè-òåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ïåðåñå÷åíèå òðàåêòîðèåé ÷àñòèöû ñòåíêèñîïëà, âûõîä åå èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååòâèä mp dudt = 12 
D� jv� uj (v� u)Sp + (g+ ar)mp:Çäåñü mp � ìàññà ÷àñòèöû, � � ïëîòíîñòü ÷àñòèöû, u � âåêòîðñêîðîñòè ÷àñòèöû, v � âåêòîð ñêîðîñòè íåñóùåé ñðåäû, 
D � êî-ý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ÷àñòèöû, Sp � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷à-ñòèöû, g � âåêòîð ñèëû òÿæåñòè, ar � âåêòîð ñèëû, âîçíèêàþùåé



Äâóõ�àçíûå òå÷åíèÿ â ïðîòî÷íûõ òðàêòàõ ýíåðãîóñòàíîâîê 141â ðåçóëüòàòå óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ èçäåëèÿ â öåëîì.Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ èç èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíå-íèé â âû÷èñëèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå:d�pdt = 1J (r�up � x�vp) ; d�pdt = 1J (r�up � x�vp) :Òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïîçâîëÿåò ëåãêî óñòàíàâëèâàòü�àêò âûïàäåíèÿ ÷àñòèö íà ñòåíêó êðèâîëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè ñîï-ëà. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíûé îáìåí äàí-íûìè ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè, �èçè÷åñêèå ñêîðîñòè ïåðåâîäÿòñÿâ êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ÷àñòèöû, íåîáõîäèìûåäëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè â âû÷èñëèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå,à âû÷èñëèòåëüíûå êîîðäèíàòû ïåðåâîäÿòñÿ â �èçè÷åñêèå, êîòîðûåáóäóò îïðåäåëÿòü ðåàëüíóþ òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû.Èìåÿ ïîäãîòîâëåííîå ãàçîâîå ïîëå, ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò ñåðèèòðàåêòîðèé ÷àñòèö è îïðåäåëåíèå ïîòîêîâ âûïàäåíèÿ íà ïîâåðõ-íîñòü ñîïëà. Ïðåäëàãàåìûé âàðèàíò ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ ñðåäû ñ êîí-äåíñèðîâàííûìè âêëþ÷åíèÿìè îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ ïîëîæåíèÿõ:� êîíäåíñèðîâàííàÿ �ðàêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ÷àñòèö-ïðåäñòàâèòåëüíèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ÷àñòèöû, ëåæà-ùèå â íåêîòîðîì çàäàííîì äèàïàçîíå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à-ñòèö ïî ðàçìåðàì, è èíäèâèäóàëèçèðóåò òå ÷àñòèöû, êîòîðûå íàâõîäå â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü ðàñïîëîæåíû â çàäàííîé òðóáêå òîêà.Êàæäàÿ òàêàÿ ÷àñòèöà ñîîòâåòñòâóåò ìàññîâîìó ðàñõîäó êîíäåí-ñèðîâàííîé �àçû, îòâå÷àþùåìó ïðåäñòàâèòåëüñòâó ýòîãî ðàçìåðà÷àñòèöû â �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ;� âûïàäåíèå ÷àñòèöû íà ñòåíêó ñîïëà îçíà÷àåò âûíîñ â ýòó îá-ëàñòü ñîïëà âñåãî ìàññîâîãî ðàñõîäà, êîòîðûé ïðèïèñàí äàííîé ÷à-ñòèöå;� âëèÿíèå òóðáóëåíòíîñòè íà äâèæåíèå ÷àñòèö ó÷èòûâàåòñÿ ïó-òåì ââåäåíèÿ â ðàñ÷åò ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ãàçà, ïóëü-ñàöèè êîòîðîãî ìîäåëèðóþòñÿ èñõîäÿ èç ìåñòíûõ õàðàêòåðèñòèêòóðáóëåíòíîñòè [4℄.Òðàåêòîðèè ÷àñòèö â îêîëîñîïëîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîêàçàíûíà ðèñ. 3.
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�èñ. 3. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö.Çäåñü ïðèâåäåíû òðàåêòîðèè ÷àñòèö äîñòàòî÷íî êðóïíîãî ðàç-ìåðà (äèàìåòð ÷àñòèö 30 ìêì), ãåîìåòðèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñîîò-âåòñòâóåò íà÷àëüíûì âðåìåíàì ðàáîòû äâèãàòåëÿ.Ìàññîâûé ïîòîê íà ñòåíêó ñîïëà ïîêàçàí íà ðèñ. 4.
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�èñ. 4. Ïîòîê ÷àñòèö íà ñòåíêó.Èç ðèñ. 3 è 4 âèäíî, ÷òî îáëàñòüþ âûïàäåíèÿ êîíäåíñèðîâàí-íîé �àçû âûñîêîãî �ðàêöèîííîãî ñîñòàâà ÿâëÿåòñÿ ëîáîâàÿ ÷àñòüñîïëà.



Äâóõ�àçíûå òå÷åíèÿ â ïðîòî÷íûõ òðàêòàõ ýíåðãîóñòàíîâîê 1434. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ äâóõ�àç-íûõ òå÷åíèé. è âûÿâëåíû èõ îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè. Íàèáîëü-øåå âëèÿíèå íà êàðòèíó âûïàäåíèÿ êîíäåíñàòà îêàçûâàåò èçìå-íÿþùàÿñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ãåîìåòðèÿ ìàññîïîäàþùèõ ïîâåðõíî-ñòåé äâèãàòåëüíîé óñòàíîâêè. Êàæäîìó ìîìåíòó âðåìåíè íà ïî-âåðõíîñòè ãîðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûå ó÷àñòêè, îòâå÷à-þùèå çà èíåðöèîííûé âûíîñ íà ïîâåðõíîñòü ñîïëà òîé èëè èíîé�ðàêöèè êîíäåíñàòà. Ìíîãîîáðàçèå �îðì ðåàëüíîãî ãåîìåòðè÷å-ñêîãî î�îðìëåíèÿ òðàêòà äâèãàòåëÿ îïðåäåëÿåò ñïåöè�èêó èíåð-öèîííîãî âûíîñà ÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòü óñòàíîâêè è ðàñïðåäåëåíèåêîíäåíñàòà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñîïëà.Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàíà ñîâîêóïíîñòü ìîäóëåé, êîòîðàÿïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷å-íèÿ ãàçà â îêîëîñîïëîâîì ïðîñòðàíñòâå äâèãàòåëÿ îñåñèììåòðè÷íîéêîìïîíîâêè è äâèæåíèÿ êîíäåíñèðîâàííîé �àçû. Îíà ïîçâîëÿåòèññëåäîâàòü îñîáåííîñòè èíåðöèîííîãî âûïàäåíèÿ ÷àñòèö íà ñòåí-êè ñîïëà è âëèÿíèå íà ìàññîâûå ïîòîêè âûïàäåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõè ðàñõîäíûõ �àêòîðîâ.Ñîçäàíû ý��åêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû äëÿ ìàññîâûõòðàåêòîðíûõ ðàñ÷åòîâ ÷àñòèö â ïîñòðîåííîì ãàçîâîì ïîëå.Ëèòåðàòóðà1. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò â òåîðèè �ÄÒÒ /À.Ì. Ëèïàíîâ, Â.Ï. Áîáðûøåâ,À.Â.Àëèåâ è äð.; Ïîä ðåä. À.Ì. Ëèïàíîâà. Åêàòåðèíáóðã: Íàóêà, 1994. 301 ñ.2. Ëèïàíîâ À.Ì., Åðîõèí Á.Ò. Íåñòàöèîíàðíûå è êâàçèñòàöèîíàðíûå ðå-æèìû ðàáîòû �ÄÒÒ. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1977. 200 
.3. Ñòåðíèí Ë.Å., Øðàéáåð À.À. Ìíîãî�àçíûå òå÷åíèÿ ãàçà ñ ÷àñòèöàìè.Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1994. 320 ñ.4. Âîëêîâ Ê.Í., Åìåëüÿíîâ Â.Í. Âëèÿíèå òóðáóëåíòíîñòè íà äâèæåíèåêîíäåíñèðîâàííûõ ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ òâåðäîãî òîïëèâà // Âíóòðèêàìåðíûåïðîöåññû è ãîðåíèå â óñòàíîâêàõ íà òâåðäîì òîïëèâå è â ñòâîëüíûõ ñèñòåìàõ(ICOC-99). Òðóäû Òðåòüåé ìåæäóíàðîäíîé êîí�. (Èæåâñê, 7�9 èþëÿ 1999 ã.).Èæåâñê: ÈÏÌ ÓðÎ �ÀÍ, 2000. Ñ. 142�157.



×ÈÑËÅÍÍÛÉ È ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈÏ.À. Àáàêóìîâ, À.Ë. Ñìèðíîâ�àññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ òîíêîéóïðóãîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ÷àñòîò, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ àñèìï-òîòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è èññëåäóåòñÿ õàðàêòåð âûðîæäåíèÿêðàåâîé çàäà÷è.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÑâîáîäíûå îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ òîíêîé óïðóãîé êðóãî-âîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé6-ãî ïîðÿäêà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ [1℄:11� �2 �d2uds2 � � dwds �+ �u = 0;11� �2 �� duds � w� � �4 d4wds4 + �w = 0; (1)ãäå � = �!2R2E ; �4 = h212(1� �2)R2 :Çäåñü u, w � ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèÿ íà íàïðàâëåíèÿ îáðàçóþùåéè íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, ! � ÷àñòîòà êîëå-áàíèé, � � ïëîòíîñòü, E � ìîäóëü Þíãà, h � òîëùèíà îáîëî÷êè,� � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, � � ìàëûé ïàðàìåòð òîëùèíû, � �ïàðàìåòð ÷àñòîòû. Â óðàâíåíèè (1) èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ èïåðåìåííàÿ s, îòíåñåííûå ê ðàäèóñó îáîëî÷êè R, òàêèì îáðàçîì,�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07-01-00250.Äîêëàä íà ñåìèíàðå 24 àïðåëÿ 2007 ã.

 Ï.À. Àáàêóìîâ, À.Ë. Ñìèðíîâ, 2007



Àíàëèç îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè 145ïåðåìåííàÿ s èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ [0,l℄, ãäå l = L=R, à L � äëèíàîáîëî÷êè.Íà êðàÿõ îáîëî÷êè ñëåäóåò çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûåÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà, èìåþùåãî âèä ïðÿ-ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ óñëîâèé:fu; u0 � �wg � fw;w000g � fw0; w00g = 0:Èç âîñüìè âîçìîæíûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé áóäåì ðàññìàòðè-âàòü äâà, êîòîðûå îïèñûâàþò:1) øàðíèðíîå îïèðàíèå êðàÿ:duds = w = d2wds2 = 0; (2)2) åãî æåñòêóþ çàäåëêó:u = w = dwds = 0: (3)Èç âîçìîæíûõ 36 âàðèàíòîâ çàêðåïëåíèÿ êðàåâ îáîëî÷êè (ñ ó÷å-òîì åå ñèììåòðèè) â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿâèäà 1-1, 2-2 è 1-2.Ïðè � = 0 èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) âûðîæäàåòñÿ â áåç-ìîìåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà11� �2 �d2uds2 � � dwds �+ �u = 0;11� �2 �� duds � w�+ �w = 0: (4)Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðè ýòîì ïîðÿäîê ñèñòåìû óðàâíåíèé óìåíü-øàåòñÿ ñ 6 äî 2 èç òðåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñëåäóåò îñòàâèòü òîëüêîîäíî:1') äëÿ øàðíèðíî îïåðòîãî êðàÿ:duds � w = 0; (5)2) ïðè æåñòêîé çàäåëêå êðàÿ:u = 0: (6)



146 Ï.À. Àáàêóìîâ, À.Ë. ÑìèðíîâÖåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå âûðîæäåíèÿ çàäà÷è (1)â çàäà÷ó (4) ïðè �! 0.2. Êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè ñ øàðíèðíî îïåðòûìèêðàÿìè�àññìîòðèì çàäà÷ó ñ øàðíèðíûì îïèðàíèåì íà îáîèõ êîíöàõ.�åøåíèå è ïîëíîé è áåçìîìåíòíîé çàäà÷ èìååò âèäu = u0 
os(kns); w = w0 sin(kns); kn = �nl ; n = 0; 1; : : : (7)Ïîäñòàíîâêà (7) â (1) ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ïàðàìåòðà ÷àñòîòû:��� k2n1� �2���� 11� �2 � �4k4n�� �2k2n(1� �2)2 = 0; kn = n�l ; (8)îòêóäà îïðåäåëÿþòñÿ äâå ñåðèè ÷àñòîò:�1;n = 1 + k2n2(1� �2) + 12k4n�4 + dn;�2;n = 1 + k2n2(1� �2) + 12k4n�4 � dn;dn = p(1 + k2n � k4n�4)(1� �2)2 � 4(k2n + k6n�4)(1� �2)2(1� �2) :×àñòîòû äëÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî�01;n = 1 + k2n2(1� �2) + d0n;�02;n = 1 + k2n2(1� �2) � d0n;d0n = p(1 + k2n)(1� �2)2 � 4k2n(1� �2)2(1� �2) :



Àíàëèç îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè 147Ïðè n!1 äâà ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ÷àñòîò âûðîæäåííîéçàäà÷è â ðÿä ïî kn èìåþò âèä�01;n = �2 + k2n1� �2 +O(k�2n );�02;n = 1� �2k2n +O(k�4n ):Ïðè �èêñèðîâàííîì � 6= 0 è n!1 ãëàâíûå ÷ëåíû ÷àñòîò èìå-þò ðàçëè÷íûé âèä â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ïîðÿäêîâ kn è �.Îáîçíà÷èâ " = 1=kn è ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì óðàâ-íåíèå äëÿ �, ñîäåðæàùåå äâà ìàëûõ ïàðàìåòðà: � è ". Ïîñòðîèâìíîãîãðàííèê Íüþòîíà [1℄, îáíàðóæèì, ÷òî êðèòè÷åñêèìè òî÷êà-ìè ÿâëÿþòñÿ " = 1, " = � è " = �2. Ïðè ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðà-ìåòðîâ ìåíÿåòñÿ êîí�èãóðàöèÿ äèàãðàììû Íüþòîíà. Â òàáëèöå 1ïðèâåäåíû ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ÷àñòîò �i;n ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ kn � ���Òàáëèöà 1. �ëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ÷àñòîò �i;n� = 1=2 � = 1 � = 3=2 � = 2 � = 5=2i = 1 k2n1��2 (1) k2n1��2 (2) k2n1��2 (3) k4n�4(4) k4n�4(5)i = 2 1(0) 1 + �4k4n(0) �4k4n(2) k2n1��2 (4) k2n1��2 (6)Ïðè �èêñèðîâàííîì n ÷àñòîòû ïîëíîé è âûðîæäåííîé çàäà÷ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì�1;n = �01;n + �4�11;n + �8�21;n +O(�12)�2;n = �02;n + �4�22;n + �8�22;n +O(�12)ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå íåðàâíîìåðíî ïî kn. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèáîëüøèõ kn ñòàðøèå ÷ëåíû �ji;n òàêîâûÏðè i = 1 òðåòèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òîè ïåðâûé ïðè kn � ��4, à ïðè i = 2 âòîðîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ èìååòòîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ïåðâûé ïðè kn � ��1.



148 Ï.À. Àáàêóìîâ, À.Ë. ÑìèðíîâÒàáëèöà 2. Ñòàðøèå ÷ëåíû �ji;n ïðè áîëüøèõ kn.j = 0 j = 1 j = 2i = 1 k2n=(1� �2) k2n�2 k4n�2(1� �2)i = 2 1 k4n �k4n�2(1� �2)Ïðè � = 0 äëÿ �îðì êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè �01;n ïðè áîëüøèõ knñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå u0 � knw0=�, ò.å. u0 � w0, òàêèå êîëåáà-íèÿ íàçûâàþòñÿ êâàçèòàíãåíöèàëüíûìè. Äëÿ ÷àñòîò �02;n ïðè áîëü-øèõ kn ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå w0 � �knu0=�, ò.å. jw0j � ju0j,òàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ êâàçèïîïåðå÷íûìè. Â äàííîé ðàáîòåáóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè, áëèçêèìè ê 1.Áîëüøèíñòâî òàêèõ êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ êâàçèïîïåðå÷íûìè.Íà ðèñ. 1 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ïåðâîé÷àñòîòû �1 è øåñòè ïåðâûõ ÷àñòîò �2;n îò ïàðàìåòðà òîíêîñòåííî-ñòè �. Ïóíêòèðíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò áåçìîìåíòíûì ÷àñòîòàì.

�èñ. 1. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà òîíêîñòåííîñòè íà ÷àñòîòû êîëåáàíèé îáîëî÷êè.Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð � îêàçûâàåò ñëàáîå âëèÿíèå íà ÷àñòîòûêâàçèòàíãåíöèàëüíûõ êîëåáàíèé, â òî âðåìÿ êàê çàâèñèìîñòü îò �



Àíàëèç îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè 149êâàçèïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñóùåñòâåííà.3. Êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè ñ æåñòêî çàäåëàííûìè êðà-ÿìèÈññëåäóåì òåïåðü ñïåêòð ÷àñòîò ñâîáîäíûõ îñåñèììåòðè÷íûõêîëåáàíèé òîíêîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ æåñòêî çà-êðåïëåííûìè êðàÿìè. Ïîëíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñîñòîèò èç ñèñòåìûóðàâíåíèé (1) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) íà îáîèõ êðàÿõ. Åå ðåøåíèåáóäåì ñðàâíèâàòü ñ ðåøåíèåì âûðîæäåííîé çàäà÷è (4) ñ ãðàíè÷íû-ìè óñëîâèÿìè (6). �åøåíèå âûðîæäåííîé çàäà÷è ñëåäóåò èñêàòü ââèäåu = u0 sin(kns); w = w0 
os(kns); kn = �nl ; n = 0; 1; : : : (9)Ïðè ýòîì ñïåêòð ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé áåçìîìåíòíîé îáî-ëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (8) è ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòàìè øàð-íèðíî îïåðòîé îáîëî÷êè, à �îðìà êîëåáàíèé òàêîâà:u0 = 1; w0 = �kn(1� (1� �2)�0): (10)Ïîëíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå èìååò ïðî-ñòîãî ðåøåíèÿ òèïà (9), óäîâëåòâîðÿþùåãî âñåì ãðàíè÷íûì óñëî-âèÿì (3). Ïîýòîìó ïîñòðîèì ñíà÷àëà îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1):u = 6Xk=1Ckukepks; w = 6Xk=1Ckwkepks; (11)ãäå Ck � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à uk è wk ñâÿçàíû ñîîòíîøå-íèåì (p2k + (1� �2)�)uk � �pkwk = 0;ïðè÷åì pk óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ øåñòîé ñòåïåíè�4p6 + (1� �2)��4p4 + (1� �)p2 + �(1� (1� �2)�) = 0: (12)Ïóñòü ñíà÷àëà � 6= 1. Òîãäà ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ pk �1 (k = 1; 2). Äëÿ îñòàâøèõñÿ ÷åòûðåõ êîðíåé pk � ��1 (k = 3; 4; 5; 6),



150 Ï.À. Àáàêóìîâ, À.Ë. Ñìèðíîâïðè÷åì, åñëè � < 1, âñå êîðíè èìåþò îòëè÷íóþ îò íóëÿ âåùåñòâåí-íóþ ÷àñòü è ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðàëû êðàåâîãî ý�-�åêòà. Åñëè æå � > 1, äâà èç êîðíåé pk; (k = 3; 4) � ÷èñòî ìíèìûåè èì ñîîòâåòñòâóþò îñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû. Ñ ðàçëè÷íûì ïî-âåäåíèåì èíòåãðàëîâ ïðè � < 1 è ïðè � > 1 ñâÿçàíû îñîáåííîñòèñïåêòðà â ýòèõ îáëàñòÿõ.Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîäåðæèòñÿ â [1℄. Â ÷àñò-íîñòè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè � < 1 ïîëíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ðåãóëÿðíîâûðîæäàåòñÿ â áåçìîìåíòíóþ çàäà÷ó [2℄, â òî âðåìÿ êàê ïðè � > 1ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Óðàâíåíèåsin bl = 0 b2 = �(1� (1� �2)�)1� � ; (13)äàåò êîðíè b = n�=l, ñîâïàäàþùèå ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè áåç-ìîìåíòíîé çàäà÷è. à óðàâíåíèå
os(
l=�) = 0; 
4 = �� 1 (14)îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ�n = 1 +� (2n+ 1)��2l �4 ; n = 1; 2; : : : ;àíàëîãà êîòîðûì áåçìîìåíòíàÿ çàäà÷à íå èìååò. Çàìåòèì, ÷òî ïðè� � 1 �4=3 ïðèâåäåííûå �îðìóëû íå âåðíû äëÿ ÷àñòîò áëèçêèõ êòî÷êå ñãóùåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (4.38) èç [1℄.�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî àñèìïòîòè÷åñêèì �îðìóëàì, ñðàâ-íèâàëèñü ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâà-íèåì ìåòîäà îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè ïî �îäóíîâó. Âû÷èñëèòåëü-íûå ñëîæíîñòè âîçíèêàþò â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñãóùåíèÿ ÷àñòîò,÷òî îáúÿñíÿåòñÿ êàê áûñòðîé èçìåíÿåìîñòüþ ðåøåíèé, òàê è âû-ñîêîé ïëîòíîñòüþ ÷àñòîò. Óìåíüøåíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîs è óâåëè÷åíèå òî÷åê, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ�ðàììà�Øìèäòà ïîçâîëèëè óâåëè÷èòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ÷à-ñòîò. Â ÷àñòíîñòè, îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷-íîñòè (5 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé), èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèå ñëåäóåòðàçáèòü íà 6 îòðåçêîâ, íà ãðàíèöå êîòîðûõ ñëåäóåò âûïîëíèòü îð-òîãîíàëèçàöèþ, à íà ñàìèõ îòðåçêàõ âåñòè èíòåãðèðîâàíèå ñ øàãîì0,001.



Àíàëèç îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè 151Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïåðâûõ 14 ÷àñòîò (�) îñåñèììåò-ðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè â çàâèñèìîñòè îò âå-ëè÷èíû òîëùèíû îáîëî÷êè (�). Â êà÷åñòâå áàçîâîãî çíà÷åíèÿ îò-íîñèòåëüíîé òîëùèíû âûáðàíî h=R = 0; 01, òîãäà ïðè � = 0:3 ïà-ðàìåòð òîíêîñòåííîñòè � = 0; 055.×àñòîòû âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè (×èñë.) è ïî àñèìïòî-òè÷åñêîé �îðìóëå (4.38) èç [1℄. Áîëüøèíñòâî ÷àñòîò ñîîòâåòñòâóþòêâàçèïîïåðå÷íûì êîëåáàíèÿì. Âûäåëåííûå ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâó-þò êâàçèïðîäîëüíûì êîëåáàíèÿì, îíè íå îïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé(4.38). Ñ óìåíüøåíèåì òîëùèíû ÷àñòîòû êâàçèïîïåðå÷íûõ êîëåáà-íèé ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ è èõ ïëîòíîñòü â îêðåñòíîñòè 1 ðàñòåò.×àñòîòû ñîîòâåòñòâóþùèå êâàçèïðîäîëüíûì êîëåáàíèÿì çàâèñÿòîò òîëùèíû ñëàáî è ñ óìåíüøåíèåì òîëùèíû ñòðåìÿòñÿ (íåìîíî-òîííî) ê ñîîòâåòñòâóþùèì áåçìîìåíòíûì ÷àñòîòàì (4.26).Òàáëèöà 3. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò òîëùèíû îáîëî÷êè� = 0; 06 � = 0; 055 � = 0; 05 � = 0; 04 � = 0×èñë (4.38) ×èñë (4.38) ×èñë (4.38) ×èñë (4.38) (4.26)0,8234 0,9355 0,8215 0,9340 0,8197 0,9325 0,8161 0,9296 0,80270,9830 0,9868 0,9821 0,9859 0,9813 0,9852 0,9798 0,9838 0,97490,9975 0,9984 0,9960 0,9968 0,9948 0,9956 0,9931 0,9938 0,99011,0077 1,0085 1,0041 1,0047 1,0014 1,0018 0,9980 0,9983 0,99461,0220 1,0230 1,0146 1,0152 1,0090 1,0094 1,0019 1,0021 0,99661,0427 1,0450 1,0298 1,0310 1,0197 1,0203 1,0067 1,0070 0,99771,0754 1,0774 1,0553 1,0540 1,0353 1,0361 1,0134 1,0137 0,99831,0884 � 1,0767 1,0864 1,0558 1,0583 1,0225 1,0229 0,99871,1310 1,1232 1,1028 � 1,0872 1,0886 1,0349 1,0354 0,99901,1818 1,1858 1,1283 1,1307 1,0921 � 1,0507 1,0520 0,99921,2727 1,2691 1,1934 1,1896 1,1341 1,1289 1,0726 1,0734 � � �1,3627 1,3771 1,2606 1,2659 1,1784 1,1810 1,0880 � 1,09891,4872 � 1,3655 1,3629 1,2498 1,2472 1,1079 1,1005 � � �1,5171 1,5144 1,4443 1,4840 1,3231 1,3299 1,1332 1,1344 1,50134. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèéÈíòåðåñíî èññëåäîâàòü âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñïåêòð



152 Ï.À. Àáàêóìîâ, À.Ë. Ñìèðíîâñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. �àññìîòðèì íåñèììåòðè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ, ïðè êîòîðîì îäèí êîíåö îáîëî÷êè æåñòêî çàäåëàí (óñëîâèÿ(2)), à âòîðîé êîíåö îïåðò (3). Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ÷àñòîò áåçìî-ìåíòíîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
os(bl) = 0: (15)Â òàáë. 4 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå 14 íèçøèõ ÷àñòîò îñåñèììåòðè÷-íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè ðàçíûõ ãðàíè÷íûõóñëîâèÿ: æåñòêîé çàäåëêè îáîèõ êðàåâ (2)-(2), øàðíèðíîãî îïèðà-íèÿ îáîèõ êðàåâ (3)-(3) è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðîì îäèí êðàé çàäåëàí,à âòîðîé îïåðò (2)-(3). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îñëàáëåíèè ãðàíè÷íûõóñëîâèé ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïàäàåò. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöûïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ áåçìîìåíòíûõ ÷àñòîò äëÿ îáîëî÷êè ñ ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè âèäà (2)-(3), ê êîòîðûì ñòðåìÿòñÿ íèçøèå ÷àñòîòû(� < 1) ïðè óìåíüøåíèè �. Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ÷àñòîò ïðè � > 1ïðåäñòàâëÿåò ïðåäìåò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.Òàáëèöà 4. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé� = 0; 055 � = 0(2)-(2) (2)-(3) (3)-(3) (2)-(3)0.82150 0.2672 0 0.2655170.98210 0.9524 0.8027 0.9469250.99600 0.9879 0.975 0.9851181.00410 0.9966 0.9906 0992869.1.01460 1.0023 0.99631.02980 1.0106 1.00111.05270 1.0232 1.00761.07670 1.0419 1.01781.10280 1.0686 1.03341.12830 1.1031 1.05631.19340 1.1289 1.08871.26060 1.1637 1.1331.36550 1.2289 1.19191.44430 1.3143 1.2682



Àíàëèç îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè 153Ëèòåðàòóðà1. Áàóýð Ñ.Ì., Ñìèðíîâ À.Ë., Òîâñòèê Ï.Å., Ôèëèïïîâ Ñ.Á. Àñèìïòîòè÷å-ñêèå ìåòîäû â ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà. Èæåâñê. Èçäàò. ðåã. è ñòîõàñò. äèíàìèêè.2007.2. Âèøèê.Ì. È., Ëþñòåðíèê Ë. À. �åãóëÿðíîå âûðîæäåíèå è ïîãðàíè÷-íûé ñëîé äëÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì// Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. 1957. Ò. 12. Âûï. 5 (77). Ñ. 3�122.



ÄÎÊËÀÄÛ, ÍÅ ÂÎØÅÄØÈÅ Â ÑÁÎ�ÍÈÊÇàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé íàãðóçêèè �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèñ�åðè÷åñêîé îðòîòðîïíîé îáîëî÷êèíà óïðóãîì îñíîâàíèè îò åå óïðóãèõ ïàðàìåòðîâÄîêëàä íà ñåìèíàðå 17 îêòÿáðÿ 2006 ã.À.Â. Ìèõååâ�ÅÇÞÌÅ�àññìàòðèâàåòñÿ îáîëî÷êà ñ�åðè÷åñêîé �îðìû èç îðòîòðîïíî-ãî ìàòåðèàëà íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ïîäâåðãíóòàÿ äåéñòâèþ ñèëîäíîðîäíîãî ñæàòèÿ è êðó÷åíèÿ. Âàðüèðóÿ ïàðàìåòðû îðòîòðîï-íîãî ìàòåðèàëà îáîëî÷êè, ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé íà-ãðóçêè è ïàðàìåòðîâ âîëíîîáðàçîâàíèÿ(âåëè÷èíà âìÿòèí è óãîëíàêëîíà) îò ñîîòíîøåíèé ìîäóëåé Þíãà è êîý��èöèåíòîâ ñäâè-ãà â êàñàòåëüíîì è òðàíñâåðñàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ. Äëÿ óäîáñòâàñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû êàêâ ãðà�è÷åñêîé, òàê è òàáëè÷íîé �îðìàõ.



Äîêëàäû, íå âîøåäøèå â ñáîðíèê 155�åøåíèå íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêèìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèèèÄîêëàä íà ñåìèíàðå 28 íîÿáðÿ 2006 ã.À.À. Õàðóíæèé�ÅÇÞÌÅÒåîðèÿ êîììóòèðóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ îïå-ðàòîðîâ çàðîäèëàñü â íà÷àëå XX âåêà ñ âûÿâëåíèÿ òîãî �àêòà,÷òî íåêîòîðûå îñîáûå ïàðû òàêèõ îïåðàòîðîâ ïîðîæäàþò ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ Êîðòâåãåðà-äå Ôðèçà. Ïîçæå îíà ðàçâèëàñü â ïîäðàç-äåë òåîðèè íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ýòîì âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè èñïîëüçóÿ àïïàðàò òîïîëîãèè è ðèìàíîâîéãåîìåòðèè. Ñîâðåìåííûìè äîñòèæåíèÿìè â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿþòñÿðàáîòû È.Ì. Êðè÷åâåðà è Ñ. Ï. Íîâèêîâà, â êîòîðûõ ïîñòðîåíûíåêîòîðûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè è âûñøèõðàíãîâ óðàâíåíèé äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäà. Äîêëàä ïîñâÿ-ùåí èñòîðèè ðàçâèòèÿ òåîðèè êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, å¼ äî-ñòèæåíèÿì è ñòîÿùèì ïåðåä íåé çàäà÷àì, â òîì ÷èñëå è çàäà÷àììåõàíèêè.



156 Äîêëàäû, íå âîøåäøèå â ñáîðíèê×èñëåííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿËÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíòÄîêëàä íà ñåìèíàðå 13 �åâðàëÿ 2007 ã.Ê.Ñ. Èâàíîâ�ÅÇÞÌÅËîêàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü (ïðè ãëîáàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè) îñ-íîâíàÿ îñîáåííîñòü õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì è ìåðà ÷óâñòâèòåëüíîñòè êíà÷àëüíûì äàííûì, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçà-òåëü (ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà) â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè � ñàìûéåñòåñòâåííûé èíäèêàòîð õàîòè÷íîñòè. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñòàð-øèé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, òàê êàê åãî ïîëîæèòåëüíîñòü âäîëüòðàåêòîðèè, ïëîòíîé â àòòðàêòîðå. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìå-òîäû âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò: ìåòîä Âîëü�à, çàêëþ÷àå-ùåéñÿ â íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî ýêñïîíåíöèàëüíîãîðîñòà âäîëü îïîðíîé òðàåêòîðèè; ìåòîä ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â âàðè-àöèÿõ, êîòîðûé áëèçîê ê ìåòîäó Âîëü�à, íî âû÷èñëåíèÿ ïðåèìóùå-ñòâåííî âåäóòñÿ â ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå: àëãîðèòì Áåíåòòèíà,ÿâëÿþùèéñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññîì, îñíîâàííûì íà îðòîãîíàëè-çàöèè �ðàììà-Øìèäòà è ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ñðàçóâñåõ ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò è âñå âåêòîðà ëÿïóíîâñêîãî áàçèñà èäðóãèå ìåòîäû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêèå çà-äà÷è íåëèíåéíîé äèíàìèêè (óðàâíåíèå Ëîðåíöà, óðàâíåíèå ×óà,óðàâíåíèå Áàãóëû è äð.) ïðè÷åì, ïîëó÷åííûå ðàçíûìè ìåòîäàìèðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñþòñÿ ñ êëàññè÷åñêèìè.



ÎÁ ÀÂÒÎ�ÀÕÀáàêóìîâ Ïàâåë Àíäðååâè÷� îêîí÷èë ìàòåìàòèêî-ìåõàíè-÷åñêèé �àêóëüòåò ÑÏá�Ó â 2007 ã., ïîëó÷èâ äèïëîì ïî ñïåöèàëü-íîñòè ¾Ìåõàíèêà¿. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � äîö. À.Ë. Ñìèðíîâ.Àíèñèìîâ Àíòîí Áîðèñîâè÷� îêîí÷èë ìàòåìàòèêî-ìåõàíè-÷åñêèé �àêóëüòåò ÑÏá�Ó â 2005 ã., ïîëó÷èâ äèïëîì ïî ñïåöèàëü-íîñòè ¾Ìåõàíèêà¿. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àñïèðàíò ÑÏá�Ó. Íàó÷íûéðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ñ.Á. Ôèëèïïîâ.Àòðîùåíêî Åëåíà Èãîðåâíà�âûïóñêíèöà ìàòåìàòèêî-ìå-õàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó. Èìååò ñòåïåíè (ñ îòëè÷èåì) áàêà-ëàâðà è ìàãèñòðà ïî ñïåöèàëèçàöèè �Ìåõàíèêà. Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-ìàòèêà�. Àâòîð îäíîé îïóáëèêîâàííîé ðàáîòû. Àñïèðàíòêà ÑÏá�Óè University of Waterloo (Canada). Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�.Ñ.Ì. Áàóýð è Prof. S. Potapenko.Áàóýð Ñâåòëàíà Ìèõàéëîâíà � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè-÷åñêèõ íàóê, ïðî�åñîð êà�åäðû ãèäðîóïðóãîñòè ÑÏá�Ó, ÷ëåí �îñ-ñèéñêîãî íàöèîíàëüíîãî êîìèòåòà ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîéìåõàíèêå, àâòîð ìíîãî÷èñëåííûõê ïóáëèêàöèé ïî âîïðîñàì ìåõà-íèêè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé è áèîìåõàíèêè.Áåñòóæåâà Àëëà Íèêîëàåâíà� êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè-÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êà�åäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ï�ÓÏÑ. Àâ-òîð ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ çàäà÷àì î âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ æèäêîñòèâ îáëàñòè ïåðåìåííîé ãëóáèíû, îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëàõ �Îêå-àíîëîãèÿ�, �Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà�, �Ïðèêëàäíàÿ ìà-òåìàòèêà è òåõíè÷åñêàÿ �èçèêà� è äð.Äóìèíà Þëèÿ Èãîðåâíà �âûïóñêíèöà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè-÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó (2006). Èìååò ñòåïåíè áàêàëàâðà è ìà-ãèñòðà (ñ îòëè÷èåì) ïî ñïåöèàëèçàöèè �Ìåõàíèêà. Ïðèêëàäíàÿ ìà-òåìàòèêà�. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àñïèðàíòêà ÑÏá�Ó. Íàó÷íûé ðóêî-âîäèòåëü � ïðî�. Ï.Å. Òîâñòèê.



158 Îá àâòîðàõÆèãàëêî Åâãåíèé Ôàääååâè÷� çàâåäóþùèé êà�åäðîé ïðè-êëàäíîé ìàòåìàòèêè Ï�ÓÏÑ, ïðî�åññîð, äîêòîð �èçèêî-ìàòåìà-òè÷åñêèõ íàóê, àâòîð ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò ïî âîïðîñàì ãèäðîìå-õàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.Èâàíîâ Äåíèñ Íèêîëàåâè÷�êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè-÷åñêèõ íàóê, àññèñòåíò êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõà-íèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, àâòîð 10 ñòà-òåé è îäíîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïî âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè è äèíà-ìèêè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé.Èâàíîâ Êèðèëë Ñåðãååâè÷ �îêîí÷èë ìàòåìàòèêî-ìåõàíè-÷åñêèé �àêóëüòåò ÑÏá�Ó â 2007 ã., ïîëó÷èâ äèïëîì ïî ñïåöèàëü-íîñòè ¾Ìåõàíèêà¿. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � äîö. À.Ë. Ñìèðíîâ.Êàïðàíîâ Èëüÿ Åâãåíüåâè÷� îêîí÷èë ìàãèñòðàòóðó Á�ÒÓ-Âîåíìåõà â 2006ã., àñïèðàíò 1ãî êóðñà Á�ÒÓ-Âîåíìåõà, îòìå÷åíäèïëîìîì ¾Ëó÷øèé äîêëàä¿ íà Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ïîòåïëîîáìåíó (Ìîñêâà, 2006). Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Â.Í.Åìåëüÿíîâ.Ìèõååâ Àðòåì Âàëåðüåâè÷� âûïóñêíèê ìàòåìàòèêî-ìåõà-íè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó. Èìååò äèïëîì ïî ñïåöèàëèçàöèè�Ìàòåìàòèêà". Îêîí÷èë àñïèðàíòóðó ÑÏá�Ó ïî ñïåöèàëüíîñòè ìå-õàíèêà äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Îïóáëèêîâàë 2 ðàáîòû. Íà-ó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ï.Å. ÒîâñòèêÍàóìîâà Íàòàëüÿ Âëàäèìèðîâíà�êàíäèäàò �èçèêî-ìàòå-ìàòè÷åñêèõ, äîöåíò êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíè-êè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, àâòîð 16 ñòàòåéè 3 ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïî âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè è äèíàìèêè òîíêî-ñòåííûõ êîíñòðóêöèé.Ñêðÿáèí Èëüÿ Íèêîëàåâè÷�ìàãèñòð Á�ÒÓ-Âîåíìåõà. Íà-ó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Â.Í. Åìåëüÿíîâ.Ñìèðíîâ Àíäðåé Ëåîíèäîâè÷�êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìà-òè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõà-íèêè ÑÏá�Ó, àâòîð ïóáëèêàöèé ïî âîïðîñàì ìåõàíèêè òîíêîñòåí-íûõ êîíñòðóêöèé.Õàðóíæèé Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ � ñòóäåíò ìàãè-ñòðàòóðû ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó. Îêîí÷èëáàêàëàâðèàò ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Íîâîñèáèðñêî-ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî êà�åäðå ãåîìåòðèè è òîïî-



Îá àâòîðàõ 159ëîãèè. Çàíèìàëñÿ èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè òåîðèè êîììóòèðó-þùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �äîö. À.Ë. Ñìèðíîâ.Þøèí �îìàí Þðüåâè÷� îêîí÷èë áàêàëàâðèàò ÏÌ-ÏÓ èìàãèñòðàòóðó ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó, ïî-ëó÷èâ äèïëîì ìàãèñòðà ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ìåõàíèêà. Ïðèêëàäíàÿìàòåìàòèêà� ïî ñïåöèàëèçàöèè "àýðîãèäðîóïðóãîñòü"(2004). Íà-ïðàâëåíèå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé � íåëèíåéíûå çàäà÷è òåîðèè ïëà-ñòè÷íîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àñïèðàíò ÑÏá�Ó. Íàó÷íûé ðóêîâî-äèòåëü � äîö. �.Â. Ïàâèëàéíåí.ßêèìîâà Èðèíà Âëàäèìèðîâíà�àñïèðàíòêà Á�ÒÓ-Âîåí-ìåõà. Îêîí÷èëà Á�ÒÓ-Âîåíìåõ â 2005 ã. Òâîð÷åñêèå èíòåðåñû ñî-ñðåäîòî÷åíû â îáëàñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ äâè-æåíèé ñïëîøíûõ ñðåä. Àâòîð ðÿäà íàó÷íûõ ñòàòåé è äîêëàäîâ íàêîí�åðåíöèÿõ. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Â.Í. Åìåëüÿíîâ.ßñíèöêèé Ëåîíèä Íàõèìîâè÷�äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð êà�åäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Ïåðì-ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ïðåäñåäàòåëü Ïåðìñêîãî îò-äåëåíèÿ Íàó÷íîãî Ñîâåòà �ÀÍ ïî ìåòîäîëîãèè èñêóññòâåííîãî èí-òåëëåêòà. Àâòîð ïå÷àòíûõ ðàáîò â îáëàñòè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âò.÷. êíèã �Ìåòîä �èêòèâíûõ êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé â ìåõàíèêåñïëîøíûõ ñðåä", �Ââåäåíèå â èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò�, �Èíòåë-ëåêòóàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì� äð.
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Ó×ÀÑÒÍÈÊÈ ÑÅÌÈÍÀ�À,ÇÀÙÈÒÈÂØÈÅ ÄÈÑÑÅ�ÒÀÖÈÈ Â 2006�2007 ã. ã.Ìèðîíîâ Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ � êàíä �èç.-ìàò. íàóê,ÑÏá�Ó, 2007. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ñ.Ì. Áàóýð.Ëåáåäåâà Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà � êàíä òåõí. íàóê,ÑÏá�ÝÒÓ, 2007. Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðî�. Ï.È. Áåãóí.
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164 Ñîäåðæàíèå�ÅÔÅ�ÀÒÛÓÄÊ 534.1À á à ê ó ì î â Ï.À., Ñ ì è ð í î â À.Ë. Àíàëèç îñåñèììåòðè÷íûõ êî-ëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûåìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.�àññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ òîíêîéóïðóãîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõóñëîâèé ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ÷àñòîò, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñèìïòîòè÷å-ñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è èññëåäóåòñÿ õàðàêòåð âûðîæäåíèÿ êðàåâîéçàäà÷è.Áèáëèîãð. 5 íàçâ. Èë. 1. Òàáë. 1.ÓÄÊ 534.1À í è ñ è ì î â À.Á. Êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ìàëûì óãëîìïðè âåðøèíå // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.�àññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êèïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óãîë ïðè âåð-øèíå êîíóñà ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Ïóòåì ðàçëîæåíèÿ íåèçâåñò-íûõ �óíêöèé â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîëó÷åíû ïðèáëè-æåííûå �îðìóëû äëÿ ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèé. Äëÿ òðåõ âàðèàíòîâãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàéäåí ðàäèóñ ýêâèâàëåíòíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè, ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèéêîíè÷åñêîé îáîëî÷êè.Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 4. Òàáë. 0.ÓÄÊ 539.3, 51-76À ò ð î ù å í ê î Å.È. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîòèâîîòñëîå÷íûõ îïåðàöèé âî�òàëüìîëîãèè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü öèðêëÿæà øèðîêîé ñèëèêîíîâîéëåíòîé ñ ó÷åòîì ýëëèïòè÷íîñòè �îðìû ãëàçà è ðàññ÷èòàíû ÷èñëåííûåçíà÷åíèÿ èçìåíåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ è îáúåìà.Áèáëèîãð. 7 íàçâ. Èë. 5. Òàáë. 3.



Ñîäåðæàíèå 165ÓÄÊ 539.3, 51-76Á à ó ý ð Ñ. Ì. Îá àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäàõ èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàç-íîãî äàâëåíèÿ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.Îáñóæäàþòñÿ äâå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè àïïëàíàöèîííûõ ìåòîäîâèçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ. Â îáåèõ ìîäåëÿõ ãëàç ðàññìàòðè-âàåòñÿ êàê äâå ñîïðÿæåííûå îáîëî÷êè ñ ðàçíûìè ìåõàíè÷åñêèìè è ãåî-ìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè (ðîãîâèöà è ñêëåðà). Â ïåðâîé àíàëèòè÷å-ñêîé ìîäåëè ðîãîâèöà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìÿãêàÿ áåçìîìåíòíàÿ îáîëî÷-êà, ñêëåðà � êàê ñ�åðè÷åñêèé èëè ýëëèïòè÷åñêèé ñåãìåíò. Îáå îáîëî÷-êè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èçîòðîïíûå. Âî âòîðîé êîíå÷íî-ýëëåìåíòíîéìîäåëè ðîãîâèöà è ñêëåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äâà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ñåãìåíòà. Áèáëèîãð. 21 íàçâ. Èë. 10. Òàáë. 0.ÓÄÊ 532.592, 532.592Á å ñ ò ó æ å â à ÀÍ. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷è î âîëíîâûõ äâèæå-íèÿõ æèäêîñòè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.�àññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîå äâèæåíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè â êëèíîâèäíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ èïëîñêèì íàêëîííûì äíîì. Âîëíîâîå äâèæåíèå âûçûâàåòñÿ ðàçëè÷íîãîâèäà âîçìóùåíèÿìè. �åøåíèå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ñîáñòâåííûõ�óíêöèé â çàäà÷àõ î âîëíîâûõ äâèæåíèÿõ æèäêîñòè íàä íàêëîííûìäíîì, ïðîâîäèìûõ äîêëàä÷èêîì è äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè.Áèáëèîãð. 10 íàçâ. Èë. 10. Òàáë. 0.ÓÄÊ 539.3Ä ó ì è í à Þ.È. Óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íà óïðó-ãîì îñíîâàíèè // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.�àññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íàóïðóãîì îñíîâàíèè ñ ðàçëè÷íîé �îðìîé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, íàõî-äÿùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè-÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê Êèðõãî�à�Ëÿâà.Áèáëèîãð. 3 íàçâ. Èë. 7. Òàáë. 0.



166 ÑîäåðæàíèåÓÄÊ 532.517.2Æ è ã à ë ê î Å.Ô. Íåêîòîðûå îïûòû ðàñ÷¼òà êðèòè÷åñêèõ ãàçî-äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû âìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàñ÷¼-òå äâóõ ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ � òå÷å-íèÿ, èíäóöèðîâàííîãî ïëàñòèíîé, ïðèâåäåííîé èìïóëüñèâíî â äâèæåíèåè ñâåðõçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ òåëà ñ äåòåðìèíèðîâàííûì îòðûâîì. Ïðèìå-íåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà òèïà �êðóïíûõ ÷àñòåé�, íå îáåñïå÷èâàþùàÿ â ýòèõñëó÷àÿõ ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ.Áèáëèîãð. 4 íàçâ. Èë. 1. Òàáë. 0.ÓÄÊ 532.322Ê à ï ð à í î â È.Å., Ñ ê ð ÿ á è í È.Í. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïëà-âó÷èõ îáúåêòîâ // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ïîäõîäû,ðåàëèçîâàííûå â èíæåíåðíûõ ïàêåòàõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñ÷åòà êîí-�èãóðàöèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è äèíàìèêè ïëàâó÷åãî îáúåêòà, ïî-ãðóæåííîãî â òÿæåëóþæèäêîñòü. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿäèíàìèêè áóÿ, îáëàäàþùåãî ïîëîæèòåëüíîé ïëàâó÷åñòüþ ïðè ïîãðóæå-íèè è âñïëûòèè.Áèáëèîãð. 3 íàçâ. Èë. 7. Òàáë. 0.ÓÄÊ 539.3Í à ó ì î â à Í.Â., È â à í î â Ä.Í. Êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè àðìèðî-âàííîé ïëàñòèíû // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñðåäû, ëîêàëüíûå ñâîéñòâà êî-òîðîé ðåçêî ìåíÿþòñÿ, è ââåäåíû óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè òàêîéñðåäû. Èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû, ñîñòîÿùåé èçïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùåéñÿ ñòðóêòóðû (ÿ÷åéêè). ß÷åéêà ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåä, â öåíòðå êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ öèëèíäðè÷å-ñêîå âîëîêíî. �àññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà âîëîêîíè èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà ÷àñòîòû è �îðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äàííîéïëàñòèíû. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷àñòîò è �îðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèéìíîãîâîëîêíèñòîé ïëàñòèíû, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ðàç-ëè÷íûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà.Áèáëèîãð. 3 íàçâ. Èë. 3. Òàáë. 6.



Ñîäåðæàíèå 167ÓÄÊ 539.3Þ ø è í �.Þ. Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé èçãèá òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìå-õàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ èçãèáà êðóãîâîé ïëàñòèíêè ñ ó÷åòîì ðàç-íîñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè ÿâëÿåòñÿ íà-ðóøåíèå ñèììåòðèè ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé ñâåðõó è ñíèçó ïëà-ñòèèíû.Áèáëèîãð. 6 íàçâ. Èë. 5. Òàáë. 0.ÓÄÊ 629.7.036.54ß ê è ì î â à È.Â Äâóõ�àçíûå òå÷åíèÿ â ïðîòî÷íûõ òðàêòàõ ýíåð-ãîóñòàíîâîê // Òðóäû ñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå âíóòðåííèõ äâóõ�àçíûõ òå÷åíèé â îêîëî-ñîïëîâîì ïðîñòðàíñòâå. �àññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñîïëîâûå îáúåìû ñ óòîï-ëåííûì âî âíóòðåííþþ ïîëîñòü âõîäîì â ñîïëî. Èñïîëüçóþòñÿ êðèâîëè-íåéíûå ñîãëàñîâàííûå ñ ãðàíèöàìè îáëàñòè ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïîðîæ-äåííûå èìè êðèâîëèíåéíûå ðàçíîñòíûå ñåòêè. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîéäàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ äåòàëüíîå îïèñàíèå âñåõ îñîáåííîñòåé ãåîìåò-ðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ó÷åò ðåàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìå-ðàì è èõ ïðåäñòàâèòåëüñòâà â ïîòîêå, ó÷åò òóðáóëåíòíîñòè âíóòðåííåãîòå÷åíèÿ, à òàêæå ðåàëüíûå ñõåìû ïîäâîäà ãàçà â ñèñòåìó îò ìàññîïîä-âîäÿùèõ ïîâåðõíîñòåé, ìîäåëèðóþùèõ ãîðåíèå. Ñîçäàíû ý��åêòèâíûåâû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû äëÿ ìàññîâûõ òðàåêòîðíûõ ðàñ÷åòîâ ÷àñòèö âïîñòðîåííîì ãàçîâîì ïîëå.Áèáëèîãð. 4 íàçâ. Èë. 4. Òàáë. 0.ÓÄÊ 539.3ß ñ í è ö ê è é Ë.Í. Óäåðæàòüñÿ �íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ"// Òðóäûñåìèíàðà ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿ 2006�2007 ãã. Ñ. 00�00.Ïðåäëàãàåìàÿ ñòàòüÿ âïåðâûå áûëà îïóáëèêîâàíà â ÿíâàðñêîì âû-ïóñêå 2005 ã. ïåðìñêîé ãàçåòû �Íîâûé êîìïàíüîí"ïîä íàçâàíèåì �Ïî êîìçâîíèò ANSYS, èëè Ïî÷åìó òàê ÷àñòî ñòàëè ïàäàòü ñàìîëåòû, âçðûâàòü-ñÿ ðàêåòû, ðóøèòüñÿ çäàíèÿ". Ñòàòüÿ âûçâàëà æèâîé èíòåðåñ, îñòðóþêðèòèêó è äëèòåëüíóþ äèñêóññèþ â ñåòè Èíòåðíåò. Â ñáîðíèêå ñòàòüÿïóáëèêóåòñÿ ñ ñîêðàùåíèÿìè, èñïðàâëåíèÿìè è äîïîëíåíèÿìè, ñäåëàí-íûìè àâòîðîì ïî ðåçóëüòàòàì Èíòåðíåò-äèñêóññèè è ìíîãî÷èñëåííûõîáñóæäåíèé.Áèáëèîãð. 5 íàçâ. Èë. 0. Òàáë. 0.
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